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Anhang A.2 Losungen der Ubungsaufgaben

A.2 LOSUNGEN: KAPITEL ACHT

A.2.1 Losungen der Ubungsaufgaben

1. (a) Firzy # 0ist fz(z,y) = 2zysin Il—y —cos Il—y und fy(z,y) = z?sin ﬁ — § cos ﬁ Daher

ist
/ / 2 4 2
grad f fsmf—cosz, sin © —cos & | = — = .
27 2 2 T

Fir y = 0 gilt fz(z,0) = hmw = hr% 57— = 0 Vz; fiir x = 0 analog
fy(0,y) = 0 Vy. Also ist grad f(O 0) = (0,0).
(b) lin%f(x,O) = lin%)O =0, 1im f(O,y) = 1im 0 =0 und

ilin f(z kx) = hm ka® sin 25 =0
Weil|sin#|§1undx — 0 fir z — 0.
(c) lin%fz (z,1) = lin})(?m sinl —cos1) = —lin% cos L existiert nicht. Dagegen ist ist
oy f D= fOY L RPsing -0
SO = T S T T e =0

2. Man erhilt fiir die partiellen Ableitungen:
fo=32" =3  faa=6z foy =0
fy:3y2*12 Syz2=0 fyy = 6y
Aus fo(z,y) = 32> — 3 = 0 erhilt man 2 = 1, also ¢ = £1; aus f,(2,9) = 3y°> — 12 = 0
analog y? = 4, also y = +2. Es gibt also vier kritische Punkte
Pi(1,2) P (1,-2) P3(—1,2) Py(—1,-2)
Die Determinante der Hesse-Matrix ist Az = fao fyy — fgy = 36ay; fir die Punkte:
Asglp, =72>0 faz|P, = 6 > 0 — relatives Minimum
As|p, = =72 <0 Sattelpunkt

Ag|p, = =72 <0 Sattelpunkt
Aslp, =72>0 faz|P, = —6 < 0 — relatives Maximum

Die gefundenen Extrema konnen nur lokal sein, da f(z,0) = 2 — 32420 — +oo fiir x — +o0
und f(z,0) — —oo fiir z — —oo.

3. Esgilt f1, fo € C* und £1(0,1,0) = f2(0,1,0) = 0. Fiir die Jacobi-Determinante erhiilt man

‘8(f1, f)| | My+2)+a@®—2%) Ay +2)° - 2eyz i
Ay, z) —z(2% + 7 4(z — x)® — y(z® +y?) b 0 -1 ’
also existiert eine derartige Auflosung. Zu den Ableitungen:

Fi(z) = (y(@)+2(2)" +zy(z)(@® - 2(z )2)*150

Fa(z) = (2(2) — )" —y(a)z(z)(® +y(2)*) =

Fi(z) = 4(y(@)+2(2)) - (y (2) +2(2) + (96) (¢® — 2()*)
+ay' () - (¥ = 2(2)”) + wy(@) - (22 — 22(x)2'(2)) = 0
1 ( 2 2

Fy(z) = 4(z(x) —2)° - ('(2) = 1) = ¢/ (2)2(x) - (2 + y(2)?)

+y(2)Z (2) - (2 + y(2)?) + y(@)2(x) - (22 + 2y(2)y () =0
F{(0) = 4-(1+0°-@0)+2(0)+1-(0-0)4+0-...40-...=0
F5(0) = 4~(0—0)3~...—0-...+z'(0)(0+1)+0~...:0
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Aus der letzten Gleichung erhilt man sofort 2z’(0) = 0 und damit weiter y'(0) = 0.

4. Wir erhalten fiir die partiellen Ableitungen nach der Kettenregel:

o mme () -2 () g ()

Demnach ist

x%+2ya—; nx f(%)—Qx" 2yt ( )+2x" 2yt ( ):nz

5. (a) Esist f(z,y) € C* und £(0,—1) = =140+ €° = 0. AuBerdem gilt:

g:l—{—?)xyz—kzezy of =1#0,
oy 9 |p

es gibt also eine lokale Auflésung y(x). Nun erhélt man die erste Ableitung entweder

F(a) = f(ry@)=y@) +ay@)® + e =0
Flz) = o (2)+y(@)’+32y(@)’y (@) + 7 - (y(@) + 2y (z)) =0
F'(0) = 40)—-140-...41-(-140)=0 — ¢ (0)=2
oder mittels
oy fa(zy) y* + ye®? e
y(x)__fy(x,y)__1+3xy2+ate$y y(O)——T_Q

Auf jeden Fall liegt wegen 3’ (0) # 0 kein lokales Extremum vor.

(b) Fiir kritische Punkte muss erfiillt sein

fo(,y) =9 +ye™ =y(y° +e¥) =0 —y=0 (¥ +e" >0V(z,y) €R?)

fy(z,y) =1+ 3zy® + 2" =0 y=0 — z=-1
Der einzige kritische Punkt ist demnach Q(-1,0). Untersuchung der Hesse-Matrix liefert:
fye = foy Jyy =1+ bzy + 7™ 12
Es handelt sich also um einen Sattelpunkt.
6. Fiir die ersten beiden Ableitungen ergibt sich:
oh = fo = =y sin(ay®) - €0V fo(3,-1) = sin(=F) ) = 1
% =fy= —5zy* sin(xy5) . ecos(@y?) fy(5,—1) = =55 sin(—7%) ceos(=3) = %”

Wegen der Differenzierbarkeit von f gilt nun:
of (= . 1 T 1 T 1 57
og () =@ ends =5 £ (5-1)+ 56 (5-1) = 5 (7‘1>

7. (a) Gradientenbildung liefert:
fo(z,y) =2(x+y) =0 — y=—z  fy(z,y)=2(x+y)=0 — y=—=
Fiir die Determinante der Hesse-Matrix ergibt sich
A=detH= foufyy — foy =2-2-2-2=0,

das erlaubt keine Aussage. Nun ist aber f(z, —z) =0 und f(z,y) > 0 fiir y # —z, also
liegen tiberall globale Minima vor.
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(b) Es ist

=322 + 2(x4+y)=0 2 _
3 =0
gy—2(m+y)_0 }H ¢ *
Wiederum erlaubt Al o) = [2 - (62 + 2) — 4](0,0) = 122|(0,0) = 0 keine Aussage. Am
kritischen Punkt ist g(0,0) = 0, es ist aber g(z, —z) = 2® grofer oder kleiner als Null,
0)

je nachdem, ob x > 0 oder x < 0 ist, an (0,0) selbst liegt also ein Sattelpunkt.

8. Als Bedingung fiir kritische Punkte erhélt man
fo(z,y) = —22-(3—y)>=0 - =0 VvV y=3
fy(zy)=—201-2)38-y) =0 — z=+1 Vv y=3

Da y = 3 beide Bedingungen erfiillt, sind alle Punkte (z,3) mit € R kritische Punkte.

Untersuchung der Hesse-Matrix
—2(3—1y)* 4a(3-—

o ( 28w ey A=detH=(3—y) [...] =0fiiry =3
1x(3—y) 2(1—=z°)

erlaubt keine Aussage. Hier hilft eine andere Betrachtung:

(1 — 2?) ist > 0 fiir |2| < 1 und < 0 fiir |2| > 1. (y — 3)? ist bei y = 3 Null und sonst
tiberall positiv. Die Funktion f(z,y) = (1 —2?) - (3 — y)? ist also Null fiir z = —1, /
z = 1 und y = 3, ansonsten positiv fiir |x| < 1 und negativ fiir [z| > 1. Damit ist /
sind also alle Punkte (z, 3) mit |z| < 1 lokale Minima und mit |z| > 1 lokale Maxima.

(—=1,3) und (1, 3) sind Sattelpunkte, da es in jeder Umgebung positive und negative

7

Werte gibt. Die gefundenen Extrema (z,3), |x| # 0 sind natiirlich nur lokale, keine
globalen Minima oder Maxima.

A

neg pos
9. Essind f1, fo € C' und es ist f1(0,0,1) =1—1=0, f2(0,0,1) =040 = 0.

‘8(f17 f2)
o(y, z)

eine Auflgsung ist also méglich. Nun erhilt man (y = y(z), z = z(x)):

0 -1
1 0

—z-siny cosy — 2z

=1#0,

P ‘ Z-Ccosy siny

Fi(z) = z-cosy—xz—2"=0

Fy(z) = z-siny+In(1+2*)=0

Fi(z) = 2 cosy—zy'siny—1-222=0
Fi(z) = Z'siny+zy cosy+lix2—0
Fl(0) = 20)—=0-...—1-22(0) =

F0) = O~...+y(0)+0- =0

Fiir z(x) liegt wegen z'(0) = —1 # 0 an = = 0 kein lokales Extremum, dagegen ist die Stelle
fiir y(z) zumindest ein kritischer Punkt, und die zweite Ableitung muss untersucht werden:

F'(z) = 2"cosy—2y'2 siny— zy?cosy — 2y siny — 22/% — 222" =0
2 — 277
FY(x) = 2"siny+2y'2 cosy— zy?siny + 2y cosy + ﬁ
F/(0) = 2"(0)=0-...—=0-...—=0-...—0-...—2—-2"(0) =0 (z”(O):—Q)
F/'0) = 0-...40-...40-...=0-...+3"(0)+2=0 y"(0) = =2

Wegen 3" (0) = —2 < 0 liegt fiir y(z) also ein lokales Maximum vor.

6

neg
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10. Zunichst erhilt man fiir die Schnittpunkte der beiden Parabeln: z? = 3z% — 2 und damit
z? =1, z = +1. Nun ergibt sich fiir das gesuchte Integral:

1 Y= 1
1 = / dx (1:2—|—y2)dy:/
r=—1 g=3.1‘2—2 rT=—

= /z;l<{x4+%6]—[3x4—2x2+MD de = -

2

317=2
dx {ny + y—] = )
1

3 2:3m2 -2

11. Wir sollen die Funktion f(z,v, z) = d((z,y, 2), (1,1,1))? = (x —1)? 4 (y — 1)* + (2 — 1)? unter
der Nebenbedingung g(z,y, z) = 22 + y* + 2> — 1 = 0 minimieren bzw. maximieren. Mit der
Methode der Lagrange-Multiplikatoren erhélt man:

12.

13.

F(z,y,2,A) = (-1 +@w—-1)2+(E-1)2+X-(@®+¢y*+2>-1)
F, = 2@z-1)+4+2\x=0 2z=21-12) A=21=
F, = 2y—-1)+2y=0 A=
F, = 2(z—-1)+2Xxz=0 A==
Fy = 224+ +22-1=0 =3 ghp=1 A=£v3-1

Damitis‘cx:y:zzi3
natiirlich auch geometriscf

Man erhilt f|p, = —%> glp =

fZ|P1 :2$‘P1:1 fy‘

1

(min. Abstand) bzw. x =y = z = -5 (max. Abstand), wie

unmittelbar klar ist.

1
—4 und

P = 23/‘1’1 =1 91|P1 = 2:5'1’1 =1 fy|P1 = _1|P1 =-1

Also ist J1 = [fogy — fyga]p, = —1 —1 = —2 und man erhilt

T2 =

Y2 =

T — J%[fgy — fyglp, =
y1 — 5-[feg = foalp =

Minimierung der Funktion f(z,y,2) = z? + 3* + z unter den beiden Nebenbedingungen
9(@.y.2) = (@ —1)2+ 4% —5=0und h(z,y,2) =y — 2 = 0:

Py A (@17 +y" =5 +p-(y—2)

F(z,y,z,\, ) =
F =
F, =
F, =
F, =
F, =

2c0+2X\(z—1)=0
20+ 2 y+p=0
1—p=0
(x—1)2+y>*-5=0
y—2z=0

1+Nz=2A mzl_%
2y(1+ ) =—p y:—ﬁ
p=1

z=1y

Setzt man x = x(\) aus Fr, = 0 und y = y(A) aus F, =0 (mit 4 = 1) nun in F\ = 0 ein, so

erhilt man

(25 ) o

Daraus ergeben sich die Koordinaten:

—1+1

€r =

2

+

1
2

§:5(1+,\)2 A:Ai%

~

1
T =FEA

N =
IS
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also die Punkte P(—1,—1,—1) und Q(3,1,1). Wegen der Kompaktheit von (g = 0)N(h = 0)
und flp =1, flo = 11 liegt an P ein Minimum und an @ ein Maximum.

14. Fir Flacheninhalt und Schwerpunkt erhilt man:

1 pp=1 1 71 1 311 o
//dxdy:/ / dxdyz/ yy dx:/(l—f)dx:[x—x—] ==
S z=0 g:zz z=0 E:zz 0 3 0 3

1 vt 1t = 1t 5 3722 241" 3

s = Z/mzo/yzﬂxdmdyfZ/wzoxyy:wzdxfz/o (z—=x )dxfi {7_Z]07§

1 /1 \/*ﬂ:l 1 /1 y2 Y
Yys = — ydrdy = — =
A =0 y:zz A x=0 2

y=1 1 4 511
1 1
d:c:—/ <7_“’;> dx=§[f—m—] =3
y=u2 AJy \2 2 212 10f, 5
Fiir das Integral ist es giinstig, die Integrationsreihenfolge zu vertauschen:

1 T=/7
I = //\/ﬂ-er'\/gdxdy:/ / VY- Vdyde =
S y=0 J z=0

1
/ ety
y=0

15. Fiir diese Fldche ergibt sich

A

F=vy

/O(eyfl)dy:[eyfy](l):ef2

z=0

/3 Y=cos x /3 1 x17/3
A = // dxdy:/ / dmdy:/ <COS{E77>:|:Sin{B77:| =0,68485...
s e=—7/3Jy=1/2 —x/3 2 21 _x/3

zgs = 0 (Symmetrie)

1 // 1 /7r/.3 Y=Cos T 1 /3 9 1
Yys = 5 ydedy = — ydrdy = — cos“x— = | =

A S A z=—m/3 Jy=1/2 24 —7/3 4

/3
1|1 T
S i e = 40. ..
54 {Q(x—ksmx cos ) 4]77/3 0, 69840

/3 Y=cos x /3 2
I, = //xzdxdy:/ / dwdy:/ (a:2cos:vfm—>:...:
s ——n/3ty=1/2 —x/3 2

377/3
= [x2 sinx+2xcosxf2sin:rf%] =0,14690...
—7/3
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A.3 LOSUNGEN: KAPITEL NEUN

A.3.1 Losungen der Ubungsaufgaben

1. Fiir V erhilt man

B 0/0x yz® 3x2% — 3x2°
rot V. = /0y X zz3 = | —3yz?+3yz? =0
0/0z 3ryz? 25— 28
3 3 2
divV = 8;; + ag; + 83;1212 =040+ 6zyz = bxyz
. 6yz
graddivV = grad (6ayz) = | 6zz
6zy

Wegen rot V=0 gibt es ein Potential; entweder durch Integration oder tiber Hinschauen
erhilt man o(z,y, z) = zyz®. Damit ergibt das Kurvenintegral einfach

I:/ V dz = ¢(1,2,3) — ¢(0,0,0) = 54
C

2. Untersuchung der Integrabilitdtsbedingungen liefert:
Wi, _0Va i_ L O _ 0%
oy Oz 0z T Oz 0z oy’

also ist das Integral wegunabhingig und es existiert ein Potential . Fiir dieses erhélt man:

o= [(e¥ — ze")dx = ze¥ — ze” + wi(y, 2)
o= [wze¥ dy = ze¥ + wa(x, 2) = o(z,y,2) = ve¥ — 2"
p=—[e"dz = —ze" + ws(z,y)
Damit ist I = ¢(2,3,4) — o(1,1,1) = (2 — 4e?) — (e — e) = 2¢* — 4.
3. Die Integrabilitdtsbedingtungen sind nicht erfiillt, also muss man parametrisieren:

. cost . 5 —sint
CoowoEl) = ( sint ) tel0. 3] m-( cost )
/2 .
L = / {—(c052t+sin2t)sint+eSlntcost} dt =
0

/2 /2 int /2 sint /2
—/ sintdt+/ """ costdt = [cost] —I—[e‘ } =e—2
o o 0 0

Fiir den zweiten Weg erhélt man analog:

Cx f(t):<1;t> teo,1] f:(‘f)

/2 /2
L = / {f((lft)2+t2)+et}df:/ (2t — 26" — 1+ ") dt =
0 0
2t3 /2 5
= —tg—i—t t =€— 7
R O

4. Uberpriifen der Integrabilititsbedingungen liefert:

%*cosx e¥1 51022 4 0 gin gy coszg el SN2 _ " %*23: _ M
81,‘2 - 2 ! 2 2 - 8111 8:64 - 1= (91’3’
alle anderen sind offensichtlich erfiillt. Als Potential erhiilt man @(z1, o, 3, z4) = € 522 4
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5. Zunéchst bestimmen wir die Tangentialvektoren an die Parameterkurven

2

2sinu cosu cosv —sin“ u sinwv
Ty = 2sinu coswu sinv Ty = sin? u cosv
cos?u —sin?u 0

und den Normalvektor an die Flache:

sin? u cosw (sin® u — cos® u)
oy X Ty = | sin®u sinw (sin® u — cos® u)
2sin® u cosu

Dessen Betrag ergibt sich zu:

= \/sin4 u cos? v (sin? u — cos? u)?2 4 sin® u sin? v (sin® u — cos? u)2 + 4sin® u cos? u =

= \/sin4 u (sin? u — 2sin? u cos? u + cos? u) + 4sin ucos? u =

\/sm4 u (sin* u + 2sin? u cos? u + cost u) = \/sm4 u (sin? u + cos? u)? = sin“ u

Damit ergibt sich fiir den Flicheninhalt

e 2 ™ 27
/da / / |:Eu><:i'u|dudv:/ / sin? wdudv =
F u=0 Jv=0 u=0 Jv=0
27 ™
.2 ™ 2
/ dv~/ sin“udu=2m- - =m
v=0 u=0 2

6. Die Fldche F ist definiert durch z(z,y) = y/4x — y? iiber dem Bereich

S={(z,y)|0<z <2, 0<y <2V}

und damit

Fiir die Ableitungen von z nach x und y erhélt man z, = \/4127?}2 , By = — \/4;/71/2

fiir das Oberflachenintegral:

/Gdg = / G(z,y,2(x,y)) -\ /1+ 22+ 22dedy = z
F
Az — 4 2 F
- //y - \/1+4 7+ g dvdy =
T —y 4 —y

1+ZE

Yy 4x7 2 dr —y2+ 4442 // Y
dzdy = 2ydrdy =
y=2V7T 2 T=2T 2 2 ;
= / / 2ydy=/ y2y :/ 41:d1::2;v2‘ =38 x
=0 Jy=0 =0 0 0

y=0
7. Fir diese Flache ist z, = 0, zy = 2y und damit erhilt man

/ydo = //y 1422422 dxdy—//y\/l+4y dasdy—/ / y(1+ ) 2 dy dy =
F S y=0

2

1 2\3/2|7=v® 1 3/2 1 5/2
- = 144 = — 144 —1|dx = 4 - =
12 (+y) y—o 12 [(er) ]”’ 12 ot +4) 1y
1 243 1 20 37
= [1()(3‘1) 2}—m‘m‘m—%
8. Untersuchen der Integrabilititsbedingungen liefert:
%—‘; = —2zsin’(xy) + 2 cos®(zy) # 2ysin’(zy) — 2y cos®(zy) = %,

10
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demnach besitzt das Vektorfeld kein Potential. Nun parametrisiert man:

K1:it‘(t):(é),f(t):(é),te[(),l] Kg:f:(t):<1),%‘(1&):(2),1&6[0,

und das Integral errechnet sich zu

/V’df {(Vide +Vody}+ [ {(Vidz+ Vady} =
K Kq Ko

1 /2
/{2-1-0-172-1-O-O}dt+/ {2cost sint-0—2cost sint-1}dt =
0 0

/2 2 /2
f/ 2cost sintdt = cos t‘ =0—-1=-1
0 0

11
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A.4 LOSUNGEN: KAPITEL ZEHN

A.4.1 Losungen der Ubungsaufgaben

*  cost o et
1. ———dt =R —dt
/Oot4+47r4 e[ t4 + 47

Die P_ole des Integrand_en liegen an den Nu_llstellen von z* + 47t 2 = \/5776”/4, 20 =
\/577613”/4, 23 = V2me " "™/* und 24 = v2me "*™/%. Nur 2z; und 25 befinden sich in der oberen
Halbebene.
e'? e'? exp(i(ﬂw(% + Z%))) e s
Res <z4+47r4721> T4 4. 23/2g3ei3m/4 - V2 ¢ 1 T
zZ1 8- i
eiﬂ'fﬂ' 1 1 . efﬂ' 677"
= —  [—— —j— ) =—-¢" 141) = 141
8-\/§7r3< V2 Z\/i) ¢ 167r3( +9) 1671'3( +1)
i 3 1 L —iT—T
R A
24 4 47t 422, 4. 23/2p3¢im/4 8. /213
efirrfﬂ' 1 1 » 6777 efﬂ'
— - It N - _ i -1 N 1 .
8- /2m0 <\/§ lﬁ) ¢ g (1) = g (1 H)
oo eit ) eiz ez’z
/;oomdt = 2mi- (Reb (m,Zl) +Res <m722)> =
. (e . e " . et e "
= 2mi- (167T3(1+z)+ 16#3(_1—’_1)) :27”‘@'21: e
2 /2ﬂ¥dt = 27 Z Res (f(2),z;) mit f(z) = ot
" Jo 5+dsint ot Y Codz 54442+ 1)
J
_
222 + 5iz — 2
Die Nullstellen von f liegen an
1
z:—gii\/—%z—i—l:—gi:tZi 21:—51, zo = —21,
davon ist nur z; fiir die Berechnung des Integrals relevant:
) 1 1 1
Res z,—li = lim (z+2 . = . = E——
(f(z): =39 ,-Hfi/z( 2)2(z+ DNz+2i)  2(—%+20) 23 3

27
Damit erhélt man: / # dt = 2mi - —li = zi
o O+4sint 3 3

12
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A.4.2 Kapitel Sechs
1.

2.
3.

13



Anhang A.2 Losungen der Ubungsaufgaben

A.4.3 Kapitel Sechs
1.

2.
3.
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