1 GRENZWERTE UND PART. ABLEITUNGEN

Man untersuche die Funktion

Bt g (2,y) #(0,0)
f(z,y) = { fy fiir (z,y) = (0,0)

auf Stetigkeit und ermittle die partiellen Ableitungen im Ursprung.

Aufler in (0,0) ist f mit Sicherheit stetig. Nun fithren wir Polarkoordinaten ein und erhalten:

G x2e¥ +y% cosx 12 cos? eS¢+ 2 sin? @ cos(r cos )

2

hII’l _— =
(z.9)—(0,0) 24 y? r—0 T

_ : 2 rsin ¢ 02 _ 2 in2 ., — 1 —
}11% cos” pe + sin” ¢ cos(r cos @) cos” p +sin“p =1= f(0,0)

—1 -1

Die Funktion ist also iiberall stetig. Fiir die partiellen Ableitungen im Ursprung erhélt man

o1 /h%29+0 . h%2—h?
1:(0.0) = %li%h<m+o‘1>,£% R

.1 {0+ h2cos0 . hZ—h2
15(0,0) = AE%(w‘l)—%% 7 =0

Man untersuche die Funktion

S i (2, y) # (0,0)
f(xvy)—{ 0" fiir (2.y) = (0.0)

auf Stetigkeit. Weiters berechne man die partiellen Ableitungen %(0, 0), 2—5(0, 0) und die Rich-
tungsableitung %(0, 0) mit d = (%, %) Ist die Funktion im Ursprung differenzierbar?

An allen Punkten aufler (x,y) = (0,0) ist f natiirlich als Zusammensetzung stetiger und differen-
zierbarer Funktion ebenfalls stetig und differenzierbar. Zu untersuchen bleibt der Punkt (0,0), hier

erhalten wir:

8 + y5 . 19cos® w4+ r® sin® %) .
im T 1= —— = limr-
(z,9)—(0,0) % +y r—0rtcostp+risin®p =0

{TCOSGQp-i-Sins(p} 0
cost ¢ + sin?

Der Grenzwert wird Null, da der Klammerausdruck wegen cos? ¢ +sin® ¢ > % immer endlich bleibt.

Das erhilt man aus % (cos* ¢ + sin® = —4cos® psing + 4sin® v cos ¢ = 4sin @ cos p(sin® p —
de 2 2 psm @ 2 P 2 P ¥
cos? ). Diese Ableitung wird in nur Null, wenn ¢ = k7, ¢ = %Tﬂﬂ oder |sinp| = |cosp| =

ist, was den Funktionswerten 1, 1 und % entspricht. Es gilt also immer % < costp+sintp < 1))

of o f(h,0)=f(0,0) . 1 (h5+0 L _
o0 = T iy (o 0) T im0
of . f(0,h) = f(0,0) 1 [0+4AR° . h
A e e P O i i

f(Ls, L) — £(0,0) 1p6 4 V2p5 1p 4 2
90,00 = 1im VEVE :liml%:limQ:@
od h—0 h h—0h h*+ ;h? h—0 5 4

Da hier nicht g—f((), 0) = (grad £)(0,0) - @ gilt, kann f in (0, 0) nicht differenzierbar sein.

a



Man berechne alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktionen
f(xu y) = z2eY + ™Y g(x, y) = Sin2(xy) h(:ﬂ, y) — 6008x+y3

Man erhélt (aufgrund der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit ist f;, = f,» und analog g, =
Gyzx hzy = hy:r)

fz = 2xe¥ + ye®V fow = 2€Y + y2e®Y faoy = 2xeY + ™Y 4 zye™
fy= z2e¥ + xe™ foy = z2e¥ + x2e®Y fya = 2xeY + ™Y 4 zye™
gz = 2y sin(zy) cos(zy) gm = 2y°(cos® (zy) — sin®(zy))
= 2xy(cosz(xy) —sin®(zy)) + 2sin(xy) cos(zy)

gy = 2z sin(zy) cos(zry) = 222 (cos?(zy) — sin’(zy))

gyw = 2zy(cos? (xy) — sin’(xy)) + 2sin(zy) cos(zy)
h, = — sinx 37 +y’ hee = (sin® x — cos x)e* vty hyy = —2y sin x €8 vty
hy = 2y e vty hyy = (4y* + 2)e oty hys = —2ysin x e vty

Man untersuche die Funktion
€T 3 o
fz,y) = st fur (zy) #(0,0)
’ 0 fiir (z,y) = (0,0)
auf Stetigkeit im Punkt (0,0).

Mit Polarkoordinaten erhilt man

] xy3 . rlcospsin®e rtcospsin® o
G = lim @ ——F - =lm—7-—"—F =lim— " =
(z,y)—(0,0) cos(z?2 +y2) —1 r—0 cos(r?) —1 =0l -S4 -1
-2
g SZeosesin®o s

r—0 rdt ...

und dieser Ausdruck hingt vom Winkel ¢ ab (siche z.B. fiir ¢ = 0 und ¢ = F. Der Grenzwert
existiert also nicht, die Funktion ist im Ursprung unstetig.

Man berechne fiir die Funktion

3 4ry—y? .
fog = [ 1HEEEE i () £ 0,0)
i fir (z,y) = (0,0)
die partiellen Ableitungen f, und f, an der Stelle (0,0).
Wir erhalten
of o f0) = F(0,0) L B 4h0-02 N K
7 "0 = h R G = iy B i R
of 0, - 0,00 1 0*+0-h—h> N\  —R*
300 = i TORTIOR < £ (1 B 1) < T =

Man untersuche die Funktion
7(x2+y2) f
_Je irz >0
f(x,y)—{ 1 fir z <0
in den Punkten (0,0) und (0,1) auf Stetigkeit.

In (0,0) ist f stetig, da fiir r — 0 immer e 1 geht. In (0,0) ist f hingegen
unstetig, wie man z.B. bei Ann#herung parallel zur xz-Achse sieht:

1
—-1,0)— U — —@*41) _ -1 1 21— £(0.1
(1,0) = Y ) F(y) = i e t=luio g0



2 JACOBI-MATRIZEN; IMPLIZITE FKT

Man berechne die Jacobi-Matrizen % und % der Abbildungen

91(@1, T2, 3, 24) = \/m, T4

ga(w1, 22, 3, 74) = cos(z123) + €™
g3(w1, 72,73, 74) = Tow3 + In(1 + 22)

fl(x7 Y, Z) ="+ C0S2 z
fo(@,y,2) = xyz —e*
f3(z,y, z) = sinh(z2) + y?

ye™ re™ —2coszsinz
a(flvaafS) _ —
— Yz Tz Ty +e
A(z,y,z)
zcosh(xzz) 2y x cosh(zz)
L1 2 0 -1
2 2 2 2
_Olgn.g2,92) = —.¥Z;;?;+;‘2) \/JC]J(F)CE2+1 —2z1x38in(z1a3) e
(w1, 22,73, 24) 3 0 1 e Y e
Z3 Z2 1+J;Z

Man untersuche, ob sich die Funktion

flz,y,2) =€ —y?z4+2ln(14+2)—1=0
am Punkt P(0,1,0) lokal eindeutig nach z aufiosen ldifst.
f € C' st erfiillt, und es gilt £(0,1,0) = 0. Nun erhilt man
ol

2 T
| =-1#0
92 | p Yo+ L #0,

142

die Auflésung ist also moglich.
Gegeben ist das Funktionensystem

fl(xayaz) = x2_2y_ez—1:0
fQ(xayaz) = ZL‘y-Z—{—lZO
Man zeige, dass es in einer Umgebung von P(1,0,1) zwei Funktionen ¢1(z), v2(z) gibt, so dass
file1(2), p2(2), z) = 0 ist. Weiters bestimme man ¢ (1) und @h(1).
Es gilt f; € C' und f1(1,0,1) = fo(1,0,1) = 0. Nun ist

’a(fhfz)

(z,y)

20 —2
Yy x

=240,
P

P

eine eindeutige Auflosung = = ¢1(2) und y = po(z) also moglich. Fiir die Ableitungen erhélt man

Fi(2) = ¢1(2)° = 202(2) =71 =0 G 1= 201(2) ) (2) — 29(2) — €71 =0
/
2

Fy(z) = p1(2)pa(z) =2 +1=0 42 = 01 (2)pa(2) + p1(2)@h(2) —1=0

Daraus ergibt sich nun mit ¢1(1) =1 und ¢2(1) =0

201(1) = 2¢5(1) =1=0 (1) -1=0

und daraus p5(1) =1 und ¢} (1) = %



Man tberpriife, ob sich das Funktionensystem
f1($7y72)2$2+y2—2’—22:0 f2($,y72):$+y2+2320

in einer Umgebung von P(4,2,—2) eindeutig nach x und y auflésen lifit. Ferner bestimme man
zwei Funktionen p1(z) und a(z), so dass in U(P) gilt: fi(¢1(2),p2(2),2) =0, j =1,2.

Esist f; € CY, f1(4,2,—2) = f2(4,2,—2) = 0, und fiir die Jacobi-Determinante erh#lt man

ofr 0
)| _| 3wy | | 2w |8 4| o g
Awyy) || 2 ok 12 41|
Y ox  OJy |p y

Das Funktionensystem ist also in P tatséchlich lokal auflosbar. Aus fi(z,y,2) = 0 erhilt man

2 =22+ 2z—y? aus fo(x,y,2) = 0 weiter y> = —23 — x, und setzt man das ein, ergibt sich

2?2 —x — 22 — 2 —22 =0. Als Losung der quadratischen Gleichung erhilt man

1 /1.
x:gol(z):fiqt Z+z3+z+22

(nur der positive Zweig der Wurzel kommt in Betracht, da fiir z = —2 ja = 4 > 0 sein soll) und

damit weiter
1 1
y=2(z) = —z3—§— 1+z3+z+22.

Man begriinde, warum sich das Gleichungssystem

filz,y,z) = 2cos(zyz) + yz —2x =0 fo(z,y,2) = (zy2z)> +2—1=0

in einer Umgebung des Punktes P = (xo,y0,20) = (1,0,1) lokal nach y und z auflosen lifit und
berechne y'(z), 2/ (1), y"(1) sowie 2"(1).
Es sind f1, fo € CY(R?), auBerdem ist f1(1,0,1) = fo(1,0,1) = 0. Fiir Jacobi-Determinante erhiilt

man

‘8(f1,f2) fiy fie | | —2sin(zyz)zz +2  —2sin(zyz)ry +y 0 140
oy, 2) |p foy fo 2(zyz) - xz 2(zyz) -y +1 i 0 1

Daher gibt es zwei Funktionen y(z) und z(z), fiir die gilt: y(1) = 0, z(1) = 1 sowie

fi(z,y(x),z(x)) = 0 und fa(z,y(z),2(x)) = 0 in einer Umgebung von P. Mit diesem Ergebnis
werden nun zwei Funktionen Fj(xz) und Fy(x) definiert und nach x abgeleitet, dabei sind nun
natiirlich auch y = y(z) und z = z(z) Funktionen von z, was bei entsprechenden Ausdriicken mit
Ketten- bzw. Produktregel beriicksichtigt werden muss:

(x§ = fi(z,y(z), ( )) = 2cos(zy(z) z(x)) + ( )2(x) =2 =0

)=

Fi(z) = =2sin(zy(z) 2(2)) - {y(2) 2(z) + = - [y (2) 2(x) + y(2) 2'(@)]} + [V (2) 2(2) + y(2) 2'(2)] =2 =0
F{/(w) =—cos(...) - {...}* =2sin(...) - {...}Y +Z/”( ) 2(x) + 2y (z) 2 (2) + y(x) 2" (2) = 0

Fa(x) = fa(z, y(2), 2(2)) = (wy(z) 2(x))* + 2(z) =1 =0

Fi(a) = 20 y(2) 5(2) - {-..} + 2'() =0

F(z) =2-{.. }* +2(zy(e) z(@){...} + 2" (x) =0

Nun setzen wir = 1 ein und beachten y(1) = 0 und z(1) = 1: Aus Fj(1) = y'(1) — 2 = 0 erhilt
man y'(1) = 2, weiters ist F3(1) = 2/(1) = 0. Analog sind wegen F}’(1) = —2-22 4+ ¢”(1) = 0 und

FJ/(1) =2-22 + 2"(1) = 0 die zweiten Ableitungen y”(1) = 8 und 2(1) = —8.



*) Gegeben sind die Abbildungen f: R® — R3 und g : R3 — R3:

fi=w1 — 229 + 23 fo = x120 f3 = af — 23
g = —y)?+y3 92 = (y1 + 12)? 93 = Y1Y2 — Y3

Man iiberpriife, ob die Abbildung h = go f = g(f); R — R3 in einer geeigneten Umgebung von
h(Xo) mit Xo = (1,1,1) umkehrbar ist.
Es ist Yy = f(Xo) = (0, 1,0). Die Jacobi-Determinanten von f und ¢ in X, und Y} ergeben:

5 1 -2 1 1 -2
—f = i) Xr1 O == 1 O
Oz |(1,11)
2$1 0 —21,‘3 1,1) 2 —
9 2(y1 — y2) —2(y1 Y2) 2y3 -2 2 0
o = | 20 +w) <y1 +92) 20
Y1(0,1,0 1 1
Y2 (0,1,0)
Nun gilt nach der Kettenregel:
oh 9 of -2 2 0 1 -2 0 6 -2
g
—(Xo) == - =—(Xo) = 2 2 0 -1 1 0 = 4 -2 2
83:( 0) 8y( 0) 83:( 0)
1 0 -1 2 0 -2 -1 -2 3

und die Determinante ergibt | h(Xo)|=—6-(12+2) —2- (-8 —2) = —64 # 0, die Abbildung ist
also umkehrbar. (Hier gilt auch | x( o) = |g—Z(Y0)| . %(XON =8-(—8)=—64.)

Gegeben ist die Funktion

Flayz) = o) _ /e
Man begriinde, warum sich f(x,y,z) = 0 in einer Umgebung von P = (x9, Yo, 20) = (m, 1, i) lokal
nach z auflosen lift, und berechne dort die partiellen Ableitungen z,(xo, yo) und zy(zo,yo)-

Als Zusammensetzung unendlich oft differenzierbarer Funktionen ist sicher f € C!, und es gilt

P RSN €5 S

Fiir die Ableitung nach z erhilt man

of

1
— 27— cos _ sin — % T£0
0z |p

P 64 4 4

= —2xy° cos(xy®2) sin(zy>2) - ecos” (zy°2)

Die Funktion ist also lokal eindeutig nach z auflésbar. Nun zu den partiellen Ableitungen:

Flz,y) = fla,y,2(x,y)) = e @@ _ /o =0
Fo(z,y) = —2cos(zy’z(z,y))sin(zy’z(z,y))e @’ =) (243 4 2Pz, (2,y)) = 0
Fy(z,y) = —2cos(zy’z(z,y))sin(zy’z(z,y))e @’ =) . 3uy22 4+ 2’z (2,y)) = 0

Einsetzen von z = m, y = 1 ergibt mit z(m,1) = 1:

202 (g (r 1) =0 2V (3 (1)) = 0
N—— —_—
#0 #0
weiter also z,(m, 1) = —ﬁ und z, (7, 1) = 7%.



3 EXTREMWERTAUFGABEN

Man finde alle kritischen Punkte der Funktion

r2+y2

fla,y) =y —a?)-e” 2
und tberprife, ob es sich um lokale Mazxima, lokale Minima oder Sattelpunkte handelt.
Fiir die ersten partiellen Ableitungen erhéilt man

L 2oy, s
am—l‘-(x—y_g).e ay—y-(2+x—y)~e

Nullsetzen liefert im ersten Fall x = 0 oder 22 — y?> —2 = 0, im zweiten y = 0 oder 22 —y?> +2 = 0,
Ein kritischer Punkt ist damit auf jeden Fall P;(0, 0). Die Bedingungen z = 0 und 2 — y? = 0
fithren auf P (0, v/2), P3(0, —v/2). Fiir y = 0 und 22 — 2 = 0 erhiilt man P4(v/2, 0), Ps(—/2, 0).
Die beiden Bedingungen 22 — 32 — 2 = 0 und 22 — y? + 2 = 0 sind nicht gleichzeitig erfiillbar, man
hat also bereits alle kritischen Punkte gefunden.

Uberpriifen der zweiten Ableitungen liefert

(foz fuy = F2)] 0.0y = (-2) 2= 0=—4 <0 P Sattelpunkt

(fou - fyy xy)|(0 Vot = (- %) . (f%) —0= i—? >0 foo= f% <0 P lok. Maximum
(faz - f )| = (- % . (—%) —0= g’ >0 for = —% <0 P3lok. Maximum
(foz - [ )’ % % —-0= g >0 foz = % >0 Py lok. Minimum
(foz - [ )’( fo i %—0=§>0 fM:%>O Ps lok. Minimum

Man bestimme und klassifiziere alle Extrema der Funktion

flay)=0+20 -y +2-z+y)*+ 1+ -y
Die ersten partiellen Ableitungen ergeben sich zu f, = 4(1+2x—y)—22—2+y)+2(1+z—y) =
122 —8y+2und f, = —2(1+2x—y) +22—z+y) —2(1 + = —y) = —8x + 6y. Nullsetzen liefert
ein Gleichungssystem mit den Lésungen z = —§ und y = —2.
Mit frr = 12, fzy = =8 und f,, = 6 erhilt man A = foufyy — Iy = 8 > 0, es handelt sich also
tatsiichlich um ein Extremum, wegen f,, = 12 > 0 um ein relatives Minimum, natiirlich muss es
auch das absolute Minimum der Funktion sein.

Man bestimme und klassifiziere alle Extrema der Funktion
f(a,y,2) = —ay + 2% — 3z + 5y
unter der Nebenbedingung g(x,y,z) =z +y+2z—1=0.

Da in der Nebenbedingung die Variablen nur in erster Potenz vorkommen, bietet es sich hier
an, nicht mit Langrange-Multiplikatoren zu arbeiten, sondern einfach die Nebenbedingung in die
Zielfunktion einzusetzen. Mit = 1 — y — 2z erhélt man die neue Zielfunktion

f(y7z):y2+yz+22+7y+3z—3,

mit den partiellen Ableitungen fy =2y+z+7und fz = 2z+y+ 3. Nullsetzen und anschlieendes

Losen des Gleichungssystems liefert y = f%, z = %z, die Nebenbedingung ergibt weiter z = 1—33

Fiir die Funktion f (y, z) kann man sofort die Hesse Matrix iiberpriifen: Man erhélt mit f, vy = 2,
fyz =1 und f,, = 2 sofort A = fyyfzz - ~y2z = 3 > 0 fiir beliebige ¥ und z, wegen fy, =2 > 0 ist
also jeder kritische Punkt (es gibt ohnehin nur einen) ein relatives Minimum.

Tatséichlich ist der vorher gefundene Punkt P(32, —&l, 1) sogar ein absolutes Minimum: Es kom-
men niimlich sowohl y als auch z in f in hochster Potenz quadratisch vor, die Funktion geht also
in jede Richtung — +o0. Weiters ist die Funktion auf ganz R? differenzierbar und besitzt keine

weiteren kritischen Punkte, P muss also ein absolutes Minimum sein.



Man bestimme alle Extrema der Funktion

X
f(xvyaz):§_y2+22

unter der Nebenbedingung g(x,y,2) = 2?> +y> +222 —1=0.

Wir definieren nun mit dem Lagrange-Multiplikator A:

Fla,y, 2, ) = f(@,9,2) + Agle,y2) = 5 =7 + 2 + A (2”447 + 27 - 1)

Die Ableitungen ergeben

I Fo=3+42\x=0

II Fy=-2y+2\y=2y(A—1)=0

I F, =2:+4\z =222\ +1) =0

IV Fy\=g(ryz)=22+3>+22-1=0

INEINS
I
oo
<<
> >
I
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—
—

N

Nun unterscheidet man die Félle:
e y = 0: Hier gilt es wiederum zu unterscheiden:
— z=0: Aus (IV) erhélt man 22 — 1 =0, x = £1 und P;(1,0,0), P»(-1,0,0)
— A= —3%:(I) ergibt = 3, (IV) wird damit zu § +222 =1 =0, 2> = 2 und 2z = &/,

also Pg(%,O, %) und P4(%,O,— %)

e )\ =1, damit ist A = —% von vornherein ausgeschlossen, also z = 0. (I) liefert % + 22 =0,

also x = — %, damit wird (IV) zu 15 4+ y? — 1 = 0 mit der Losung y = i@. Letztlich erhalt

man also noch P5(—i, ‘/TE,O) und P6(—%7 —@,O).

Will man die Extrema noch klassifizieren, so kann man ausnutzen, dass g(z,yz) = 0 ein Ellipsoid,
also eine kompakte Menge beschreibt, auf der die Funktion f sowohl ein Minimum als auch ein
Maximum annehmen muss. Berechnung der Funktionswerte liefert:

L ! 5 17
f|P1 257 f’PQ :_57 f{Ps :f|P4:§ f|P5 :f}Ps :_Tﬁa

demnach liegen an P53 und P, absolute Maxima, an Ps und Pg absolute Minima. Eine Untersuchung
der Punkte P; und P, wére allerdings aufwendiger.

Man bestimme die stationdren Stellen der Funktion
fx,y,2) = 2® + 2z + ¢
unter der Nebenbedingung g(z,y,z) =x +y+ z — 1 =0. Handelt es sich dabei um Extreme?

Mit g(z,5,2) = 0 — z = 1—z—y definieren wir f(z,y) := f(z,y,1—z—y) = 22 +x(1—z—y)+y* =
z — zy + y? und erhalten 3

fy=—24+2y=0 — x=2y,
also x = 2,y = 1, z = —2. Nun ist f(2,1,—2) = f(2,1) = 1, aber z.B. f(0,0) = 0 < 1 und

f(2,0) =2 > 1, also ist P(2,1,—2) kein Extremum.



Gegeben ist die Funktion
fla,y) = y" = 3wy® + 2

Gesucht sind Lage und Art aller kritischen Punkte von f.

Nullsetzen der ersten partiellen Ableitungen liefert:

fel,y) = =3y +322 =3(2* —y*) =0 — 2?=1y% 2=y
fy(x,y):4y3—6xy:2y(2y2—3x)20 — y=0vV2%®—-32x=0

Eine Losung ist also sicher P;(0,0). Setzt man nun y?> = 22 in 2y? — 3z = 0 ein, erhiilt man

z - (22 — 3) = 0 mit den beiden Losungen = 0 (schon in P; erfasst) und 2 = 3. Wegen z = +y
ergeben sich also zwei weitere Punkte P»(3,2) und P3(2,—3). Nun versuchen wir, anhand der

Hesse-Matrix Aussagen iiber die Art des Extremums zu erhalten, dazu betrachten wir:

A, — Jaz  fay _ 6 —6y
2= - 2
fey  foy —6y 12y° — 6z
Fiir die Punkte P, und P5 erhalten wir:
Ag’PZ =9-18—(-9)-(-9)=81>0 Ag’P3 =9.18—9-9=81>0,

Es handelt sich also um Extrema, und zwar (wegen fuz|p, = faozlp, = 9 > 0) um zumindest
lokale Minima. An P; kann mit der Hesse-Matrix keine Aussage gemacht werden (A2| = 0), da

aber beispielsweise f(z,0) = 22 in jeder Umgebung von P;(0,0) gréfere und kleinere Werte als
£(0,0) = 0 annimmt, muss es sich um einen Sattelpunkt handeln. Anhand von f(z,0) sieht man
auch, dass f beliebig grofie und kleine Werte annehmen kann, es also keine globalen Extreme geben
kann.

Man bestimme jenen Punkt auf dem Paraboloid
24+ y?=22409.
der vom Punkt P(4,6,1) den geringsten Abstand hat.
Zur Vereinfachung betrachten wir statt des Abstands d(x,y, z) die Funktion
fla,y,2) = d(z,y,2)* = (x = 4)* + (y = 6)* + ( = 1)%,

die unter der Nebenbedingung g(z,y, z) = 2% + y? — 22 — 9 = 0 ein Minimum annehmen soll. Nun
definieren wir

F(x,y,2,0) = (x =4+ (y —6)? + (2 — 1) + A\(2® +y* — 22— 9)

und erhalten fiir die Ableitungen

() F,=2z—-4)+2\xx=0 I+Nzx=4 —x=4/z
(IT) Fy=2(y—6)+2\y=0 14+Ny=6 —y=6/z
(II1) F.=2(z—1)42\x=0 — l+i=2z

(IV) Fy=2>+9?>-2:-9=0

Setzt man nun z = % und y = g in (IV) ein, so ergibt sich i—? + §—§ — 2z —9 = 0 und durch

Multiplikation mit z? die kubische Gleichung 222 +922 — 52 = 0, deren einzige reelle Losung z; = 2
ist. Der Punkt mit minimalem Abstand (denn einen solchen muss es ja geben) ist also Q(2, 3,2).



4 DIFF.-RECH.: ZUSATZBEISPIELE

1. Fiir die Funktion

22y sin mi fiir zy # 0
— Y
Fz,y) { 0 fir zy =0
berechne man:

(a) grad f <\/g, \/%) und grad f(0,0)

(b) lin%] f(z,0), lin}) f(0,y) und lir% f(z, kz) fur k € R\ {0}
T— y— T
(c) lir% fz(z,1) und f;(0,1)

(a) Fur zy # 0 ist f.(x,y) = 2zysin ﬁ — cos ﬁ und f,(z,y) = 2%sin le — %

\/5\/5 4 T 2 .07 T 4 2
grad f —A/— | =|—-sinz —cos—,—sin——cos< | =|—,—|.
™ T ™ 2 2'm 2 2

’
™ T

cos = . Daher ist
xy

Fiir y = 0 gilt f,(z,0) = th

= lim% = 0 Vaz; fiir = 0 analog f,(0,y) =
0 Vy. Also ist grad f(0,0) = (0,0).

(b) lim f(x,0) = lim 0 =0, lim f(0,y) = lim 0 = 0 und
x—0 x—0 y—0 y—0
. I I 3 - 1 _
91:11)% flz kx) = }chO kx®sin = =0
weil [sin 25| < 1 und 23 — 0 fiir z — 0.

(c) ii_)nbfg:(z, 1) = whi%(%: sin —cosl)

flin%) cos% existiert nicht. Dagegen ist ist
xr—

h,1) — f(0,1 h?sin§ —0
7o) = iy FEERD iy SR i i} =0

2. Man berechne die Richtungsableitung der Funktion
f(x,y) _ ecos(;r:y5)
am Punkt P(Z,—1) in die Richtungen & = (1,0), & = (0,1) und @ = (2=, 5=).
Fiir die ersten beiden Ableitungen ergibt sich:
L = fo = —yPsin(ay®) - @) f (3, 1) = sin(—
a% = f, = —baytsin(ay’) - ecos(zy®) fy(E,—1) = =5 sin(—1) - ecos(—%) — 5z

Wegen der Differenzierbarkeit von f gilt nun:

of (g_l) :@»_gradf:%.fx (37_1)+%.fy (g,—l) _ 12 (5277_1>

oda



3. Man bestimme und klassifiziere alle kritischen Punkte der Funktion

flz,y) =2+ 9> — 3z — 12y +20

Man erhélt fiir die partiellen Ableitungen:

fy:3y2_12 fyx:() fyy:6:‘/

Aus f.(z,y) = 32* — 3 = 0 erhélt man 2% = 1, also z = £1; aus f,(z,y) = 3y> — 12 = 0 analog

y? =4, also y = +2. Es gibt also vier kritische Punkte

P1(152) P2(17_2) P3(_172) P4(_

17 _2)

Die Determinante der Hesse-Matrix ist A = fy; fyy — f2, = 362y und fiir die Punkte ergibt sich:

zy

Alp, =72>0 fauz|p, =6 >0 — relatives Minimum

Alp, = =72 <0 Sattelpunkt
Alp, = =72 <0 Sattelpunkt

Alp,=72>0 fazlp, = —6 < 0 — relatives Maximum

Die gefundenen Extrema konnen nur lokal sein, da f(z,0) = 2® — 32+ 20 — +oo fiir # — +o00 und

f(x,0) — —oo fiir . — —o0.

4. Man zeige, dass sich das Funktionensystem

fl(x,y,z) = (y+z)4+a:y(x2—22)—1:0
Faen7) = (2 —2) — ya(a® +97) =0

in einer Umgebung von P(0,1,0) nach y und z auflésen 148t. Weiters bestimme man fiir

die Auflosungen y(x) und z(z) die Ableitungen ¢'(0) und 2'(0).

Es gilt f1, fo € Ct und f1(0,1,0) = f»(0,1,0) = 0. Fiir die Jacobi-Determinante erhilt man

‘8(f1,f2) _ 4y + 2)3 + x(2? — 22) 4(y + 2)3 — 2zy2 _ 4 4 _ 40
Ay, z) —z(2* +y?) Az =2 —y@?+y?) |, |0 -1 ’
also existiert eine derartige Auflésung. Zu den Ableitungen:
Fi(x) (y(2) + z(2))" +ay(z)(2® — 2(x)?) =1 =0
Fy(x) = (2(z) —2)! = y(a)2(2)(2® + y(2)*) =0
Fi(z) = 4(y(z)+2(2))° - (¢ (2) + 2'(2) + y(z) - (2% — 2(2)?)
+ay'(x) - (22 = 2(2)?) + ay(z) - (22 — 22(2)2' (2)) = 0
Fy(x) = 4(2(z) —2)* - ((x) = 1) = ¢/ (2)2(2) - (2* + y(2)?)
+y(@)2' () - (22 + y(2)?) + y(2)2(x) - (22 + 2y(2)y' (2)) = 0
F|(0) 4-(140)°- (4 (0)+2(0)+1-(0-0)+0-...4+0-...=0
F3(0) 4-(0-0)0...—0-...4+2(0)(0+1)+0-...=0

Aus der letzten Gleichung erhilt man sofort z’(0) = 0 und damit weiter y'(0) = 0.
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5. Gegeben ist die Funktion
fle,y) =y +zy’ + ™

(a) Man zeige, dass f(x,y) = 0 in einer Umgebung von P(0,—1) nach y auflosbar ist.
Liegt fiir diese Auflésung y(z) in = 0 ein lokales Extremum vor?

(b) Man bestimme Art und Lage aller kritischen Punkte von f.

(a) Esist f(x,y) € Ct und f(0,—1) = =1+ 0+ €° = 0. AuBerdem gilt:

g:l—k?ﬂ:gf—i—xemy o1 =1#0,
Oy | p

es gibt also eine lokale Auflésung y(z). Nun erhiilt man die erste Ableitung entweder aus

F(z) = f(z,y(@) =y(@) +zy(z)® + ¥ =0
Fl(z) = o(2)+y@)?®+3ey()’y (@) + ) - (y(x) + 2y (x) =0
F'(0) = 40)-140-...41-(-140)=0 — ¢'(0)=2

oder mittels

, fo(2,y) y® + ye” ) —2
VO = p Gy~ Trampraen Y OT T

Auf jeden Fall liegt wegen y'(0) # 0 kein lokales Extremum vor.

(b) Fiir kritische Punkte muss erfiillt sein

foly) =P +ye™ =y +e¥) =0 —y=0 (y*+e">0V(z,y) € R?)
fy(z,y) =1+ 3ay? + ze™ =0 y=0 — z=-1

Der einzige kritische Punkt ist demnach Q(-1,0). Untersuchung der Hesse-Matrix liefert:

0
1

fxz = y2€ry fwy = 33/2 + e*Y + xye™

= =1+ 6y + 22e* Alo =
fym fam,/ fyy + 6zy +

1
‘:_Ko
2

Es handelt sich also um einen Sattelpunkt.

6. Gegeben ist das System
flay) = a®+y* -1
g(z,y) = 2*—y
Indem man (z1,y1) = (3,3) als Startpunkt wiihle, berechne man mit Hilfe des Newton-

Verfahrens den Néherungswert (x9,y2) fiir die in der Néhe von (x,z2) liegende Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems f(x,y) = g(x,y) = 0.

Man erhélt f|p, = —1, g|p, = —7 und
f$|P1 :2$|P1 =1 fy|P1 :2y|P1 =1 gmlPl :2:1:.‘1)1 =1 fy|P1 :_1|P1:—1

Also ist J1 = [fog9y — fy9alp, = —1 —1 = —2 und man erhélt

T2 = xl_%[fgy_fyg]Pl:%‘F%(%_"%):%
Yo = y1— o9 foulp=5+35(-1+3)=2

11



7. Man untersuche die folgenden Funktionen auf das Vorliegen lokaler Extrema:

(a) flz,y) = (x+y)?
(b) g(z,y) =2+ (z +y)?

(a) Gradientenbildung liefert:

folwy) =2 +y)=0 - y=—2  fylz,y)=2(@@+y)=0 - y=—2
Fiir die Determinante der Hesse-Matrix ergibt sich

A=detH= fo,fyy— f2,=2-2-2-2=0,

xy

das erlaubt keine Aussage. Nun ist aber f(x, —z) = 0 und f(z,y) > 0 fiir y # —z, also liegen
iiberall globale Minima vor.

(b) Es ist
gz =322 +2(x+y) =0

2 _ —
et Al BESURS

Wiederum erlaubt A|q o) = [2-(6242) —4]0,0) = 127(0,0) = 0 keine Aussage. Am kritischen
Punkt ist g(0,0) = 0, es ist aber g(x, —x) = 2® gréfer oder kleiner als Null, je nachdem, ob
x > 0 oder z < 0 ist, an (0, 0) selbst liegt also ein Sattelpunkt.

8. Man bestimme Lage und Art aller kritischen Punkte der Funktion

flzy) =1 —-2%)-(3—y)

Als Bedingung fiir kritische Punkte erhélt man

folm,y)=—22-3—-y)?>=0 — =0 V y=3
fylmy)=-21-2*)3-y)=0 — z=+1 V y=3

Da y = 3 beide Bedingungen erfiillt, sind alle Punkte (z,3) mit « € R kritische Punkte. Untersu-
chung der Hesse-Matrix

—2(3—y)? 4x2(3 -

H= (3-y) ( :;/) A:detH:(S—y)Q-[...]:0f1'iry:3
4x(3 —y) 2(1—z?)

erlaubt keine Aussage. Hier hilft eine andere Betrachtung:

(1 —2?) ist > 0 fiir [#| < 1 und < O fiir |#| > 1. (y — 3)? ist bei y = 3 Null und
sonst iiberall positiv. Die Funktion f(z,y) = (1 — 2%) - (3 — y)? ist also Null /
fir x = =1, x = 1 und y = 3, ansonsten positiv fiir |z| < 1 und negativ fiir /
|z| > 1. Damit ist sind also alle Punkte (z,3) mit |z| < 1 lokale Minima und

mit |z| > 1 lokale Maxima. (—1,3) und (1, 3) sind Sattelpunkte, da es in jeder
Umgebung positive und negative Werte gibt. Die gefundenen Extrema (z,3),
|z| # 0 sind natiirlich nur lokale, keine globalen Minima oder Maxima.

77

.
7

e

neg pos neg
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9. Man zeige, dass sich das Gleichungssystem

fl(a:,y,z) =
fg(w,y,z) -

z-cosy—a:—22

z-siny +In(1 + 2?)

in einer Umgebung des Punkte P(0, 0, 1) nach y und z auflosen 1&8t. Fiir diese Auflésungen
y(z) und z(x) bestimme man, ob an der Stelle x = 0 ein lokales Extremum, und wenn ja

welches, vorliegt.

Es sind f1, fo € C* und es ist £1(0,0,1) =1—1=0, £2(0,0,1) =0+ 0 =0.

fi,fa)| | —z-siny cosy—2z | |0 -1 140
INy,2) |p | z-cosy siny 10 | ’
eine Auflosung ist also moglich. Nun erhilt man (y = y(x), z = z(x)):

Fi(x) z-cosy—x— 22 =

Fy(z) = z-siny+In(l+2%)=0

F{(z) = 2'cosy—zy'siny—1—-222"=0

. 2z

Fiy(z) = 2'siny+ 2y cosy+ TI2 = 0

FI(0) Z0)—0-...—1-22/(0)=0

Fj00 = 0-...44(0)+0-...=0

Fiir z(z) liegt wegen 2/(0) = —1 # 0 an « = 0 kein lokales Extremum, dagegen ist die Stelle fiir
y(z) zumindest ein kritischer Punkt, und die zweite Ableitung muss untersucht werden:

H@) =
F@) =

F(0) =
Fy(0) =

Wegen "/ (0) =

2" cosy — 22 siny — zy'? cosy — 2y’ siny — 222 — 222" =0

2 — 22
z”siny+2y’z’cosy—zy’Qsiny—&—zy”cosy—i—ﬁ
2(0) =0+ .. =0-...=0-...—0-...—2—22"(0) =0 (+"(0) = ~2)
0 ot 000t y"(0)+2=0 y'(0) = —2

—2 < 0 liegt fiir y(x) also ein lokales Maximum vor.

10. Man bestimme diejenigen Punkte auf der Kugeloberfliche x2 4324 22 = 1, die von (1,1,1)
den kleinsten bzw. den grofiten Abstand haben.

Wir sollen die Funktion f(z,vy,2) = d((x,y,2),(1,1,1))? = (x — 1)2 + (y — 1)? + (2 — 1)? unter der
Nebenbedingung g(z,y, z) = 2% + y? + 22 — 1 = 0 minimieren bzw. maximieren. Mit der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren erhélt man:

F(x7 y7 Z) A)

Damit ist x =y =2 = % (min. Abstand) bzw. . =y =2z = —

(

2z —-1)+2 =0

2(y — 1) + 2\y = 0

2(z—1)+2Xz=0

2+y2+22-1=0

20z =2(1 — x)

auch geometrisch unmittelbar klar ist.

13
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11. Man bestimme Maximum und Minimum der Funktion f(z,y,2) = 22 + y? + 2z auf der

Menge

S={(z,y) | (@-1)*+y° =5, y = z}.

Minimierung der Funktion f(z,y, 2) = 2?+y?+ 2 unter den beiden Nebenbedingungen g(x,y, z) =

(=12 +y*—5=0und h(z,y,2) =y —2=0:

Fz,y,z,\hp) = 2?2 +y*+2+ X (e —1)?+y> =5) +p-(y—2)
F, = 224+2\z—1)=0 (1+ Nz =2\ T =2
F, = 2y4+2\xy+pu=20 201+ A)=—pu y:—ﬁ
F, = 1—u=0 w=1
F, = (z—12442-5=0
F, = y—2z=0 2=y

Setzt man x = z(\) aus Fp =0 und y = y(A\) aus Fy, =0 (mit 4 = 1) nun in F\ = 0 ein, so erhélt

man

A 2 1 2 5 1
-~ 1 —— ] —5=0 S =5(14 1?2 A=—-1+=
<1+A )'+(%1+M> 700N

Daraus ergeben sich die Koordinaten:

—1+1 1 1
2
xr = 1 =1F2 y———f~—1——:|:1——z,

also die Punkte P(—1,—1,—1) und Q(3,1,1). Wegen der Kompaktheit von (g = 0) N (h

flp =1, flo =11 liegt an P ein Minimum und an @ ein Maximum.

14
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5 INTEGRALRECHNUNG

Man berechne das Dreifachintegral

1 In2 prw
I:/ / / ze™ sinz dx dy dz
=0 Jy=0 J2z=0

Das z-Integral kann man als Produkt abspalten, fiir den Rest empfiehlt es sich, zuerst iiber y, dann
iiber x zu integrieren:

1 In2 ™ 1 ey In2 -
/ T / e dy dx-/ sin z dz:/ T [] dx - {—cosz}
=0 y=0 2=0 =0 x y=0 z=0

1 2 e¥In2 1 9
ros _1tdr-[1+1]=2- —
/mzo{e } z-[1+1] {1112 } 0

~
Il

Man berechne das Integral ffs 22 dx dy, wobei der Bereich S von der Hyperbel xy = 16 und den
Geraden y =z, y = 0 und x = 8 begrenzt wird.

Der rechts dargstellte Bereich S wird giinstigerweise in zwei Bereiche Sy
und Sy zerlegt, wobei S; von x = 0 bis x = 4 reicht und durch y = 0
und 7 = z begrenzt wird; S, reicht von = = 4 bis # = 8 und wird durch
y =0 sowie y = 1?? begrenzt. (Analog kénnte man natiirlich auch an der
Stelle y = 2 zerlegen.)

4 Y=z 8 y=18
I = // xQd:Cdy—i—// xQd:Cdy:/ {/ xzdy}dx—i—/ {/ xQdy}da?
S1 S =0 y=0 =4 y=0
4 y=z 8 y=16 4 8 4 4 2
/ {xzy }dm+/ {ny ’ }dx:/ dex—l—/ 16z dr = —
=0 y=0 =4 y=0 0 4 4

X
16—
+ 16 5
Man berechne das Trdgheitsmoment I, = fffB(x2 + 42)dV jenes homogenen Kérpers B, der
durchx=0,y=0,2=0, 22 4+9y> =1 und z = 3 — x> — y? begrenzt wird.

BT e e R T R

= 448
4

0

Fiir dieses Problem sind Zylinderkoordinaten vorteilhaft (22 + y? = 72, dV =

rdrdedz):
/2 rl 3—r2 /2 1 3_p2
/ / / 7“2~rd<pdrdz:/ d(p/ [7«34 dr =
=0 Jr=0J2=0 ©=0 r=0 z=0
1

4 6\ 1
z./ B ) ar=T (T T g
2 Ji—o 2 4 6 ), 24

I

N
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Man berechne den Schwerpunkt der Fliche S, die von der Parabel y = x> — 1 und der Geraden
y =1—x begrenzt wird.

Schneiden der beiden Kurven liefert: 22 — 1 = 1 — 2, z = —% + %, also :
r1 = —2, r9 = 1. Nun berechnen wir den Fliacheninhalt von S: .
1 y=1-x 1 :
A = / / dxdyz/ (2—z—2%)de = :
r=—2 g:mzfl r=—2 .
2?2 237" 1 3 9

Fiir die Schwerpunktkoordinaten erhilt man nun '

y=1—x y 1-x

rg = —//xdxdy*—/ / xdacdy*—/ dx
=—2Jy=z2-1 ,2 y x2—1

1 2 oz 1 27 1

= 2x — 228 = — 2_Z _ = _— = ——

A T,_Q(x v —a)de [“3 3 4] 2 A2 2

1 y=1l—=x

_ d dy = drdy = — \ d

Ys A//yxyA/__Q/ y:cyAw__22ylex
1 [ a° ! 1 27 3
= 302 — %) de = — |—— 448 g2 —_——.ZL_2
2A m:,g( o'+ 30— 20) du QA{ 5 7 x]Q 245 5

Man bestimme den Inhalt jenes Volumsbereiches, der von den Flichen z* + y*> = 1 + 2% und
22 +y? = 2 — 22 eingeschlossen wird und der den Koordinatenursprung enthilt.

Als erstes fithren wir Polarkoordinaten ein, die beiden Flichen r? = 1422
und 72 = 2 — 2% schneiden sich in r = /3/2 bzw. z = £1. Um die

Integration ausfithren zu kénnen, muss der Bereich in zwei Teile zerlegt

Erleichternd kommt hinzu, dass aus Symmetriegriinden nur iiber positive
z integriert werden muss, der Bereich z < 0 kann durch einen Faktor 2
vor dem Integral beriicksichtigt werden.

27 V2=r2 27 V2=r2
{/ / / rd<pdrdz—|—/ / / Td(pdrdz}
r=0Jz r=
3/2

2{271'/1 rﬂdr—i—%r/ 7"(\/7”2—1—\/2—r2)dr}
r=0 T

z
werden, einmal von r = 0 bis r = 1 und dann von r = 1 bis r = /3/2. QTJ

Vv

=1

\/3/2 \/3/2
477{ rv/2—1r2dr — r\/r2—1dr}
r= r=1

Mit der Substitution u = 72, Z:f =2r, dr = Czl—jf in beiden Integralen folgt:

3/2
Vv

3/2
27r{ V2 —udu—
0

r=1 1

3/2 3/2

2 /1 2 2 /1 2 4 1

ord 2= 982 _Z (2 =2l ZoV2 — ——_\ =22
”{ 3(2) T3 3<2> } ”{?ﬂf 32\/5} Vo

16
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6 KURVEN- UND OBERFLACHENINTEGRALE

(1,2)
Man berechne den Wert des Kurvenintegrals

I= / {22y + y*)dz + (2zy + 2*)dy}
K

-1 1

¢1,-1)

fiir die in nebenstehender Skizze gegebene Kurve K. -1

Es ist Vi(z,y) = 2zy + y? und Va(z,y) = 22y + 2. Nun gilt V1, = 22 + 2y = Va,, daher

besitzt V = (V1,V2) ein Potential @, fiir das gilt: ®, = Vi und ®, = V5. Integration liefert

nun: & = [Vide = 2%y + zy® + wi(y) und ® = [Vody = 2%y + 2y® + we(z). Auf jeden Fall

ist also ®(x,y) = 2%y + xy? ein Potential, und das Integral liefert I = ®(1,2) — ®(—1,—1) =

(244) — (-1 1) =8.

Ebenso kénnte man das Integral natiirlich ohne Potential direkt berechnen (zuerst (z,y) = (¢, —1),
€ [-1,1], de =dt, dy = 0, dann (z,y) = (1,t), t € [-1,2], dy = dt, dx = 0):

I:/ (—2t+1)dt+/ (2t+1)dt:[—t2+t} 1+{t2+t} [ =2+6=38
-1 —1 — _

S C R sei gegeben durch
S = {(x,y)|x20, 0<y<u, 1§x2+y2§4}

Uber S sei durch 2(x,y) = 2% + y? eaplizit eine Fliche F gegeben. Man skizziere die Menge S
und berechne das Oberflichenintegral I = [ [ GdA mit G(x,y) = arctan ¥

Zur Berechnung des Oberfléichenelements braucht man z, = %(x, y) =2z und z, = g—f}(x, y) = 2y.
Damit ergibt sich: ‘

I = / GG(%%Z(%@/)%\/1+Z%(w7y)+25(fc,y)d(x,y)= y
= / / arctan - 14472 -rdrdp =
1 rcosgo

arctan(tan <p) ®
u=1+4r> 217

/4 2
= do - r\1+4r2dr =
/g,—o vy /Tzl du=8rdr 1—5

m/4 17 2 17 2 1 2 <
1 1/2 T 3/2 T 3/2 3/2

. Z du = = -(17°/% =5

/u=58“ YT 2t |, T B4 ( )

L
2

Man untersuche, ob das Kurvenintegral
L= / {21‘1 dr1 + x3 dxg + (SCQ + $4)d$3 + x3 d$4}
C:A—B

mit A(0,0,0,0), B(1,1,0,1) vom Weg unabhdingig ist und berechne L fiir den Fall, dass C die
geradlinige Verbindung von A nach B ist.

Untersuchung der Integrabilitdtsbedingungen: %ﬁ =1= g—;/;’, g—;/z’ =1= g%;ﬂ alle anderen sind

trivial erfiillt. Berechnung von L entweder iiber Potential (z.B. ® = 2% +xox3+x324) oder schneller
mit Z(t) = (,4,0,¢), t € [0,1]: L= [/ 2t dt = 1
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K1, Ky sind die rechts dargestellten Kurven im R?

mit Anfangspunkt (—1,0) und Endpunkt (1,1). Fir

: (1,1)
die Vektorfelder
o) Ve = (3 ) Pan=( ) /

x

€™ sin(my)

o) Via.y) = ( _e” cos(my) )

berechne man die Integrale / {(Vidzx + Vady}. (-1,0)
K;
1. Untersuchung der Integrabilitdtsbedingungen: %—‘;1 =0= %, also existiert ein Potential

o(z,y), fur das gilt: g—f =V; =2 und g—‘; =Va =y, z.B. p(x,y) = %2 + % Damit ist

1

/ (Vide + Vady} = p(1,1) — p(~1,0) =1+ = 1
K; 2 2

1

2. Wegen %—‘;1 = —1 und % = 1 gibt es kein Potential. Daher muss man die Kurven parame-
trisieren
. - —cost . sint
Ki: 1) :z:(t)( sint ) telo, 3] x(t)(cost

i) #(t) = ( | ) tel0,1] &) (

Koo an=( ) e do-(

und erhélt fiir die Integrale:

K1

1 1
(—yde +zdy} — /{—t~2+(—1+2t)}dt:—/ dt = -1
Ko 0 0

3. Hier gilt wieder
ovi " gin(my) oV,
= —mwe™sin(my) = —
Y ox

e

/2 1 w/2 1
{—yde+2dy} = / {fsin2t7c0s2t}dt+/ (fl)dt:f/ dtf/ dt
0 0 0 0

es gibt also ein Potential ¢(z,y), z.B. ¢(z,y) = Le™ cos(my). Damit ist:

1 1
/ {Vidz +Vady} = p(1,1) — p(—1,0) = —e” cos(mw) — —e~ ™ cos(0)
K; ™ 7T

Man zeige, dass das Kurvenintegral

I:/ {rze™ dw + €™ dz + 2* dy + 2yz dz}
c

vom Weg unabhingig ist und berechne seinen Wert fir den Weg A(1,1,1,1) — E(1,-1,2,0).

Es ist

Vo _ww _ Ve OV

ox —Te = ow 8z

=5y

alle anderen Ableitungen sind klarerweise Null. Ein Potential ist p(w, z,y, 2)

fiir das Integral ergibt sich: I = ¢(1,—1,2,0) — ¢(1,1,1,1) = —(2e™ + 1).
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. Fir das Vektorfeld V= (y23, 123, 3xy2?) berechne man rot 17, div 17, grad div 17, gebe-
nenfalls ein Potential ¢(z,y,z) und das Kurvenintegral

I= / {yz3 dx + x2° dy + dayz* dz},
C

wobei C' den Anfangspunkt (0,0,0) geradlinig mit dem Endpunkt (1,2,3) verbindet.

. Man tberpriife, ob das Kurvenintegral
I= / {(e¥ — ze®) dx + xe¥ dy — e" dz}
C
vom Weg unabhingig ist und berechne I fiir den Fall, dass C das Geradenstiick von (1,1,1)
nach (2,3,4) ist.

. Man berechne die beiden Kurvenintegrale

I = / {(2* +y?) dz + ¥ dy}
C;
wobei Cy den Anfangspunkt A(1,0) mit dem Enpunkt B(0,1) in einem Viertelkreis ver-
bindet, Cy in gerader Linie.

. Man zeige, dass das Kurvenintegral
/ sin {xg el M2 oy + x1 cosxg e T2 dxg 4 :L'i dxs + 2x3x4}
C

vom Weg unabhingig ist und bestimme ein Potential des Vektorfeldes.

. Man berechne den Oberflicheninhalt der Fliche F' mit Parametrisierung

sin? u cos v

ZF(u,v) = | sin®u sinv u € [0,7], v € [0,27]
sinu cosu

. Man berechne das Oberflichenintegral fF G do der Funktion

Yz
1+

G(z,y,2) =
iiber der Fliche

F:{(:C,y,z)ER3|O§x§2,0§y§2ﬁ,z:\/4m—y2}

. Durch z(x,y) = y* sei iiber der Menge
S={(z,y) eR*|0<2<2,0<y<Va}

eine Fldache F gegeben. Man berechne den Wert des Oberflichenintegrals nyda.
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1. Fiir V erhilt man

. 0/0x yz> 3x2% — 3122
rot V. = 0/0y | x 3 = —3yz2+3yz? | =0
0/0z 3zyz? 23— 23
3 3 2
divV = y= + Oz + d3zyz =040+ 6ayz = 6zyz
Jr oy 0z
. 6yz
graddivV = grad (6zyz) = | 6zz
6xy

Wegen rot V=0 gibt es ein Potential; entweder durch Integration oder tiber Hinschauen erhélt
man p(z,y, z) = vyz3. Damit ergibt das Kurvenintegral einfach

I:/ VdZE = ¢(1,2,3) — ¢(0,0,0) = 54
C

2. Untersuchung der Integrabilitdtsbedingungen liefert:

M, o o % N, N
oy Oz 0z - Oz oz Oy’

x

also ist das Integral wegunabhéngig und es existiert ein Potential . Fiir dieses erhélt man:
o= [(e¥ —ze®)dx = eV — ze” + wi(y, 2)
o= [ze¥dy = xe¥ + wy(z, 2) = o(z,y,2) = ze¥ — ze®
o=—[e"dz = —ze* + ws(z,y)

Damit ist I = ¢(2,3,4) — p(1,1,1) = (23 — 4e?) — (e — e) = 2> — 4€?.

3. Die Integrabilitédtsbedingtungen sind nicht erfiillt, also muss man parametrisieren:
o\ [ cost x 5 [ —sint
G x(t)<sint) te03] x( cost >
/2 .
L = / {—(cos®t +sin’t)sint + """ cost} dt =
0

/2 m/2 ) x/2 ) ”/2
—/ sintdt+/ e costdt = [COSt} + [esmt} —e—2
0 0 0 0

Fiir den zweiten Weg erhélt man analog:

G f(t)<1;t) te0,1] :5(_11)

/2 /2
I :/ {*(<17t>2+t2)+6t}dt:/ (2t =27 — 1+ ¢)dt =
0 0
2t3 /2
= [t2t+et] :ef§
3 0 3

4. Uberpriifen der Integrabilititsbedingungen liefert:

oV

Vs, Vs oV,
Z — =2
a$2

x1 sinxo —
—_Z =2y = —
8x1 8%4 8x3’

= cosTp € P2 L 1y sinxy coSTo € =
alle anderen sind offensichtlich erfiillt. Als Potential erhilt man ¢(z1, 22, ¥3,14) = €% 512 4 paq2.
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5. Zunéchst bestimmen wir die Tangentialvektoren an die Parameterkurven

2sinu cosu cosv —sin®u sinv
Z,=| 2sinu cosu sinv Ty = sin? u cosv
cos?u —sin®u 0

und den Normalvektor an die Fliche:

sin® u cos v (sin u — cos? u)
Ty x &, = | sin®wu sinv (sin? u — cos®u)
2sin® u cosu
Dessen Betrag ergibt sich zu:
|Zy X @] = \/sin4 u cos2 v (sin® u — cos2 u)? + sin u sin? v (sin” v — cos? u)2 + 4 sin® u cos? u =

\/sin4 u (sin® u — 2sin? u cos? u + cos? u) + 4sin® ucos? u =

= \/sin4 u (sin® u + 2sin? u cos? u + costu) = \/sin4 u (sin® u + cos? u)2? = sin® u

Damit ergibt sich fiir den Flédcheninhalt

T 27 T 27
/da = / / |§c’u><:fv|dudv:/ / sin? u du dv =
F u=0 Jv=0 u=0 Jv=0
27 ™
. T
/ dv~/ sinudu=2r-= =
v=0 u=0 2

6. Die Fliche F ist definiert durch z(x,y) = y/4x — y? iiber dem Bereich

S={(z,y)|0<x <2, 0<y <2z}

Fiir die Ableitungen von z nach = und y erhdlt man z, = \/%, Zy = —\/% und damit fiir
T—y T—y
das Oberflichenintegral:

Gdo = // x,y, 2(x,y L+ 22 +22dedy = z
/ Ny

JAr — Y2
//y = da dy = !

1+a: 4:r— 4 —y2

¥
4z — dr — 4
= W = // /
1—|—$ 4217— S

y=2T 2 y=2/7 2 2 x
= / / 2ydy:/ y2 :/ 4xda::2x2‘ =8
=0 g:O =0 0 0

y=0
7. Fiir diese Fliche ist z; = 0, z, = 2y und damit erhélt man

2
vio = [[yirassgaeay = [y iTaPaedy= [ [y a) gy -
/F S \/72’ S z=0 Jy=0

é}

12 aT=VE 1 [?
- ﬁ =0 (1+4y2)3/2 y=0 :E [(1+4I)3/271}

0
1

= _— | — 5—1 — = — — — = —
12 {10 ® ) 2} 120 120 120 20
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7 FOURIER-REIHEN

f(z) sei auf (—m, 47| durch f(x) := cosha — 1 definiert und 2m-periodisch fortgesetzt.
1. Man skizziere f im Intervall [—3m, 37].
2. Man berechne die Fourierreihe von f.

3. Fir welche x € R konvergiert diese Fourierreihe gegen f(x)?

1. Fiir f erhilt man in (—m, +7]:

2. Da f gerade ist, sind alle Koeffizienten b, = 0, weiters ist

2 [T 2 2 1
aozf/ (cosha —1)dz = = [sinhz — z]j = =sinhm —2 = 9 _ Zginhr -1
T Jo T s 2 s

Das Integral fiir a; 16st man am einfachsten mittels partieller Integration:

u' = coshz u = sinh

v=-cosvr v = -—vsinvzx

I = /cosha:~cosya:dx:

@' =sinhxz wu=coshz

v=sinver ¢ =vcosvx

= sinhx~cosyx+u/sinhx-sinuxdx:
= sinhx~cosyx+ucoshw-sinux—Uz/coshx-cosuxdm

— /coshx -cosvxdr = 5 (sinha - cosvr + vcoshz - sinvz)

1+4+v
Damit folgt
2 (7 2 , _ n
a, = - coshx-cosvrdr = ———— smhxocosyx+ucosh:c~sm1/x}
™ Jo (14 v?) 0
2. (=1)"
= 7Sinh7r-cosu7r:¥sinh7r
(14 v?) m(1+ v?)
und letztendlich
z) ~ —sinhw — ————ginh 7 - cosvz
™ —m(l+v?)

3. Diese Reihe konvergiert fiir alle € R gegen f, da f stetig ist und f{ und f’ iiberall
existieren.
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Man entwickle die Funktion

0 fir —m<z<-%
fl@)=3 z+3 fir —F<2<3i  flzt2m)=[f(z)
0 fir f <z <m

in eine Fourierreihe.

Da die Funktion im relevanten Intervall [—m, 7| nur fiir —% 5 <o < 5 ungleich Null ist, muss man
auch nur iiber diese Bereich integrieren. Fiir den Koefﬁmenten ap erhalt man

1 ﬂ'/2 1 7T/2 1 ﬂ'/2
aoz—/ <z+ﬁ>dx:—/ zderf/ d:z::z,
T J—xn/2 2 T J—x/2 2 —m/2 2

denn das Integral f:/r 32 x dx verschwindet aus Symmetriegriinden. Fiir ay ergibt sich:

1 /2 p- 1 /2 1 /2
ar = f/ (33 + 7) cos(kzx) dx = f/ x cos(kx) dx + f/ cos(kx) dx
m —7/2 2 7'(' —m/2 2 —7/2
1 sin(kx) |7/2 1  km in k:ﬂ') sin k—”
= = = in—- —sin(-—) ) =
2k lap 2k \° ST k
Bei der Rechung ist zu beachten, dass f w2 T cos(kx) dx wieder aus Symmetrieiiberlegungen heraus
gleich Null sein muss, ausserdem wurde die Relation sin(—z) = — sinz verwendet. Analog ist
1 /2 - 1 /2 1 /2
b, = — / (x + 7) sin(kz) dx = — / xsin(kz) dx + = / sin(kx) dzx
T J—x/2 2 T J—x/2 2 —m/2
Das zweite Integral ist wieder gleich Null, das erste 1&3t sich am besten mittels partieller Integration
bewiltigen: u =z, v’ = 1, v/ = sin(kz), v = — cos(kx)/k. Damit erhilt man (cos(—z) = cos z)
b — 1 _xcos(kx) . sin(kx) /2 B —lcos km n i sig K7 km
P Ko, ko2 Rr 2

Nun geht es noch darum, die Koeffizienten zu vereinfachen. Der Ausdruck fiir ay ist fiir gerade
k gleich Null, fiir ungerade abwechselnd +1 oder —1. Analog verschwindet in der Formel fiir by
abwechselnd der Sinus- oder der Cosinus-Term. Als geschlossene Ausdriicke erhilt man also

(=" (=t 2(=1)"
n =20, n = ) ban = ) ban =
@2 Gontl = o 10 72 om0 T 1)
und fiir die Fourierreihe
o0 —1)» oo 1 n+1
f~ Z + RZ::O 2(71 +) 7 cos((2n + 1)x) + 7; (= 2) sin(2nz) + Z sm((2n + 1)z)
¥

. ?[,"{2 /

-5uf2 -2n 32 -a -w/2 a  3a/2 2a  5u/2
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