1 Rechnen mit komplexen Zahlen

Komplexe Zahlen z € C: a + bi (Normalform)

a Realteil
b Imaginérteil (b € R!)
i imaginidre Einheit, 2 = —1

(,,gefdhrliche® Schreibweise: i = y/—1, fiithrt bei unvorsichtiger Verwendung zu Ergebnissen
wie —1 =+v/—1-v/—1=/(-1)(-1)=v1=1)

Faustregel: Rechnen wie gewohnt, iiberall i durch —1 ersetzen.

Beispiel: Als kleine Ubung berechnen wir fiir z2; = 2 + 3¢ und 2z, = —1 + ¢ Summe und
Produkt:

21tz = 243i—-1+i=1+4i
nz = (2+30)(-1+4i)=—2+2-3i—3=—-5—i

Komplex konjugierte Zahl zu z =« +iy: 2 = 2* = x — 1y.
Wie man sich leicht iiberzeugen kann, ist Z72z3 = Z122, 21 + 22 = Z; + 2z und z = z.
Betrag der komplexen Zahl z = x + iy: r = |z| = V2z2 = /22 + ¢?
Fiir den Betrag gilt: |2129] = |21] |22| (Betrag eines Produkts ist gleich dem Produkt der
Betrédge) und weiters die Dreiecksungleichung |2y + 2| < |z1| + |22].
Division komplexer Zahlen: c - ﬁ = ﬂ,

wo  ww  |wl?
Polardarstellung komplexer Zahlen: Dazu fithren wir fiir kom-
plexe Zahlen neben dem Betrag r noch das Argument (die Phase) Y
 ein:

Y s
(p = arg z = arctan =
x
Dieses ist ja an sich nur bis auf £27 bestimmt. In den meisten ®

Féllen schrankt man den Wertebereich von ¢ auf (—m, 7] ein und
spricht dann vom Hauptwert des Arguments, Arg z.

z = x+iy=re" =r(cosp+isinyp)

z = z—iy=re ¥ =r(cosp—isingp)

Ganz generell gibt es beim Berechnen des Arguments aber einen //
Fallstrick, ndmlich die Mehrdeutigkeit des Arcustangens. Es ist
ndmlich keinesweg klar, welchen Zweig man nehmen muss, und oft -
ist es hilfreich, sich die entprechende Zahl aufzuzeichnen, um mit
dem Argument nicht plotzlich um +7 danebenzuliegen.
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Beispiel: Als Demonstration berechnen wir die Polarkoordinaten der vier dargestellten
Punkte:

¢1 = arctan(y) =7 ;) 7
@2 = arctan(=H) = —Z

¢3 = arctan(=5) = —27 ] i
¢4 = arctan(=}) =27 7 - 2

Wenn es nach dem gehen wiirde, was die meisten Taschenrechner ausspucken, hétten
jeweils zwei Punkte die gleichen Polarkoordinaten, was aber wohl nicht sein kann. Des
Ritsels Losung liegt natiirlich darin, dass fiir die letzten beiden Ergebnisse jeweils ein an-
derer Zweig des Arcustangens zu nehmen ist, man also noch 7 addieren bzw. subtrahieren
muss. Die richtigen Ergebnisse sind also ¢3 = “ff und g = =37

T.
Wie sich mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen leicht zeigen 148t,

erhilt man fiir Produkt und Quotient von z; = r1(cos p1 4+ isin ;) und zo = ra(cos ps +
isin@y) die duBerst praktischen Ausdriicke:

2122 = Tra(cos(p1 + ¢2) +isin(er + 2))
21 T

= = —(cos(ip1 — pa) + isin(p; — 2))
Z9 T2

Damit erhélt man fiir Potenzen von komplexen Zahlen den Ausdruck z" =
r™(cos(nep) + isin(ny)) und fir |z| = 1 die Formel von Moivre:
(cosp +ising)" = cos(np) + isin(ny).

Aus ihr kann man, indem man verschiedene Werte fiir n einsetzt und Real- bzw. Ima-
ginérteil vergleicht, diverse trigonometrische Identitdten gewinnen.
Wurzelziehen: Als n-te Wurzel w einer Zahl z bezeichnet man ja jene

Zahl mit w™ = z. Im Komplexen gibt es fiir jede Zahl n n-te Wurzeln, Wy Wy
die auf einem regelméfiigen n-Eck um den Ursprung liegen: -
o
wr = v/|z|(cos ¥y, + isin ) W
W
s
mit 1y, = &2 k=0, .n—1. "

n

Beispiel: Wir berechnen die fiinften Wurzeln von z = 32:. Hier ist r = 32 und ¢ = 7,
fiir den Betrag der Wurzeln erhilt man also p = v/32 = 2 und weiter

drk drck
wk:2(COS(HTW>+iSin(HTW>>, k=0,1,23,4.



Ubungsbeispiele:

1. Man berechne fiir a) z1 = 1+4+i und 29 = =241, b) 21 =2 —i und z = 3 — 2i, ¢)

z1 =3 —2i und z9 = 3 + 2i die Ausdriicke z1 + 29, 2122, 21 — 22, i—; und 23 — 23.

Fiir a) erhdlt man die Ergebnisse

21420 = 14+1—-241=—-1+2
2 145 _ (I4i)(—2—i) _ —2—4—2i+1 1

= = = = _1_3
22 —2+4 [—2-+i[2 5 5 5

-z = 14+ —(—2+i)?=14+2i—1—(4—4i—1)= -3 +6i

b) 21+ 20=5—30, 2120 =4 —Ti, 21 — 2 = —1 +1, Z—1:81+31 undzl—ZQ——Q—l—Sz'

22

©oz1 _ 5—12 _
41, 2+ = >33 und 22— 22 = 24i

C) 21+ 20 =06, 2120 =13, 20 — 29 = —
2. Man berechne fiir a) zp = 1 + V3i und zy = —\/ig —i,b) 21 =1—iund 20 =1, ¢)
=vV6+V2iund 2o = 1— \%z Jeweils |z1|, Arg z1, |za|, Arg 2o, |2122], Arg (2122),

|§—;] und Arg(j—;).

Im Fall a) erhélt man (man achte bei den Argumenten auf den richtigen Quadranten
und darauf, ob wirklich der Hauptwert vorliegt):

|Zl| = 12 + \/32 = \/Zl = 2, Argzl = Arctan\/T§ — %
2
|Z2|:\/<\/L§> +(_1>2: %:\% AI‘ng:ArCtanﬁg—ﬂ':%—ﬂ-:_%T
o hier
|2122] = |21] - |22] = \/ig arg(z122) = Argz1 + Argzp = —§ = Arg(2122)
z < z hier P
2= =v3 arg(2) = Arg 2 — Argzp = 1 1 Arg (2)
b) |le = \/_ AI"ng = —7 |ZQ| =1, Argzg = %7 |2’122| = \/§} Arg(leQ) = %’
|31’—\/_ Arg 2 = — ”-
¢) |al = 2v2, Argzr = §, || = \/lﬁ’ Argzy = —F, |z122 = W2 Arg (2122) = 0,

‘21’_\/_ Argzl_

3. Man berechne z1°, 25 und 2223 fiir die Zahlen a) z; = /2 +v/2i und zp = 1 —1, b)
zi=141iund zg=-2—-2i, c) 2y = V2 +V6i und 2o = —1 4+ /31

Fiir derartige Rechungen ist es vorteilhaft, mit Polarkoordinaten zu arbeiten, und
dazu berechnen wir zuerst (fiir a)) |z1] = 2, o1 = %, 22| = v2 und ¢, = —Z. Nun
erhalten wir (man erinnere sich an e®*2™ = ¢i¥):
20 = 21067 = 210075 — 1024
25 = (V2)%e T = 16e 72" = 16¢° = 16
. m—dr 128
By = 25(\/5)46154 e T =128 T = 128¢'F = E(l +1).



b) |21 = V2, o1 = Tzl = 22, g = =3, 20 = Wit = 32, 28 = 212¢=6im —
.37 . .
4096, 2325 = 2827 T €™ = 256 + 256; ¢) |z1| = 2v/2, 1 = I, [2] = 2, o = Z;

5112\/5(\/§+ i)

. Man finde alle Zahlen w, fir die gilt a) w® = —32, b) w® = 256, ¢) w* = —27i und

skizziere sie in der komplexen Ebene. Welche Werte sind dabei reell?

z = —32 hat fiinf komplexe Wurzeln wy, (k = 0,1,2,3,4) mit dem Betrag |wy| =
V32 = 2. Bei der Berechnung des Arguments erhalten wir zunichst Argz = 7 und
daher weiter Argwy, = ™2™ Die Wurzeln von —32 sind also

( T+ 2rk .. 7T+27rk‘)
wy =2 cos — + — .

= isin—
Reell ist dabei nur wy = 2(cosm +isinm) = —2.

b) |wi| =2, Argz = 0, wy, = 2(cos & + isin 2%) mit k = 0,...,7. Reell sind wy = 2
und wy = —2; ¢) |wy| = 3, Argz = =%, wo = 3%, wy = 3¢'%, wy = 3%, kein

wy, ist reell

. Man beweise mit Hilfe der Formel von Moivre die folgenden Identitdten:
a) cos by = 16 cos® p — 20 cos® p + 5 cos p,

b) cosdp = 8cost p — 8cos® p + 1,

¢) cos 2¢ = cos? ¢ — sin® ¢ und sin 2p = 2 cos psin @

a) Fiir n = 5 lautet die Formel von Moivre
(cos ¢ + isin )’ = cos 5y + i sin 5.
Durch Ausmultiplizieren der linken Seite erhélt man
cos® @ + 5i cos* psin p — 10 cos® psin? p — 10i cos® psin® v + 5 cos psin® p + 5isin® ¢,
und der Realteil dieses Ausdrucks muss gleich cos 5 sein. Mit der Identitit sin? ¢ =
1 — cos? ¢ erhilt man:
cosby = cos®p — 10cos® psin® p + 5 cos g sint ¢

= cos’ p — 10cos® p(1 — cos? @) + 5cos (1 — 2cos? ¢ + cos* )

= 16cos’ p — 20 cos® p + 5 cos .
b) Die Formel von Moivre fiir n = 4 lautet: cos(4p) + isin(4p) = costp +
4i cos® psin g — 6 cos? psin® ¢ — 4icos psin® ¢ + sin® ¢ Hier miissen die Realteile
auf beiden Seiten iibereinstimmen, und mit sin® ¢ = 1 — cos? ¢ erhilt man die zu
beweisende Aussage.

c¢) Fiir n = 2 ergibt die Formel von Moivre:
cos(2¢) + isin(2¢p) = (cos ¢ + isin)® = cos? +2i cos @ sin p — sin? ¢

Daraus folgt durch Vergleich von Real- und Imaginirteil sofort cos(2¢) = cos? ¢ —
sin? ¢ und sin(2¢p) = 2 cos psin .



2 Teilmengen der komplexen Ebene

C ist mit der Abstandsdefinition d(z1, z2) = |21 — 22| ein metrischer Raum — allgemeine
Begriffe anwendbar:

e So ist die Epsilon-Umgebung eines Punktes zy die Menge U.(zp) = {2z € C| |z— 2| <
e}.

Eine Menge M C C heifit offen, wenn es zu jedem z € M ein ein € > 0 gibt, so dass
U.(z) ganz in M liegt.

e Dagegen ist M C C abgeschlossen, wenn C\ M offen ist. Offenheit und Abgeschlos-
senheit schlieen einander nicht unbedingt aus.

M ist beschrankt, wenn es ein R € R gibt, so dass |z| < R fiir alle z € M ist.

Genau dann wenn eine Menge beschrankt und abgeschlossen ist, ist sie kompakt
(Satz von Heine-Borel).

Besonders angenehm in C ist, dass sich viele Teilmengen mit Begriffen wie dem Betrag,
Re oder Im sehr einfach beschreiben lassen. So ist etwa {z|Rez > 0} die offene rechte
Halbebene oder {z |z = z} die reelle Achse.

Besonders haufig stofit man auch auf Ausdriicke |z — zp| < r. Setzt man dort die Defi-
nition des Betrages ein, erhiilt man /(z — z9)2 + (y — ¥)? < 7 und nach Ausquadrieren
(was ja erlaubt ist, weil beide Seiten positiv sind):

(z —20)* + (y — yo)* < r”.
Es handelt sich also um eine offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt zy = x¢+iyo und Radius
r. Natiirlich lassen sich auf dhnlichem Weg auch kompliziertere Teilmengen beschreiben,
andererseits konnen sich hinter gefdhrlich wirkenden Ausdriicke véllig harmlose Mengen
verbergen.

Beispiel: Wir untersuchen die Menge M = {z|Re < > 0} und erhalten
1 z T —1y

x
Re— =Re— =Re = >0 <= Rez>0,
z |2]? 2 +y? a2+ yP

es handelt sich also wieder um die rechte Halbebene.
Beispiel: Welche Punktmenge wird durch |%| > 2 beschrieben? Wir formen um:
|z —3] > 2|z+3|
(x—3)2+y* > 4((z+3)*+¢°)
322 +30x +3y°+27 < 0
(x+5)%+y* < 16

Es handelt sich also um das Innere eines Kreises mit Mittelpunkt zp = —5 und Radius
r=4.



Charakterisierung mit Hilfe topologischer Begriffe:

Ganz grob gesprochen heifit eine Menge M
zusammenhéngend, wenn sie nur ,aus einem
Stiick“ besteht. Jene Mengen, die sowohl offen
als auch zusammenhéngend sind, nennt man Ge-
biete. Tatséchlich sind die Gebiete jene Mengen,
die man innerhalb der Funktionentheorie wohl
am Oftesten betrachtet.

Hat ein Gebiet zudem auch keine Locher
im Inneren, so nennt man es einfach zusam-
menhdngend. Besteht der Rand hingegen aus
n jeweils geschlossenen Kurven, so heifit es n-
fach zusammenhéngend. Insbesondere einfach
zusammenhéngende Gebiete werden uns des
ofteren begegnen.

M zusammenhéngend M nicht zusammenhéngend

einfach zusammenhingend  nicht einf. zusammenhangend

Noch stérkere, das heifit weiter einschrdnkende Eigenschaften sind Konvexitédt und Sternei-
genschaft. Eine Menge M € C heifit konvez, wenn fiir alle 21,29 € M die Verbindungsstrecke
2(t) = z1+ (22 — 21)t,t € [0,1] ganz in M liegt. Gibt es zumindest einen Sternmittelpunkt z*, so
dass die Verbindungsstrecken zwischen z* und allen z € M ganz in M liegen, spricht man von

einem Sterngebiet.
/ Z / Z
Z 7

konvex nicht konvex

Sterngebiete kein Sterngebiet

Klarerweise ist jedes konvexe Gebiet auch ein Sterngebiet, und jeder Punkt ist ein moéglicher
Sternmittelpunkt. Ebenso klar ist aber auch, dass die Umkehrung nicht gilt.

Beispiel: Wir charakterisieren nun die folgenden fiinf offenen Mengen:

My Mo My

Mg

M ist nicht zusammenhéngend, M einfach zusammenhéngend, M3 ein Sterngebiet, My ein

Gebiet und M5 ein konvexes Gebiet.




Ubungsbeispiele:
Man skizziere die folgenden Teilmengen der komplexen Ebene:

a) My ={z||z| <3}, My ={z]||z| <1}, Mg = M; \ My, My ={z¢€ M|
|Argz| < TV |Argz| > 3T}, My = My U {0} und Mg = My U M.

b) My ={z||z—3i| <2}, My ={z]|2+3i| <2}, Mg ={z||2| < 3}, My = Msn (MU DMy),
My =M3\(M1UM2) und Mg =M3U(M1UM2)

c) My = {z]|z = 3|+ |2+ 3] < 10}, My = {z2]1 < |2| < 3}, M3 = {z|4 < |z| < 5},
My = My \ My, M5 = My U M3z, Mg = My \ M3

Weiters gebe man an, ob es sich um Gebiete (und wenn ja um welche) handelt.

! | . |

a)
My und Ms sind beide konvexe Gebiete. M3 ist zusammenhingend, aber kein Gebiet, weil es nicht offen ist (Kreislinie
|z] = 1). M4 ist zwar offen, aber nicht zusammenhingend, also ebenfalls kein Gebiet. Nimmt man, wie in Ms, den

Nullpunkt dazu, ist die Menge zwar zusammenhéingend (und z = 0 ist sogar ein Sternpunkt), aber dafiir ist sie nicht mehr
offen, Ms ist also ebenfalls kein Gebiet. Dafiir ist Mg offen und zusammenhingend, also ein Gebiet, genauer sogar ein
Sterngebiet mit dem Sternmittelpunkt z* = 0.

b) M bis M3 sind offene Kreisscheiben mit den Mittelpunkten z1 = 3i, 22 = —3i, 23 = 0 und den Radien r; = 2, ro = 2
und r3 = 3. Alle drei sind natiirlich konvexe Gebiete. My ist offen, aber nicht zusammenhéngend, M5 ist zusammenhingend,
aber nicht offen, beide sind daher keine Gebiete. Mg hingegen ist ein Sterngebiet, aber nicht konvex.

ARSI

c) M ist eine offene Ellipse mit Brennpunkten z = —3 und z = 3, also ein konvexes Gebiet. M2 und M — 3 sind
Kreisringe, wobei M> offen ist, M3 hingegen nicht. My ist also ein zweifach zusammenhéngendes Gebiet. My ist weder
offen noch zusammenhingend, M5 ist nicht offen, beide sind also keine Gebiete. Mg hingegen ist als offene Kreisscheibe ein
konvexes Gebiet.

*+0004




3 Elementare Funktionen im Komplexen

Komplexe Funktion: Abbildung C — C, z — w = f(2)

Jede Funktion von z = z + iy 148t sich sowohl als Funktion der reellen, voneinander un-
abhéngigen Variablen x und y als auch als Funktion der komplexen, voneinander abhingigen
GroBen z und Z = z — iy schreiben. Der Ubergang kann auf jeden Fall mit

z+ 2z 2= Z
2 YT Ty

z=x4+1y, Z=1x—1y T =

erfolgen, oft lassen sich aber sogar noch einfachere Wege finden.

Beispiel: Wir wollen die Funktion f = z2 +zy? auf die Argumente 2 und Z umschreiben. Dazu erinnern
wir uns an |z|2 = 2z = 22 + y? und erhalten:

f=a34ay? =z(@®+9°)=x-22=

Beispiel: Auch in die andere Richtung funktioniert natiirlich das Umschreiben: Fiir f = 22Z erhalten
wir:
f=22=z2-22=(z+iy)(z? + %) = 2° + xy® +iz?y + iy
Warnung: Weil die gleiche Funktion dargestellt wird, verwendet man fiir f(x,y) und f(z,z) oft das

gleiche Symbol, namlich f. Die funktionale z-y-Abhéngigkeit von f ist aber im allgemeinen eine andere
als die z-Z-Abhéngigkeit.

Exponential- und Winkelfunktionen
Verallgemeinerung der Potenzreihenentwicklung auf beliebig komplexe z:

1 (=" +1 (=" 5
Z . n s - n . n
e .—ngon!z sin z _nEO(Q” 1)!,2 cos 2 —n50(2n)!z
Wie im Reellen: tan z = 22‘12 und cot z = gﬂf j .

Im Gegensatz zum Reellen gibt es im Komplexen auch Zahlen z mit | sin z| > 1 oder | cos z| >
1 und die Exponentialfunktion kann auch negative Werte annehmen (aber weiterhin nicht Null
werden). Auf jeden Fall aber gelten die folgenden Funktionalgleichungen (fiir alle komplexen z,
w und alle reellen z, y):

e Wie auch im Reellen gilt e*™% = e* - ¢¥, wie sich leicht durch Einsetzten in die Potenz-

reihendarstellung zeigen laft. Allerdings ist im allgemeinen (e*)* # e*". Ist w allerdings
eine ganze Zahl, so bleibt die aus dem Reellen bekannte Beziehung giiltig, (e*)" = ™*

e Es ist e”* = cos z + isin z, insbesondere ist e?¥ = cosy + isiny fiir reelle y. Daraus folgt
le| = cos?y +sin?y = 1.

e Mit den beiden oberen Eigenschaften folgt weiter e* = e*T% = e%e™ = e%(cosy + isiny).
Daraus ergibt sich unmittelbar: e*72™ = ¢?. (e ist 2mi-periodisch.)

e Klarerweise lassen sich auch die trigonometrischen Funktionen durch die Exponentialfunk-
tion darstellen: cosz = 3(e” 4+ e7%) und sinz = 5 (e’* — e~%).



e Wie im Reellen gelten die Additionstheoreme

cos(z + w) = cos z cosw F sin z sinw

sin(z + w) = sin z cosw =+ cos z sinw

e Auflerdem ist nach wie vor cos(z 4+ 27) = cos z und analog fiir Sinus, weiters cos(—z) =

cos(z) und sin(—z) = —sin(z), zudem gilt cos? z 4 sin? z = 1.

e Definiert man wie im Reellen die hyperbolischen Funktionen mit coshz = %(ez + e ?);
sinh z = %(ez —e7%), so gilt coshiz = cos z und sinh iz = isin z sowie cosiz = cosh z und
siniz = isinh z. Auflerdem ist allgemein cosh? z — sinh? z = 1.

e Damit kann man die trigonometrischen Funktionen in Real- und Imaginérteil auftrennen,
man erhélt dabei (z = = + iy):

cos(z) = cosx coshy — isinzsinhy

sin(z) = sinx cosh y + i cos z sinh y

Logarithmus, Arcus- und Areafunktionen
Logarithmus logz: Umkehrung der Exponentialfunktion, mehrdeutig, weil e* ja 2mi-
periodisch ist:

z = log,, w = In|w| + i arg;, w.

Besonders wichtig: Fall £ = 0, Hauptwert des Logarithmus:

z = Logw = In |w| + iArgw.

Was noch zu sagen wire: log, w ist fiir beliebige & auf R~ unstetig und bei w = 0 nicht
einmal definiert. Beliebige Logarithmen log; kann man iiber log, w = Logw + 2mik stets auf
den Hauptwert umschreiben.

Auch wenn der komplexe Logarithmus viele Eigenschaften des reellen In hat, so gelten doch
manche praktischen Zusammenhénge nicht mehr. So ist etwa im allgemeinen Log (zw) # Log z+
Logw. Ein derartiger Zusammenhang gilt nur mehr in abgeschwéchter Form: Es gibt namlich
stets ein k € Z, fir das log(zw) = log z + log w + 27ik ist.

Die Mehrdeutigkeit des Logarithmus iibertragt sich auch auf die allgemeine Potenzfunktion

20 = b logz, (1)

Nur wenn b eine ganze Zahl ist, wird z° eindeutig und fiillt mit dem Hauptwert e®1082

Fir b= % mit n € N gibt es nur n verschiedene Werte, die n-ten Wurzeln.
Umkehrfunktionen zu Winkel- und Hyperbelfunktionen, lassen sich durch den Logarithmus
ausdriicken:

z = arcsinw = —ilog <iw +v1-— w2) 2z = arccosw = —ilog (w + vw? — 1)

4w

1—w

zusamimen.

2z = arccotw = %log ;:;Z (2)

z = arsinhw = log (w + Vw? + 1) z = arcoshw = log (w + Vw? — 1)

Nimmt man in diesen Ausdriicken jeweils den Hauptwert des Logarithmus und das positive
Vorzeichen, so erhilt man den jeweiligen Hauptwert, der ebenfalls mit einem groflen Anfangs-
buchstaben angedeutet wird, also z.B. Arcsinw = —i Log (iw + v 1 — w?).

_ i
z = arctanw = 3 log



Ubungsbeispiele:
1. Man verifiziere die Relation e* = cos z + i sin z fiir die komplexe Zahl z = 7 + 1.

Wir berechnen

et = eI = ¢~leim = Lcosm +isinm) = —1
. .. . -1
cos(m+1i) = cosmcoshl —isinm sinhl = —<£—
. . . . . co—e—1
sin(m +4) = sinm coshl+icos7 sinhl = —i%
Nun erhalten wir erwartungsgeméf
L. 1,1 1 -1 . .
cosz+ising = —¢te— p e = 1 — cilmh)

die Formel ist zumindest in diesem Fall also richtig.

2. Man berechne
Re (e(zs)> und Im (e<z3)>

fiir z = x + iy und damit speziell fir z1 = /7 + i/,

Allgemein erhilt man 2* = (v +iy)® = 23+ 3ix*y — 3zy* —iy® = 2>+ 3wy* +i(3x%y —
y3), el) = e’ =3 piBa%y—y%) — o7’ =310% (cog(3x2y — 13 + i sin(322y — 4?)). Speziell
fiir 2, = /7 + i/ ergibt sich e(*!) = =27 (cos 27 + i sin 27) = ==

3. Man berechne Log z; fiir die unten gegebenen komplexen Zahlen z1, 25 und z3 =
Z1 " 29.
a)zlzi,zgzx/i—i—\/ﬁi, b)lel—\/gi,ZQZ—l—\/gi

und ¢) z; =1 —iund 2o = 3i.  Gilt dabei Log (21 - 25) = Log z1 + Log 257

|z1] =1, Argz; = § und Log z; =Inl1+if =i
|zo| = 2, Argzo = Z und Log z5 = In 2 +i7
23] = |21] - [22] = 2, arg 23 = Arg 21 + Argzo = ¥ = Argz3 und Log z3 = In2 + 2%

S

ENEINE]

In diesem Fall ist tatséchlich Log (z; - z2) = Log 21 + Log z5. Das wiirde nicht mehr
gelten, wenn Arg z; + Arg 2o & (—mn, 7], die Summe der Argumente also kein Haupt-
wert mehr wire.

b) |z1] = 2, Argzy = —%, Logzy = In2 —i%; |2] = 2, Argz, = —%”, Logzy =
In2 — i3, |z| =4, Argzy =7, Logzy = 2In2 + im # In2 — i = Log 2, + Log 2.

C) |Z1| = \/57 Argzl = _%7 LOng = %lnz - Z%; |ZQ| = 3; Argz? = gz LOgZQ =
In3 +if; |z3] = 3v2, Arg z3 = 7, Logzs =In3 + %1n2+i7r = Log z; + Log z3.
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4 Komplexe Differenzierbarkeit — die Cauchy-
Riemann-Gleichungen

Die Ableitung einer Funktion R? — R? ist eine 2 x 2-Matrix (und damit relativ unhand-
lich). Oft hitte man gern die Ableitung einer komplexen Funktion f an einem Punkt
2z durch eine einzige Zahl f’(zo) charakterisiert — wie eben auch im Reellen. Um das zu
erreichen, verschirft man die Anforderungen an die komplexe Ableitung und definiert:
f/(zo) — lim f(Z) B f(Z(])'
=20 2 — 2

Dabei kommen natiirlich alle Tiicken der Grenzwerte in mehreren Variablen zum Tragen.
Auch wenn eine Funktion (u(z,y),v(x,y)) reell durchaus total differenzierbar ist, muss
deshalb die Ableitung von f = u + v im strengeren komplexen Sinne noch keineswegs
existieren.

Beispiel: Wir untersuchen zunichst die Funktion f(z) = 22 Im reellen Sinne sind beide
problemlos differenzierbar: (2 — 2, 2oy) macht als Abbildungen R? — R? nicht die geringsten
Probleme. Sehen wir uns die Sache aber einmal im Komplexen an (wir setzen dabei h = z — 2):

— 2 _ 2 2 ) 2 .2
i JG0HR) = f(z0) _ (ot h) -z oz 42k + k-5

= lim 2z9 + h = 2z.
h—0

In diesem Beispiel, und das ist der springende Punkt, ist es vollig egal, aus welcher Richtung
die komplexe Variable h gegen Null (und damit z gegen zp) geht, der Grenzwert existiert also,
und wir erhalten wie im Reellen (22) = 2z.

Es zeigt sich, dass die elementaren Funktionen (wie Polynome, e*, sinz, cosz, ...)
komplex differenzierbar sind, und sich ihre Ableitungregeln Eins-zu-Eins aus dem Reel-
len iibertragen lassen. (Lediglich bei Funktionen wie log z oder Wurzeln ist an manchen
Punkten eine gewisse Vorsicht geboten — man denke an Definitionsliicken und Unstetig-
keitstellen). Ebenso bleiben Produkt-, Ketten- und Quotientenregel giiltig, wie sich mittels
Grenzwertbildung leicht nachweisen 148t. Nicht oder nur an einzelnen Punkten komplex
differenzierbar sind hingegen Funktionen wie Zz, |z| oder Re z.

Beispiel: Sehen wir uns etwa g(z) = z an. Grenzwertbildung liefert:

. glzo+h)—g(z0) . 2+h—Z . Zo+h—Z
lim =lm ——=1llm ——— = lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

> >

Hier hingt das Ergenis wesentlich davon ab, wie wir h ansetzen. Wahlen wir h reell, h = Az,
nihern uns also zy parallel zur reellen Achse, so erhalten wir:

lim g:lim &:1. —

Az—0 Az Az—0 Az ke —Iﬂ}?
Mit imagindrem h hingegen, h = iAy, folgt:

. 1Ay . —iAy 0 h=Ax
lim —F = lim — = —1.
Ay—0 ZAy Ay—0 ZAy

11



Die beiden Werte sind unterschiedlich, die Ableitung existiert also nicht. Da der Punkt zg
in dieser Uberlegung véllig beliebig war, ist g(z) = Z fiir kein z € C komplex differenzierbar.

Wesentliche Begriffe: Ist eine Funktion in einem Gebiet komplex differenzierbar, so
nennt man sie dort holomorph (auch regulir oder analytisch).

Manchmal spricht man allerdings auch von Holomorphie in einzelnen Punk- 7 7=

ten, das soll bedeuten: f ist in zp holomorph, wenn es eine (beliebig kleine) ,-K o A
Umgebung Ue(20) gibt, in der f holomorph ist. Eine auf ganz C holomorphe N
Funktion nennt man {ibrigens auch ganze Funktion. AN

Einfacheres Kriterium fiir komplexe Differenzierbarkeit:

e Reell totale Differenzierbarkeit: Dies ist auf jeden Fall erfiillt, wenn sowohl Realteil
u als auch Imaginiirteil v stetige erste Ableitungen nach x und y besitzen (C!-
Funktionen sind).

e Cauchy-Riemann-Gleichungen
ou_ov ou_ o
or Oy oy Oz

miissem erfiillt sein.

Beispiel: Die Funktion f(z) = e* = e® cosy + ie” siny ist in ganz C holomorph, denn sowohl
u(z,y) = e* cosy als auch v(x,y) = e siny besitzen stetige Ableitungen nach x und y, aulerdem
erfiillen sie die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

8—u—ec‘/’cos _ @——exsin _ >

or v= oy oy v= Oz
Fiir g(z) = Re z sind zwar sowohl Real- als auch Imaginirteil stetig differenzierbar (u(z,y) = x,
v(x,y) = 0), man erhilt aber

ou ov
e = 1#0=5.

Die Funktion g = Re z ist also nirgends in C differenzierbar.

Warum miissen aber iiberhaupt die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten? Dazu betrachten wir:

i dfdw+iy)  dfox _ df  du  dv
& 4 s dox o o 'oe
a _ 1dfde+tw) _ 4oz _ _0f _ Ov_.0u
dz i dz oy dz Oy oy dy oy

Da sowohl u als auch v rein reell sind, erhalten wir durch Vergleich von Real- und Imaginérteil die gesuchten Relationen.

Sozusagen als Nebenprodukt ergeben sich aber auch noch praktische Formeln zur Bestimmung der Ableitung:

ou  Ov ov . Ou
"(2) = — +i— "(2)= — —i—.
Fla)=o-tigm [(2) o oy
Benutzt man nun die Cauchy-Riemann-Gleichungen, so erhélt man auch die Form:
ou Ou v Ov
"(2) = — —i— "(2) = — +i—
File) = o T (2) o Fian

12



Ubungsbeispiele:

-1

1. Man iiberpriife, ob die Grenzwerte a) lim, ,, ==L b) lim._ £ und c) lim,_,; 2L =

Z+20
existieren und berechne sie gegebenenfalls.
a) Der erste Fall ergibt:

.22 =1 . (1+A2)2%2-1 . 1+2Az4(A2)2 -1 _ 2+ Az
lim = lim ———F—— = lim = lim Az =
2—1 2z 4+ 2 Az—0 1+ Az +2 Az—0 3+ Az Az—0 3+ Az

unabhéngig davon, auf welchem Weg Az gegen Null geht. Der Grenzwert existiert
also und ist gleich Null.

b) limz_@ = lima, o 22 . Ansatz Az = Ar € R: lima, o 22 A = limag o ﬁ—i = 1;
Ansatz Az = 1Ay: lima,—o iﬁx = limaz o i’ﬁf = —1. Die beiden Richtungsgrenz-

werte sind nicht gleich, der Grenzwert existiert also nicht.

(1+A2)2-1 142A24(A2)%2 -1
1+1+Az 1+1+Az

= 0, unabhéngig von der Richtung, aus der Az gegen Null geht.

Az(24Az)

= limAz—>0 = 1imAz—>0 2+ Az

. 2_1 .
c¢) lim, i = lima. o
0-(240)
210

2. Man zeige anhand der Cauchy-Riemann-Gleichungen, dass

a) f(z) =cosz, b)flz)=2>+1+0)z—1, ¢) f(z)=em?
auf ganz C holomorph ist.

a) Zuerst iiberpriifen wir, ob Real- und Imaginérteil reell total differenzierbar sind,
das gilt sicher, wenn sie stetige erste partielle Ableitungen haben.

u(z,y) = Re f(2) = cosxcoshy € C* v(z,y) = Im f(z) = —sinzsinhy € C*

Dieser Teil wére also erledigt. Nun testen wir die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

ou ) ov ou ov
— = —sinxcoshy = — =cosxsinhy = ——
oy Oy

ox ox

Es handelt sich also tatsédchlich um eine ganze Funktion.

b) f(z)=22+(1+i)z—1=(z+w)?*+Q+i)(x+iy) —1=2>—y*+z—y—1+
i(2zy +x —y), also ist u(z,y) = 2> —y*+x—y—1und v(z,y) = 2xy + 2 —y. Beide

Funktionen sind C'(R?) und es gilt ¢ = 22+ 1 = g—; sowie g —2y—1=-9%
Die Funktion ist also auf ganz C holomorph.
C) f(Z) — esinz — esinx cosh yei cos x sinhy — esinx coshy COS(COS r sinh y) +

iesncoshy gin(cos x sinh ), man erhilt also u(x,y) = €5 *h¥ cog(cos xsinh y) € C!
und v(z,y) = eS"*ehY gin(cos r sinh y) € C'. Mit intensivem Einsatz von Produkt-

und Kettenregel erhélt man g—z = esneeoshy oog x cosh y cos(cos wsinhy) +

sinz coshy 3 : : : _ v ou _
e sin(cos x sinh y) sin x sinh y = B und B =
eSin@coshy gin 7 sinh g cos(cos o sinh y) — €502 <h¥ gin(cos o sinh yy) cos z cosh yy = — g—;.

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen sind also erfiillt.
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5 Die Wirtinger-Operatoren

Kriterium zur Komplexen Differenzierbarkeit — Wirtinger-Operatoren:

o _1(o 9\ 0 _1(do 0
0z 2\ 0z Zay b 0z 2\ 0z Z@y '

(Nur formale Definition, fiir Anwendungen ist genaues Aussehen der Operatoren unwichtig.)
Wie die Schreibweise schon andeutet, wirken die beiden Operatoren genau wie partielle
Ableitungen nach z bzw. z. (Man kann eine Funktion nach z partiell ableiten, wobei man z als
konstant ansieht und umgekehrt.)
Fiir eine komplexe Funktion f(z) gilt iiberall dort, wo sie differenzierbar ist:

of o 9of _df

0z dz  dz’
Die Cauchy-Riemann-Gleichungen nehmen im Wirtinger-Kalkiil also einfach die Form % =0
an.Um die komplexe Differenzierbarkeit zu {iberpriifen, miissen wir jetzt nur mehr:

1. Die Funktion in der Form f(z,z) anschreiben (zur Not mit Hilfe von z = 1(z + 2) und
1

y=5(z—2)).
2. Sie nach z partiell ableiten. Wo diese Ableitung Null ist, dort ist f differenzierbar (reell
totale Differenzierbarkeit vorausgesetzt).

3. Die Ableitung an diesen Stellen erhélt man dann einfach durch partielles Differenzieren
nach z.

Beispiel: Wir iiberpriifen die Funktionen fi(z) = 23, fo(z) = 22 — 2izy — %, f3(z) = |2| und
fa(z) = Re z auf komplexe Differenzierbarkeit:

e f1 enthilt keinen Term mit z, also ist % = 0, die Funktion ist iiberall komplex differen-

zierbar, und ihre Ableitung lautet fi(z) = % =322
e Entweder durch Einsetzen oder sofort durch Hinsehen erkennt man, dass fa(z) = 22 —
2ixy —y? = (r —iy)? = 22 ist. Man erhilt also % = 2z, die Funktion kann nur fiir z = 0

komplex differenzierbar sein (und hat dort die Ableitung Null).
e Den Betrag kann man einfach in Terme von z und z umschreiben: f3(z) = |z| = v/2Z. Die
Ableitung nach Z ist also % k> \;E = %é, und dieser Ausdruck wird fiir z # 0 sicher nie

Null. Die Funktion ist also fiir kein z € C\ {0} komplex differenzierbar (den Nullpunkt
miisste man allerdings noch genauer untersuchen).

e Ebenso umschreiben kann man fy(z) = Rez = z = 3(z + z). Die partielle Ableitung
nach z ergibt % = % # 0, wie schon frither festgestellt ist Re z also nirgends komplex
differenzierbar.

Als Faustregel: Immer dann Vorsicht geboten, wenn irgendwo z auftaucht (kann auch in
|z|, Rez oder Imz ,versteckt“ sein) — meist wird dann komplexe Differenzierbarkeit (wenn
iiberhaupt) nur an wenigen Punkten vorliegen.

Auf die reell totale Differenzierbarkeit ist natiirlich auch beim Arbeiten mit den Wirtinger-

Operatoren weiter zu achten. So kommt etwa in f(z) = Z_lz kein z vor, die Funktion ist aber

im Punkt z = 2 nicht einmal definiert, also auch nur auf C\ {zp} komplex differenzierbar.
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Ubungsbeispiele:

1. Man tberpriife mit Hilfe der Wirtinger-Operatoren, wo auf der Menge M die folgenden
Funktionen komplex differenzierbar bzw. wo sie holomorph sind:

5

a) f(z) = {m in M = C\ {0}
b) f(2) = &5 in M =C\ {0}

ER

Unsere Funktion in a) kénnen wir mittels |z|> = 22 anschreiben als

5 3
~ c 3 52
)= = =2 Z
f( ) 22 32 72
Fiir die Wirtinger-Ableitung nach Z erhalten wir:

of 3--3 2
FE = 2z°zZ"° = —2?

Fir z # 0 kann das nicht Null werden. Die Funktion f ist demnach in M nirgends
differenzierbar, also natiirlich auch nirgendwo holomorph. Aber auch eine Funktion, die
an einzelnen Punkten oder entlang einer Kurve differenzierbar ist, ist dort noch nicht
holomorph.

b) f(z) = % = % = % und man erhélt fir die Wirtinger-Ableitungen: % =

_327 #0Vz e M =C\{0}. Also ist f nirgendwo auf M komplex differenzierbar.

2 35/2
c) f(z) = e’ =27 = %737 und die Wirtinger-Ableitung ergibt % = e 27 (z — 2).
Der erste Faktor kann nie verschwinden, also ist % nur Null fiir z = z, also fiir z =z € R.
Die Funktion ist also nur auf der reellen Achse komplex differenzierbar, aber nirgends

holomorph.

2. Man zeige, dass f(z) = Imz fiir kein z € C komplex differenzierbar ist, indem man a) die
entsprechenden Grenzwerte bilde, b) die Cauchy-Riemann-Gleichungen diberpriife und c)
die Wirtinger-Operatoren verwende.

a) Wir untersuchen limAzqgw zundchst  fiir Az = Ax:

Im (z+iy+Az)—Im (z+iy)

lima,—o 1 A o :'limAr_,o% = 0. Fir Az = ¢Ay hingegen erhilt
man lima,_o m(x“yﬂi Ay;* m (e4iy) limAy_,O%i’;y = —4. Die beiden Grenzwerte

stimmen nicht {iberein.

b) Die beiden Funktionen u = Re f = y und v = Im f = 0 sind zwar C*(R?), aber es ist
g—; =1#0= —%, also sind die Cauchy-Riemann-Gleichungen nicht erfiillt.

¢) Imz = 22, also ist % = —5 # 0. Auf alle drei Arten zeigt sich (mit unterschiedlichem
Aufwand), dass f(z) = Im z nirgendwo komplex differenzierbar ist.
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6 Harmonische Funktionen

Fiir eine holomorphe Funktion gelten die Cauchy-Riemann-Gleichungen % = % und g—; = —g—;.

Wenden wir nun den Laplace-Operator A = 88722 + g—; auf den Realteil einer solchen Funktion
an, so erhalten wir

0 (0Ou 0 (0Ou o (v 0 ov 0%v v
Ox \ Ox 0y \ Jy Oz \ Jy oy Oz Oxdy Oxdy
und ebenso gilt auch fiir den Imagindrteil Av = 0. Solche Funktionen &, die die Laplace-
Gleichung A® = 0 erfiillen, nennt man harmonisch. Real- und Imaginérteil jeder holomorphen
Funktion sind also harmonisch.
Auf Sterngebieten gilt aber sogar: Ist u(z,y) eine harmonische Funktion, so 148t sich stets
eine weitere harmonische Funktion v(z,y) finden, so dass f(z) = u(x,y) + iv(x,y) holomorph

ist. Diese harmonisch konjugierte Funktion ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen folgt noch ein weiterer wichtiger Zusammenhang zwischen Real- und Ima-
ginérteil einer holomorphen Funktion. Dazu untersuchen wir die Kurvenscharen u(z,y) = o = const und v(z,y) = 8 = const.

Fiir eine implizit gegebene Kurve F'(z,y)=const erhélt man durch implizites Differenzieren %—I; + %—5 % = 0 und damit fiir

die Steigung
dy OF/0x

de ~ OF/oy

Bilden wir nun das Produkt der Steigungen von u(z,y) = o und v(z,y) = 8 und verwenden wieder die Cauchy-Riemann-
Gleichungen, so erhalten wir:
Ou/0x Ov/dx _ Oul/dx Ov/dx _
du/dy Ov/dy —Ov/dx Ou/dr

Fiir eine holomorphe Funktion f(z) = u(z,y) + iv(z,y) sind also die Kurvenscharen u(z,y) = « und
v(z,y) = B in jedem Punkt orthogonal (im Bild rechts fiir f(z) = e¢* und Imz > 0 gezeigt). Diese Eigen- —
schaft wird in Physik und Elektrotechnik gerne ausgenutzt: Bekanntlich stehen ja (etwa fiir das elektrische
Feld) Aquipotentiallinien und Feldlinien normal aufeinander, das Potential muss zudem (in ladungsfreien
Bereichen) die Laplace-Gleichung erfiillen. Identifiziert man nun z.B. den Realteil von f(z) mit dem Po-
tential und den Imaginérteil mit dem Feldlinienverlauf, so beschreibt jedes holomorphe f eine spezielle
Potentialkonfiguration mit den dazugehorigen Feldlinien.

Wie berechnet man nun aber zu einem gegebenen u(z,y) die konjugiert harmonische Part-
nerfunktion v7 Ein denkbarer Weg wire, einfach die Cauchy-Rimann-Gleichungen zu integrieren.

Die Gleichungen % = %Z und g—;‘ = —% kénnen wir ja auch in Integralform
ou ou
v= [ —dy und v=- | —dx
/ oz Y oy

schreiben. Dabei ist aber zu beachten, dass die Integrations,konstante jeweils noch von der
Variablen, tiber die nicht integriert wird, abhidngen kann. Erst durch Vergleich der beiden Aus-
driicke erhélt man also das vollstéandige v(z,y).

Beispiel: Wir wollen zu u(z,y) = 22 — y? die konjugiert harmonische Funktion bestimmen.
Dabei sollten wir zuerst einmal {iberpriifen, ob u iiberhaupt selbst harmonisch ist:

?u  O%*u
AMl=—+—=2-2=0.
U= 922 +8y2 0

Diese Voraussetzung ist auf jeden Fall einmal erfiillt. Integration der Cauchy-Riemann-
Gleichungen liefert:
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vo= audy—/2:z:c1ly:2£y+q5(ac)

v = /dm-—/(—2y)d$=2$y+¢(y)

In diesem Fall ist ¢(z) = ¢ (y) = C eine Konstante, die man (wenn
nicht anders gefordert) auch Null setzen kann, und man erhélt:
v(z,y) = 2xy. Die Funktion f lautet also f(2) = 22 + 2izy — y? =
(x + iy)? = 22. Die orthogonalen Kurvenscharen fiir konstante
Real- und Imaginéirteile sind die rechts dargestellten Hyperbeln.

Beispiel: Nun untersuchen wir u(z,y) = 2oy — x + y. Auch diese Funktion ist harmonisch, und
wir erhalten durch Integration der Cauchy-Riemann-Gleichungen:

v = / dy—/2y—1)dy=y2—y+<b(w)

vo= a—dac— /(2m+1)d$——x2—x+w(y)
Y

In diesem Fall ist also ¢(x) = —2? — 2 + C und (y) = y?> —y + C, wobei C eine beliebige reelle

Konstante ist. Setzen wir diese gleich Null, erhalten wir: v(z,y) = y? — 2% — y — 2. Die gesamte

Funktion lautet also

fz) = utiv=22y—a+y+i(y? —2*—y—2z)
= —i(z? 4+ 2izy —9?) — (L+i)(z+1y) = —iz? — (1 +1i)z

Dieses Umschreiben in z ist gleichzeitig auch eine Kontrollrechnung. Hat man richtig gerechnet,
diirfen sich keine Terme mit Z ergeben.

Neben dieser (hoffentlich) intuitiv einsichtigen Methode gibt es aber noch eine zweite, ein
wenig raffiniertere, die auf dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen beruht:

Fiir die Ableitung einer Funktion f = u + v gilt ja: f'(z) = gg (z,y) — zgz (z,y). Das muss
natiirlich auch fiir reelle  aus einem bestimmten Intervall stimmen, f'(z = z) = gZ(ZL‘,O) -
zay “(z,0). Wir deﬁnieren nun fiir unser (auf einem Gebiet G gegebenes) u(z,y) die Funktion
a(x) = g; (x,0) — (m,O). Wenn a(z) holomorph ist, dann muss auf ganz G immer a(z) =
f'(2) gelten. Man muss also in a(z) nur x durch z ersetzen und die Funktion integrieren (also
ein Stammfunktion aufsuchen), wobei die Integrationskonstante so zu wihlen ist, dass Re f
tatséchlich gleich v ist.

Klingt kompliziert? In der praktischen Anwendung wird es hoffentlich schnell klarer werden.

Beispiel: Wir bestimmen mit dieser neuen Methode noch einmal jene holomorphe Funktion,
deren Realteil u(z, y) =22 y ist. Es ist ja 57 (3: y) = 2z und 8“(:1: y) = —2y, also ergibt sich:
a(x) == g;(az 0) —z8 L(z,0) =

Diese Funktion muss fiir reelle z = x mit der Ableitungen von f iibereinstimmen, also ist
f'(2) = 2z, und durch Integration erhilt man f(z) = 22+C, wobei die Konstante C nur imaginir
sein darf, um u nicht zu verdndern. Meist wird man C' = 0 setzen.

Welche Methode einem lieber ist, bleibt natiirlich jedem selbst {iberlassen.
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Ubungsbeispiele:

1. Man zeige, dass die folgenden Funktionen u(x,y) harmonisch sind und berechne die kon-
Jugiert harmonische Funktionen v(x,y) sowie f(z) = u + iv. (Die Integrationskonstante
darf dabei Null gesetzt werden.)

a) u(z,y) =2x(1 —y), b) u(z,y) = 2> — y?> — 2xy — 3z + 3y, c) u(z,y) = 23y — xy®

a) Ausmultiplizieren liefert u(z,y) = 22 — 2zy. Damit erhalten wir g—g =22y, % =0, %Z =
—2x, (‘%’5 = 0, also ist Au = % + % = 0. Zur Bestimmung der konjugiert harmonischen

Funktion kénnen wir entweder mit Integration der Cauchy-Riemann-Gleichungen oder aber mit
dem Identitétssatz arbeiten: Die erste Variante ergibt v = [(2 — 2y)dy = 2y — y* + ¢(x) und
v = [2zdx = 2? + 9Y(y). Der Vergleich zeigt:

v(z,y) =2° —y* + 2y + C,
wobei wir hier C' = 0 setzen. Fiir die holomorphe Funktion f erhalten wir

f(z) = wu(z,y) +iv(z,y) =2z — 2ay + ix? —iy® + 2iy
i(x? + 2ixy — y?) + 2(x + iy) = 2% + 22.

b) Fiir u(x,y) = 22 — y? — 22y — 3x + 3y ergeben sich die Ableitungen % = 2r — 2y — 3,
g—Z = —2y — 2z + 3 und damit Au = g%‘ + gzg =2—2=0. Also ist © harmonisch. Nun kann man
definieren: a(z) := %(%O)—ig—g(x, 0) =2x—3—i(—22+3) = (2+2i)z— (34 3i), und daraus folgt
mit dem Identitétssatz f/(z) = (2+24)z—(3+37). Integration liefert f(z) = (2+2i)§7(3+3i)z+0,
die Konstante setzen wir Null. Damit erhélt man: f(2) = (1+4)22 —(3+3i)z = (1+14)(z+iy)? — (3+
3i) (v +iy) = 2% —2xy—y? —3x+3y+i(2? + 22y —y? — 32— 3y), also v(x,y) = 2> +2wy—y*>—3x—3y.

02 2
c) u(z,y) = 23y — xy?, % = 322y — 13, g—Z = 2% — 3zy?, Au = % + 27“2‘ = b6xy — 6y = 0,

a(z) == 9%(z,0) —ig—Z(x, 0) = —iz?, daraus folgt mit dem Identitéitssatz f’(z) = —iz>. Integration
liefert (mit C' = 0): f(z) = —i% = 1(—iz" + 423y + 6iz?y? — dzy® — iy?), also ist v(z,y) =
1(—at +62%y? —yh.

2. Gegeben ist die Funktion u(z,y) = €3 cos(ay). Man bestimme a € R* so, dass u(z,y)
harmonisch ist. Dann ermittle man die harmonisch konjugierte Funktion v(x,y) sowie

jene holomorphe Funktion f, fir die gilt: Re f = u und f(0) =1+ 1.

u(z,y) = ¥ cos(ay), ¢ = 337 cos(ay), giﬁ‘ = 9e3* cos(ay), g—Z = —ae’® sin(ay), ‘3277; =
—a%e3® cos(ay), also Au = (9 — a?)e?® cos(ay), und damit das fiir alle 2,y gilt, muss a =
sein (¢ € RT). Nun setzt man a(z) := 3e3%, man erhilt f'(z) = 3e% und weiter f(z) =

e3* + C = e3*(cos(3y) + isin(3y)) + C, also v(z,y) = e>*sin(3y). Die Konstante bestimmt man
aus f(0) = e%(cos0+isin0) +C = 1+C=1+izuC =i

3. Man verifiziere fiir die Funktion f(z) = 22, dass die Kurven Re f = o und Im f = 3 im
Punkt zg = 241 orthogonal sind.
Wir erhalten f(z2) = 22 = (x +iy)? = 2 + 2izy — 92, also Re f = 22 — y? und Im f = 2zy. Im

Punkt zy = 2 + i erhalten wir fiir Re f = const die Kurve 22 — 32 = 3, also ¥, = vz2 — 3. Thre
Steigung betrégt y.,(2) = \/%hﬁ = 2. Analog ergibt die Bedingung Im f = const die Kurve

2zy = 4, also y, = % In diesem Fall ist die Steigung v, (2) = —m%|m:2 = —1. Das Produkt der
beiden Steigungen ist y.,(2) - y.,(2) = —1, die beiden Kurven sind also tatséchlich orthogonal.
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7 Komplexe Integrale; Wege in C

Zu Beginn betrachten wir erst einmal Funktionen, die zwar in die komplexen Zahlen
abbilden, als Argument aber nur eine reelle Variable haben, also Funktionen der Form
f(t) = u(t) +iv(t) mit ¢ € R.

Integrieren ist eine lineare Operation:

/ab(af+ﬁg)dx:a/abfdx—l—ﬁ/abgdx,

soll auch fiir komplexe o und (3 gelten. Ergebnis:
b b b b
/ ft)dt = / (u(t) 4 dv(t))dt = / u(t) dt + z/ v(t) dt. (3)

Reelle Integrationstheorie aufs Komplexe iibertragbar.Rechenregeln:

S +g)t)ydt =[] f(t)dt+ [} g(t)dt [left)ydt=c ) f(t)dt
J2 @y de+ [ f)de = [€f(t)dt J2ftyde=— [ f(t) dt (4)
Re [V f(t)dt = [ Re f(t)dt Im (7 f(t)dt = [ Tm f(t)dt

Praktische Berechnung: Ist F eine Stammfunktion von f, also % = f(t), so ist

/ F(t) dt = F(b) — Fla).

Beispiel: Wir berechnen zum Eingewthnen einmal das Integral foﬂ e dt. Durch Auf-
trennen in Real- und Imaginérteil erhalten wir:

/eitdt:/ (cost—l—z’sint)dt:/ costdt—i—i/ sintdt =0+1-2=2i.
0 0 0 0

Noch einfacher erhélt man das gleiche Ergebnis aber mit

/ﬂ-eitdt — le’bt
0 l

Beispiel: Auch Polynome machen natiirlich keine Probleme:

L B R
s 3 2

T e —e .
= - = 2.
0 1

1(t2+(1+i)t—5z’)dt: ﬁ+(1+z’)ﬁ—5mt
0 3 2

Allgemein konnen bei solchen Integralen natiirlich sémtliche schon aus der reelle Ana-
lysis bekannten Tricks (wie etwa Partialbruchzerlegung oder partielle Integration) zur
Anwendung kommen. Auch Substitionen sind erlaubt, allerdings sollte man bei ihnen
darauf auchten, dass man nicht versehentlich die reelle Achse verlafit — sonst hat man
nédmlich bereits ein echtes Kurvenintegral vorliegen.
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Bisher: Integrale iiber komplexwertige Funktionen, die nur von einer re-
ellen Variablen abhéngen. Wahrend man in R aber notgedrungen nur

,/-’;r’.
entlang von Intervallen integrieren kann, stehen in der komplexen Ebene \'ﬁf m
[,

beliebige Wege zur Verfiigung (so wie sie etwa rechts dargestellt sind).
Teile der reellen Achse sind also nur ganz spezielle Integrationskurven, \\\
wenn auch sehr wichtige — wir werden nédmlich allgemeine Kurveninte-
grale beim Ausrechnenen meist auf diesen Fall zuriickfiithren.

Kurven beschreiben: Parameterdarstellung der Art C' : z(t) = z(t) + ¢v(t) mit einem
reellen Parameter ¢. z(t) und y(¢) zumindest stiickweise stetig differenzierbar.

Beispiel: Wichtig: Kreise und Geraden.
Fiir einen mathematisch positiv (das heift gegen den Uhrzeigersinn)

durchlaufenen Kreis mit Mittelpunkt z; und Radius ry erhélt man bei- .
i

spielsweise ‘
2(t) = 20 + roe  t €[0,27]. \

?I":l
Zp
Ein Geradenstiick mit Anfangspunkt z4 und Endpunkt zg ergibt sich
. \ %

mit

2(t) =za+ (zg —24)t  t€]0,1].
Besonders angenehm sind natiirlich Geraden parallel zur reellen oder imaginéren Achse
(2(t) = 2o + t oder z(t) = 2o + it mit einem geeigneten ¢-Intervall).

Beispiel: Aus diesen Elementen kénnen wir nun auch wieder kompliziertere Kurven zu-
sammensetzen. So suchen wir jetzt eine Parametrisierung fiir die beiden im folgenden
dargestellten Kurven ' und Cs.
Hier ist es sinnvoll, den Weg in mehrere Stiicke zu zerlegen. Der
erste Teil von C ist ein Geradenstiick, das wir mit Cy; : z(t) =
—2 — 20 +it, t € [0, 3] anschreiben konnen. Es folgt ein negativ o
durchlaufener Viertelkreis Cip : 2(t) = =1+ i+ ¢€", ¢t € [n, 5], L
wieder ein Geradenstiick C3 : 2(t) = =1+ 2i+ ¢, t € [0,1] und >
zum Abschluss ein Halbkreis Ciy : 2(t) =i +€", t € [3,—3].
Analog erhdlt man fiir Cy: Cyy @ 2(t) = 3+3i+(—1—-30)t, t € [0, 1], l k_(_/cz
022 : Z(t) = Q—Zt, t e [0,1}, 023 : Z(t) =1 —Z.—F@it, t € [O,—%]
Cop i 2(t) =1—=2i—t, t € [0,1] und Cys : 2(t) = —i + €%, t €
5, —7].

Die Notation ¢t € [a,b] mit a > b mag etwas ungewohnt sein, t = a...b wére eine
vielleicht naheliegendere Schreibweise. Wichtig ist nur, dass man weif}, was gemeint ist,

namlich dass der Parameter von a nach b 1uft.

Die gleiche Kurve kann verschieden parametrisiert werden, so stellen z(t) = e, t €
0,7] und z(t) = e€*', ¢t € [0,5] natiirlich die gleiche Kurve dar. Durchlduft man eine
Kurve C' in der anderen Richtung (¢ € [a,b] — t € [b,al), so schreibt man dafiir oft —C'
(oder auch C™!). Das Bild der Kurve éndert sich bei Umkehrung des Durchlaufungssinns

nicht.
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Ubungsbeispiele:

1.

t+1

it 1
Man berechne die folgenden Integrale: a) / i_:_ —dt
e’ e’

c)/o(t3+(i+1)t2+(i—1)t—l—2i)dt d)/o t2+(1+i>t+idt

a) Man hiite sich vor der verlockenden Substitution u = e, da man dabei die reelle Ache verl:ifit
und entlang eines Halbkreises integrieren muss. Verldfilich ist dagegen die Aufspaltung:

Toett+1 T t) +isin(t) + 1 1 [ [T 1 (™ dt
/ %dt:/ cos(t) + ¢sin(t) + dt:f/ dt—i—z/ tantdt—&—f/ dt_w
o €t +e? 0 2 cos(t) 2 Jo 2 Jo 2 )y cost 2
—_—— ————

=0 =0

Fiir b) setzen wir eine komplexe Partialbruchzerlegung an:

t+1 A N B
241 t+i t—i

t+1=A(t—1i)+ B(t+1)
Einsetzen (Polstellenmethode) liefert:

1+74 - 14
2 ' 9

t=+41: B=
Fiir das Integral erhalten wir also:

1 - 1 . 1
t+1 -1 1 1 1
I = / + du = JrZ/ - du + JrZ/ -du =
241 2 J_qt+1 2t J_ t—1

_1—ii7r 147w T

5 2 "2 273

4 3 2

c) /01(t3+(i+1)t2+(i—1)t+2i)dt: [1—&-(1’—1—1)2—1—(1’—1)24—2%} :i+—z‘

Man parametrisiere die folgenden Kurven:

b
& : i O

dy . HS L
1} J Tk/

r2-21

Die Kurve in a) liBt sich beispielsweise auf die folgende Art darstellen:
Co: z(t)=—-1—i+2it te][0,1] Cy: 2(t) =i+e't t € [m,0]
Coo 2(t)=1+4i—it t€[0,1] Ca: z2(t)=3+3e " tel0,n]
b) Cy: 2(t) =2+ 2i + (=3 — 3i)t, t € [0,1]; Ca: 2(t) = —i + €%, t € [-7,0];
Cs: 2(t) = =1 —i+2e t € [-7,0]
c) Cy: 2(t) = =2 +it, t € [-2,0]; Co: 2(t) = 2€, t € [m, 3l Cs: 2(t) =i+ ettt € [5,0]; Cy:
2(t) =14it, t € [1,0]; Cs: 2(t) = €, t € [0, =]

Daneben gibt es natiirlich noch viele andere Moglichkeiten der Parametrisierung, die allesamt
richtig sind.

21



8 Komplexe Kurvenintegrale

Kurvenintegral {iber eine Funktion f(z) entlang einer mit z(t), ¢ € [a, b] parametrisierten Kurve:
b
dz
[ ez = [ e Ga
C a
. _d
Merkregel: dz = Zdt

Beispiel: Als erstes berechnen wir das Integral iiber f(z) = 22 entlang des Halbkreises C :
z(t) = €', t € [0, 7]. Dafiir erhalten wir

™ ] T e3it
/ 22dz = / (e")?iedt = z/ et = i—
o} 0 0 31

Beispiel: Nun ermitteln wir [ Zdz, wobei C' die Strecke z(t) =i+ (1 +)t, t € [0,1] ist.

™

2
0 3 .

_ - l_dz - 1% . . i 1_2. —
/Czdz _ /Ozdtdt—/o GF )1 +i)dt = (1+ )/O( +(1—i)t)dt

1

0:(1—1—2') <—i+1;i> =2

= (1+19) (—it +(1- z)t;>

Kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Eigenschaften und Merkmale:

e Ist eine Kurve C' aus mehreren Stiicken C1,...,C, zusammengesetzt, so erhélt man
/f(z)dz: f(z)dz+ ...+ f(z)dz.
C Cl Cn

e Durchlduft man den Integrationsweg in der umgekehrten Richtung, so kehrt sich das Vor-

zeichen des Integrals um:
/ f(z)dz:—/ f(z)dz.
—C C

e Real- und Imaginérteil eines komplexen Kurvenintegrals sind reelle Kurvenintegrale. Ein
wenig schlampig, aber gut zu merken:

/Cf(z)dz:/c(u—i-w)(dx—i-idy):/C(uda:—vdy)+i/(vd:c+udy).

C

e Kurvenintegrale sind linear in dem Sinne, dass [,(f + g)(2)dz = [ f(2)dz + [, g9(2) dz
und [, cf(z)dz = ¢ [, f(z)dz ist.

o Achtung: Im allgemeinen ist Re [, f(z)dz # [, Re f(z)dz und analog fiir den Ima-
gindrteil.

e Der Wert eines Kurvenintegrals hingt von der Parametrisierung der Kurve nicht ab.
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e Zwar gilt nicht mehr | f; ft)dt| < fab |f(t)| dt, allerdings gibt es eine andere Abschiitzung:
Nennen wir L(C') die Liange der Kurve C' und | f|c das Maximum des Betrages von f auf

C, so ist
‘/ f(z)dz
C

Eines der wichtigsten Kurvenintegrale iberhaupt ist jenes iiber die Funktionen (z — zp)" mit
neZ,C:z(t) =z + Re", t € [0,2n].

/(z—zo)"dz—{ 0 fiirn# -1
C

2wt fuirn = -1

< |[fle - L(C).

Beispiel: Wir berechnen die Integrale ka 22 dz und ka Z dz entlang der drei rechts dargestell-
ten Wege mit Anfangspunkt z4 = —1 und Endpunkt zgp = +1:
Die erste Integration erfolgt entlang der reellen Achse.

1 t3
/ 2dz = / 2dt = —
ol 1 3
1 12
/ zdz = / tdt = —
Cq -1 2 —1

Nun integrieren wir entlang eines Halbkreises in der oberen Halbebene:

o, T it
/ 22dz = / (e“f) iett dt = —z’/ St dt = —j—
Ca T 37

0
0 ) ) i
/ zdz = / e Ui dt = —2'/ dt = —im
Co g 0

Zuletzt wahlen wir noch ein Rechteck:

1 1 0
/ 2dz = /(—1+it)22‘dt—|—/ (i+t)2dt+/ (1+it)%idt =
Cs 0 1

-1

G
1 92 o

3

1

=0 G

Iy, ZE

T2

0_3

1 1 1
= i/(1—2it—t2)dt+/ (—1+2it+t2)dt—i/ (1 + 2ir — t*)dt =
0 -1 0

t3 1 t3 1 t3 1
= i(t—it2—> +<—t+it2~|—> —i(t~|—z’t2—) —
3/0 3/, 3/

i+ 1 i 1—|-'—|-1 1 '—|-1 '+1+i 2
= 1 — - — 1 - — — 1 - —1 — = —
3 3 3 3 3

1 1 0
/ zdz = /(1it)idt+/ (i+t)dt+/(1it)z'dt:
Cs 0 -1 1

< tQ 1 1 t2 1
= 1 —t—é) +<—it+t> —i<t—i> =
2 0 -1 2 0

1
= ity ity i g i g =4
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Ubungsbeispiele:

Man berechne die Integrale ka zZdz, ka Re zdz, ka e™dz und ka 22 dz entlang der im
folgenden dargestellten Kurven:

a) b} ¢
_141 1+
1+ Cll 1

B\EG) \\102//02

& 14

Zuerst miissen wir moglichst einfache Parametrisierungen fiir die Kurven finden. Eine Moglichkeit
wére etwa:

Cy: z(t) =t te[-1,0] dz=dt

z(t) =it t € [0,1] dz =idt
Cy: z(t)=—-1+ (1414t te][0,1] dz = (1+14)dt
Cy: z(t)=e' teln,Z]  dz=ie'dt

Nun koénnen wir auch die Kurvenintegrale berechnen. Fiir die Integrale iiber Z und Re z miissen
wir die Parametrisierung der Kurven verwenden, bei ™ und z° geniigt es wegen der Holomorphie des
Integranden, eine Stammfunktion zu finden (oder das Integral iiber einen Weg zu bestimmen).

0 1

0_ 1 0 1 t2 t2 1 1
/Zdz - /tdt—f—/itidt:/ tdt—i—/tdt:— B v
el -1 0 -1 0 21, 2, 2 2
. 1 1
/ sdr = /(71+(1+i)t)(1+i)dt:(1+i)/(—1+(17i)t)dt:
Ca 0 0
) 1 ) 91 )
= (1+1) —1+(1—z)§ =—1—i+|1+i 5 =i
T2__ Q o g s
/ zZdz = / e”ie”dt:fi/ e*’te”dt:fi/ dt = —i—
Cs T /2 /2 2
0 1 0 1 420 1
/ Rezdz = / Retdt+/ Re(it)idt:/ tdt+/ 0Odt=—| =-=
C1 -1 0 -1 0 2 -1 2

Rezd: — /0Re((—1+(1+i)t))(1+i)dt:(1+i)/0(—1+t)dt:
- (1+¢)<—1+;)=—1—2H

/2 ‘ ‘ ™ . T it | it
/ Rezdz = / Re(e')ie dt = —i/ coste dt = —i/ —edt =
C3 T w/2 /2 2

Cs

e‘n’z
/ eFdz =
Cr T

6
/ 2dz = z
Cr 6
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9 Der Cauchysche Integralsatz
Jeweils dquivalent sind:

° Wegunabhangigkeit eines Kurvenintegrals, fc =

fc z)dz fiir zwei Kurven mit gleichem Anfangs— und End-
punkt

° Verschwinden jedes Integrals iiber einen geschlossenen Weg, -
f dZ = 0 Cz
c

e Existenz einer Stammfunktion F(z) mit F'(z) = f(2)

Voraussetzungen fiir Wegunabhéingigkeit von Kurvenintegralen? Real- und Ima—
ginérteil eines komplexen Kurvenintegrals sind jeweils reelle Kurvenintegrale. fc z)dz
wird also dann wegunabhéingig sein, wenn das auf die beiden reellen Integrale [ .( olu dm —
vdy) und [, (vdr + udy) zutrifft.

Vi

Die reelle Integrabilitéitsbedingung % = .= ergibt fir das erste Integral % 8—“ =
J

T oz
und fiir das zweite g Bz’ also genau die Cauchy-Riemann-Gleichungen! Kurvenlntegra—
le iiber holomorphe Funktionen sind also wegunabhéngig. Allerdings miissen wir dieses
Ergebnis noch ein wenig prézisieren, was die erlaubten Integrationswege angeht:

CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ

G sei ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f sei darin holo-
morph. Dann gilt, sofern alle betrachteten Wege ganz in G liegen:

e Fiir jeden geschlossenen Weg C'ist ¢, f(z)dz = 0.

e Fiir zwei beliebige Wege C1 und C’Q mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt ist fC 2)dz = fc 2)dz.

e Zu f(z) existiert eine Stammfunktion F(z) mit ¢ = f und
Joyon, f(2)d2 = F(2p) — F(24).

Dazu gibt es natiirlich einige Anmerkungen: Zunéchst einmal ist es wesentlich,
dass ein einfach zusammenhéngendes Gebiet vorausgesetzt wird. Die Funktion
f(z) = % etwa ist in jedem Punkt mit Ausnahme von z = 0 holomorph, G
und trotzdem ergibt das Integral auf einem Kreis um den Ursprung nicht Q O
den Wert Null. Schon ein einzelner Punkt kann also die Wegunabhéngigkeit C,
zerstoren. Im Bild rechts ist das Holomorphiegebiet einer Funktion f grau
schattiert. Es ist zwar sicher fCl z)dz = 0, nicht unbedingt aber fo z)dz
oder ¢, f(z)dz.

Ein dlrekte Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz ist weiter, dass Integrationswege
innerhalb des Holomorphiegebietes einer Funktion beliebig deformiert werden kénnen. Das ist
mit ein Grund, warum man sich bevorzugt mit Geraden und Kreisen als Integrationswegen

befasst. Bei einem holomorphen Integranden kann ja ohnehin wieder jeder Weg in diese Form
gebracht werden.
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Beispiel: Als erstes berechnen wir die Integrale | Ci €™ dz entlang der Kurven () bis Cs:
Auf die direkte Art miiiten wir jetzt erst einmal die Wege parametrisieren
und dann insgesamt fiinf komplexe Integrale auswerten. Nun ist aber der

p 25
Integrand f(z) = €™ holomorph und besitzt die Stammfunktion %e“. 1
Da alle drei Kurven den gleichen Anfangs- und Endpunkt haben, ndmlich
24 = —1 und 2z = 2i, ist fOl e€dy = f02 e€dy = sz e”dz = e%%_ﬁ = )

l—e™ ™ =

. Das wiirde natiirlich auch fiir jeden anderen Weg mit gleichem
Anfang und Ende gelten, egal wie kompliziert er auch sein mag.

Beispiel: Als néchstes berechnen wir die beiden Integrale 3%1 %dz und
j;cg %dz. Die dargestellten Wege wire zwar recht schwierig zu parame- m
trisieren, das ist aber auch gar nicht nétig. Der Integrand % ist ndmlich

Cs
Ca
-1
G
iiberall aufler bei z = 0 holomorph, also sicher auch in dem grau schattier- 46%
ten einfach zusammenhéngenden Gebiet. Dort ist also jedes Integral iiber G
einen geschlossenen Weg Null, und wir kénnen sofort sagen: §Cl % dz = 0.
Im zweiten Fall ist es zwar nicht ganz so einfach, denn hier umlauft der Integrationweg
den Nullpunkt, es 183t sich jetzt also kein geeignetes einfach zusammenhéngendes Gebiet
finden. Allerdings ist der Integrand auflerhalb von z = 0 holomorph, der Integrationsweg
darf also beliebig verformt werden, zum Beispiel auch zu einem Kreis — und fiir diesen
Fall haben wir schon frither das Ergebnis 27i erhalten, also fCQ % dz = 2.
Beispiel: Wir wollen nun fiir die Funktion f(z) =
|z|  fir |z] < 2
{ © fiir |2 > 2 das Integral [, f(z)dz entlang der rechts . N
dargestellten Kurve berechnen. Der Integrand f(z) ist aulerhalb
des Kreises |z| = 2 holomorph und besitzt die Stammfunktion
F(z) = % Damit ergibt sich fiir das Integral von 2i¢ bis —2 der
Wert 3

2 2
zdz = —
2=92i 2 |y

Innerhalb des Kreises miissen wir parametrisieren, etwa fiir den ersten Teil des Weges
(von —2 nach 0) z(t) = =2+ ¢, ¢t € [0,2], fiir den zweiten (von 0 nach 2i) z(t) = it,
t € [0,2]. Damit erhélt man fiir die Integrale:

1z]=2

2
=2
0

2 2

0

2 2
f(z)dz = \z|dz:/ |—2—|—t|dt:/(2—t)dt:2t
1 C1 0 0
2

=21
0

2

2 2
F(2)dz = \z\dz:/ ]z’t!z’dt:z’/ Fdt — il
Co 0 0 2

Ca

Das gesamte Integral hat also den Wert §,, f(z)dz =4 + 2+ 2i = 6 + 2i.
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10 Der Cauchysche Integralsatz

Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt mit wenig Aufwand die in vieler Hinsicht zentrale
Formel der Funktionentheorie, die Cauchysche Integralformel. Davor miissen wir uns aber
noch ein wenig mit der Thematik der Windungszahlen befassen.

Dazu wéhlen wir einen beliebigen Punkt 2y, € C und einen positiv orientieren Kreis C,
wobei zy nicht auf C' (oder genauer dem Bild C*) liegen soll. Nun wollen wir das Integral

1
j{ dz
c R — 2

berechnen. Dabei miissen wir zwei Félle unterscheiden: So konnte zy auflerhalb des Kreises
liegen. In diesem Fall ist das Integral Null (da der Integrand ja in einem geeigneten
einfach zusammenhédngenden Gebiet holomorph ist). Liegt zy, hingegen innerhalb und
wird der Kreis n-mal im Uhrzeigersinn durchlaufen, so erhélt man das Ergebnis n27i, bei
n Umléufen gegen den Uhrzeigersinn wird das zu —n2mi. Man kann also sagen, das obige
Integral zéhlt, wie oft der Punkt zy von der Kurve C' umlaufen wird.

Nun verallgemeinern wir das fiir beliebige Kurven, indem wir den Index (auch Win-
dungszahl) einer Kurve C beziiglich eines Punktes zy definieren als

1 1
IndC(Zo) = 2_m 2 — 2

dz. (5)

Dabei soll zy natiirlich weiterhin nicht auf C' liegen. Der Index gibt also an, wie oft ein
Punkt von einer speziellen Kurve umlaufen wird, das Vorzeichen sagt zusétzlich, ob im
oder gegen den Uhrzeigersinn.

Beispiel: Wir ermitteln nun die Windungszahlen Ind ¢, (z;) der folgenden Punkte
beziiglich der folgenden Kurven Cy bis Cj.

Fiir die erste Kurve erhalten wir

Ind¢,(21) = +1, denn dieser Punkt

wird einmal mathematisch positiv um- G & /
laufen. Weiters ist Ind ¢, (z2) = 0.
Die Kurve Cy wird mathematisch ne- ‘z5 &
gativ durchlaufen, es ist Ind¢,(21) = . Q
Ind ¢, (2) = —1, und klarerweise erhal-
ten wir Ind ¢, (23) = 0.
Ce
Cﬁ

ne; es ist also Indg,(z;) = +2 und

IIldC4(ZQ) = +1.

C5 umléduft den Punkt z; negativ, zp
hingegen positiv, also Ind ¢,(z;) = —1

Bisher waren die Windungszahlen hoffentlich intuitiv einsichtig. Bei komplizierteren
Kurven wie etwa C5 oder Cg ist das nicht mehr unbedingt der Fall. Wie grof ist etwa

Cy

und Ind ¢, (29) = +1.
Die Kurve C; umlauft den Punkt z,
einmal, z; zweimal im positiven Sin-
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Ind ¢, (z4)? Null, Eins, Zwei oder vielleicht doch Drei? In solchen Félle hilft es, die Kurven
in geschlossene Teilstiicke zu zerlegen, die nur mehr einmal in positiver oder negativer
Richtung durchlaufen werden.

Fiir C5 konnte das etwa so aussehen wie rechts darge-
stellt. Natiirlich gibt es noch andere Moglichkeiten der
Zerlegung; eine ist so gut wie die andere. Auf jeden Fall
iiberlegt man sich nun die Windungszahlen fiir jede Teil-
kurve getrennt und addiert am Ende die Ergebnisse.

In unserem Fall ist Ind ¢, (21) = Ind ¢y, (24) = +1 bzw. Ind ¢, (22) = Ind ¢, (23) =
Ind ¢, (24) = +1, alle anderen Windungszahlen sind Null. Nun addiert man die Ergebnisse
und erhélt: Ind ¢, (21) = Ind ¢, (22) = Ind ¢, (23) = +1, Ind ¢, (24) = +2.

Analog kann man bei Cg vorgehen,
hier erhélt man drei Teilstiicke und Ces ‘T3

. 1
die Windungszahlen Indg,,(z1) = @ &
Ind Céa (Zg) = Ind Cée (Zg) = 41, z, @C"
Ind ¢, (21) = +1 sowie Ind ¢, (22) = - Céa o
—1.

Das Gesamtergebnis ist also Ind ¢, (21) = +2, Ind ¢, (22) = 0 und Ind ¢, (z3) = 1. Man
sieht: Der Punkt 2z, wird netto gar nicht umlaufen, weil sich eine positive und eine negative
Umrundung autheben.

Fiir allgemeine geschlossene Wege C' nennt man nun die Menge aller Punkte z € C\ C*
mit Ind¢(z) # 0 das Innere von C' (Int(C) von interior), jene mit Ind o(z) = 0 das
AuBere (Ext(C) von exterior). Im oberen Beispiel liegt 2, also per Definition im AuBeren
der Kurve.

Auch sonst gibt es zu Windungszahlen noch einiges zu sagen. So ist klarerweise

Ind _C(Zo) = —Ind c(Zo).

Jene Wege C, fiir die an allen z € Int(C) # () die Windungszahl Ind «(z) gleich Eins ist,
nennt man einfach geschlossen. Im vorigen Beispiel wére also C einfach geschlossen, Cs
hingegen bereits nicht mehr (alle Windungszahlen im Inneren sind gleich —1).

Mit diesem Vorwissen kénnen wir nun zur zentralen Formel der Funktionentheorie
kommen:

CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL

G sei ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, der geschlossene Weg

C verlaufe ganz darin. Die Funktion f sei holomorph in G. Dann
gilt fiir beliebige z € G\ C*:

F(z)Ind o (2) = % igf%czg
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Natiirlich kann man das auch in der Form

j{ SO d¢ =2mi - f(2)Ind ¢(2)
cC—=2
schreiben, so sieht man besonders klar, dass sich bestimmte Typen von Integralen recht
leicht mit dieser Formel berechnen lassen werden. Die Aussagen der Cauchyschen Inte-
gralformel reichen aber noch viel weiter: So geht aus ihr hervor, dass die Werte einer
holomorphen Funktion im Inneren eines Bereichs vollstdndig durch die Werte am Rand
festgelegt sind. (Im Reellen wiirde die analoge Aussage lauten: Kennt man die Werte einer
Funktion an den Grenzen eines Intervalls, dann kennt man auch alle Werte im Inneren —
das trifft in R nur fiir lineare Funktionen zu.)

Sehr oft betrachtet man als Kurve in der Cauchyschen Integralformel einen einfach
positiv durchlaufenen Kreis mit Mittelpunkt zy und Radius r. Diesen notiert man meist
mit |z — 29| = r und setzt die positive Orientierung als vereinbart voraus:

! £(0)
fe) =5 f I
¢=2l=r

sofern z im Inneren der Kreislinie liegt (sonst ist f(z) = 0).

Wiéhlt man nun z = zj, so sieht man, dass der Funktionswert von f an jedem Punkt das
arithmetische Mittel der Werte auf jeder beliebigen Kreislinie um den Punkt ist (sofern der
Kreis noch ganz im Holomorphiegebiet liegt), das ist die Aussage der Mittelwertgleichung.
Noch wichtiger ist aber eine andere Folgerung aus der Integralformel, ndmlich, dass sich
mit ihrer Hilfe (im Prinzip) Ableitungen beliebig hoher Ordnung berechnen lassen:

e =g f A (©

- 2mi (¢ — z)n+t
|(—2[=r
Wesentlich ist dabei, dass fiir jede holomorphe Funktion Ableitungen beliebig hoher Ord-
nung existieren; das haben wir zwar frither schon erwahnt, bewiesen kann es allerdings erst
mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel werden. Die konkrete Berechnung der Ableitung
wird man natiirlich in der Regel nicht mit dieser Formel durchfiihren.

Beispiel: Wir zeigen nun noch wie sich gewisse Integrale mit Hilfe der Cauchyschen
Integralformel berechnen lassen. Als erstes Beispiel wihlen wir

TZ A2
I = ]{ ¢ Z,dz.
z— 21

|z—(14-24)|=v2

Der Punkt z = 2¢ ligt innerhalb des positiv durchlaufenen Kreises, die Integralformel
ergibt also 4
I=2mi (e 2%) _,. = 2mi (™ - (—4)) = —8ni.
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11 Potenzreihen

Potenzreihen im Komplexen — weitgehend analog zum Reel-
len. Zu jeder Potenzreihe Y7 ja,(x — x)™ gibt es eine ein-
deutig bestimmte Zahl R € [0,00] (Konvergenzradius), fiir
die gilt: Die Reihe konvergiert absolut in |z — z¢| < R und
divergiert fiir [x — z¢| > R. Dieses R kann mit der Formel von
Cauchy-Hadamard

G

Konvergenz

1
= lim sup 1/ |a,| oder auch mit R = lim

n—oo

an+1

n—oo

berechnet werden, wobei die zweite Form nur gilt, wenn der
Grenzwert auch tatséchlich existiert.

Beispiel: Wir berechen die Konvergenzradien der drei Potenzreihen

o0 o

ni:;]:lz", Z(l—i—in)(z— )" und Z%z

n=0 n=0

1. Die erste Reihe ist relativ einfach. Mit a,, = % erhilt man

an
An+1

R =1lim, .

Analog liefert die Formel von Cauchy-Hadamard

% = limsup,, ., /|an| = limsup,,_, ’\Z/% = lim,—oo
also ebenfalls R = 1.

2. Der zweite Fall ist nicht mehr ganz so leicht, wegen:

2 fiar n = 4k
) 1+ firn=4k+1
TN 0 firn=4k+2
1—4 firn=4k+3

mit k € Ny

Divergenz

= Ty, oo ey = limp oo 2 = 1.

o b

Ein Grenzwert des Quotienten kann in einem solchen Fall gar nicht existieren, wir miissen

also hier auf jeden Fall auf Cauchy-Hadamard zuriickgreifen:
£ =limsup, o V]an] = lim, 0o V2 =1,

wir erhalten also wiederum R = 1.

3. In der dritten Reihe setzen wir zuniichst u = 2? und erhalten > oo, %T,Lu" Nun ergibt sich

weiter
- n"/n! L n™(n+ 1)!
B = G D) s Dl e (0 D gl

= lim = lim(—) = lim ——— =,

Jetzt erinnern wir uns an u = 22, also ist R = /R, = ﬁ
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12 Laurent-Reihen

Verallgemeinerung der Potenzreihe (auch mit negativen Potenzen (z — 2z9)™" = (z—lzo)"):
Laurentrethen
+00 o] o]
Z an(z — 29)" = Z an(z — 20)" + Z a_n(z—20)" "
n=-—o0o n=0 n=1

...nur dort konvergent, wo beide Teilreihen konvergent sind.

&

Z an(z — 2z9)" konv. Z an(z — 2)" konv. Z an(z — 2)" konv.
n=0

n=—oo n=—oo

Im Kreisring Dpg, g, stellt die Laurentreihe eine holomorphe Funktion dar, und umge-
kehrt 1&8t sich eine in einem Kreisring holomorphe Funktion auch in eine Laurentreihe
entwickeln. Fiir diese Entwicklung erhélt man, wenn C' ein einfach geschlossener Weg in

Dpg, g, ist und die abgeschlossene Kreisscheibe Dpg, (zp) ganz im Inneren von C' liegt:

+o00
f(z) = Z an(z — 29)" mit a, = ! SO d¢

2mi o (¢ —z)nt!

(8)
n=—00

Die Formel fiir die Koeffizienten ist in der Praxis weniger wichtig als es vielleicht
den Anschein haben mag. Will man ndmlich die Laurentreihe einer Funktion bestimmen,
dann ist sie nur der letzte Ausweg, sozusagen ein Akt der Verzweiflung, wenn alles andere
versagt. In den meisten interessanten Féllen kann man ndmlich die Laurentreihenentwick-
lung einfach aus einer bereits bekannten Potenzreihe ablesen oder mit Hilfe bestimmter
Summenformeln (etwa der fiir die geometriscbe Reihe) gewinnen.

Ist f holomorph in 0 < |z — 2| < € mit € > 0, so nennt man den Koeffizienten a_,
der dort giiltigen Laurent-Entwicklung von f um 2y das Residuum von f an der Stelle 2z,
Res (f;29). Warum gerade dieser Koeffizient so wichtig ist, dass er einen eigenen Namen
erhélt, werden wir bald sehen.

Beispiel: Wir wollen die Laurentreihe von e'/# um den Nullpunkt z = 0 herum bestimmen.
Die Exponentialfunktion hat dort die Potenzreihendarstellung

o0
1
e = E —u”.
n!
n=0

1 einsetzen und erhalten

In diese kénnen wir nun v = 2z~

> 1 00 1
1/z _ S on n
eF=3 e > )t~
n=0 n=-—oo
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Beispiel: Wir betrachten nun die Laurententwicklung von
f(z) = m Hier sind vor allem zwei Entwicklungs-
punkte interessant, ndmlich die Singularititen z = +1 und 4
z = +i. Thr Abstand voneinander ist v/2; insgesamt wird

@
man also vier Laurentreihen erhalten, ndmlich fiir 0 <
@

|z — 1] < V2, fiir [z — 1] > V2, fiir 0 < |z —i| < /2 und
fiir |z — 4| > v/2. Die expliziten Ausdriicke gewinnt man am ]
besten mit Hilfe der geometrischen Reihe:

I I 1 B 1 1 1
z—i -z  di—z+1-1 i-1-(z2—-1) i-11-2
B 1 i z—1\" i": (z—1)"
-1 i—-1/) (i — 1)+l
n=0 n=0

Der entscheidende Schritt ist dabei die Anwendung von » 2 ¢" = ﬁlq» die nur unter der
Bedingung |gq| < 1 gilt. Daher stimmt diese Entwicklung nur fiir ]f:ll| < 1, also fir [z —1| < |i —

1| = V/2, aber das ist ja auch genau der Bereich, der uns interessiert. Die iibrigen Entwicklungen
erhélt man auf dhnliche Weise:

I 1 1 11 i i—1 ”75‘@: (i—1)"

z—i  z—1—-i+1 z—-11-21=L 1 z—1) 4~ (z—1)nH
z—1 n=0 n=0

I —1 -1 1 -1 i z—i\" i (z—)"

z—1  l—di—z+4i 1—il-20 1-j 1—i) (1 —4)n+1
—1 n=0 n=0

I 1 1 11 i 1—i ”_i (1—d)"

z—1  z—i—14+4 z—i1-1=2 " 2—4 z—i) 4~ (z—i)nt!
z—1 n=0 n=0

In diesen Fillen gelten die Entwicklungen fiir |z — 1| > v/2, fiir |z —i| < v/2 und fiir |z —i| > V2.
Die Ergebnisse kénnen wir hier sofort in f(z) einsetzen und erhalten fiir den Fall 0 < [z—1| < v/2:

! I TR W Gl ) R N Chad Vi
‘ﬂ@_(z—D(z—U__(%—Dg;@—lwﬂ__ E:@_1wﬂ

Analog ergeben sich die Ausdriicke

> (- 1) >, (2 — iy = (i)
ﬂQZE:é_nLQ ﬂ@:—E:&_gm4 ﬂa=§:é_@L2
n=0 n=0 n=0

fiir [z —1| > /2, fiir 0 < |z—4| < v/2 und fiir |z—i| > /2. In diesem Fall hat man beim Einsetzen
keinerlei Probleme. Geht es aber um eine Funktion mit mehr als zwei Singularitdten oder eine
rationale Funktion (wie zum Beispiel f(z) = @—135%)7 wird die Sache schwieriger, denn man
muss ja jeden Term fiir sich entwickeln. In solchen Fillen hilft meist eine Partialbruchzerlegung,
in die man dann wiederum einfach einsetzen kann.
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13 Der Residuensatz

Die Funktion f habe folgende Eigenschaften: Es gibt ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet GG, in dem f mit Ausnahme endlich vieler Punkte
zj, j=1,..., N holomorph ist. Der geschlossene Integrationsweg C' soll
ganz in G'\ {z1,..., 2y} liegen.

Residuensatz: fc f(z)dz berechnen durch Deformierung des Weges, Ent-
wicklung von f in Laurentreihen um jede Singularitat (fiir 0 < |z —z;| <7,
Vertauschung von Reihenbildung und Integration «— nur Terme 2mia_; =
2miRes (f, z;) bleiben iibrig

Mehrfach umlaufene Punkte und jeweiligen Durchlaufungssinn durch
Ind (f, z;) beriicksichtigt, fithrt auf:

RESIDUENSATZ

G sei ein einfach zusammenhingendes Gebiet.
21, 22, ... 2N € G seien endlich viele (paarweise verschie-
dene) Punkte. Die Funktion f sei auf G \ {z1,...,2n}
holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossene Weg C|,
der ganz in G \ {z1, ..., 2y} verlauft:

N
=1

%Cf(z)dz = 2mi - Z (Res (f,z;) - Ind ¢(25))
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Berechnung der Residuen: Bei Polen k-ter Ordnung;:

1 ) dk—l N
Res (f;20) = h=1) lm o ((z = 20)" f(2))

Speziell fiir Pole erster Ordnung ergibt sich

Res (f;29) = lim [(z — 20) f(2)]

z—20

fiir Pole zweiter Ordnung erhélt man Res (f;29) = lim,_.., [ ((z — 20)? f(2))]. AuBer-

dem: Wenn f und g holomorph an zy sind und weiters f(zy) # 0, g(z0) = 0 und ¢'(2o) # 0

ist, dann gilt:
f_ o f(Zo)
Res (E,Zo) = () (9)

Auch aus einer Partialbruchzerlegung kénnen die Residuen meist direkt abgelesen
werden.

Beispiel: Die Funktion f(z) = =Gz hat an z = 4i einen Pol erster, bei z = —1

einen zweiter Ordnung. Fiir die Residuen an diesen Punkten erhalten wir:

Res(riti) = Jim { (e~ = e = e~ 2

Rl = limld%{<”1)2<z—z'>?z,+ ) - o)

I Z—1—2 —1 7 1
— 11m = — — = ——.
z——1 (z — i)2 (—1 —1)? 1+2:—1 2

Beispiel: Wir berechnen die Residuen von f(z) = ZZ4+_11 an den vier Polen erster Ordnung
z=+41,z=—-1,z=+4+1und z = —i.

2+1 . _ 2+l _1 241 .\ . z+l _ z2+z‘ —1+44

Res (z4717 +1) T 423 lz=41 2 Res (z4717 +Z> T o423 lz=+i = 4z2% lz=+i 4
z+1 . 1) _ z+1 _ z+1 . s\ z+1 _ z2+z‘ _ —1—3

Res (z4—17 1) T o423 lp=—1 0 Res (24—17 Z) 7423 lz=—i 42t lz=—i 4

Beispiel: Die rationale Funktion f mit der Partialbruchzerlegung

1 2 1 1 1

+

_ - i
S Al T P T o B Py

hat die Residuen Res (f;+1) =1, Res (f;—2i) = 2 und Res (f;+3) = —2.
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Beispiel: Wir berechnen dazu die Integrale
/ 2z +1
-5 dz
Cp 25— 72— 2

entlang der fiinf rechts dargestellten Kurven C; bis C5.
Zunachst einmal bestimmen wir Art und Lage der Resi-
duen: Die quadratische Gleichung 22 — z — 2 = 0 hat die

beiden Losungen 2 = % + ,/i +2 = % + % Also hat

flz) = 2 = € +212)J(;1_2) zwei Pole erster Ordnung an

z=—1und z = +2.
Nun berechnen wir an diesen Stellen die Residuen. Dafiir erhalt man

2241 2z4+1 =-2+1 1
es(f,—1) ZEIJ1(Z+ )(z+1)(2—2) A 72— 2 -1-2 3

2z+1 2z+1 4+1 5
es(£42) = =)y = A T =551 7 3

Im dritten Schritt bestimmen wir die Windungszahlen:
Indcl(—l) =+1 Ind 02(—1) =-1 Ind 03(—1) =0 Ind04(—1) =—1 Ind Cs(_l)
Inde, (+2) =+1 Inde,(+2) =+1 Inde(+2)=—-2 Inde,(+2) =0 Inde(+2)

Sy
[
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -2 =1 1 2 -2 -1 1 2

‘ CZ ‘ ‘
Cq

Jetzt steht dem Berechnen der Integrale nichts mehr im Weg:

=0
=0

f(z)dz = 2mi{Res(f,—1)Ind ¢, (f,—1)+ Res(f,4+2)Ind ¢, (f,+2)} =
C
= 2mi{t-14+32-1} =2mi-§ =4

f(z)dz = 2mi{s-(-1)+2-1} =2mi -3 =5

Co
@ = w05 (D)) =2 () - -
f(z)dz = 2mi{5-(-1)+2-0} =2mi-(—3) = %"
Cy
f(z)dz = 2mi{3-0+3-0}=0
Cs

Das letzte Integral erhédlt man bereits aus dem Cauchyschen Integralsatz, iiberhaupt
lassen sich sowohl dieser als auch die Cauchysche Integralformel als Spezialfille des
Residuensatzes auffassen (keine Singularitdt bzw. nur ein Pol erster Ordnung).
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14 Berechnung reeller Integrale mittels Residuensatz

Umformung reeller Integrale mittels Substitution oder durch Schlieen des Weges in der
komplexen Ebene auf ein komplexes Kurvenintegral.

e rationale Funktionen in sint und cost:
2
/ R(cost,sint) dt = 2mi Z Res (f(2), ),
0 |zj1<1
wobei f(z) = LR(3(z+ 1), 5-(z — 1)) ist.

e rationale Funktionen P(¢)/Q(t) mit Grad @ > 2 + Grad P, wobei @ keine reellen
Nullstellen besitzt:

/::%dt:%i > Res (%,zj)

Im z;>0

e Grad(@ > 1+ Grad P, wobei ) keine reellen Nullstellen besitzt:
TEP) o (P(Z) : )

—e" " dt =271 5 Res | ——=¢e'**, z;

e Q) Q(z) !

Im z;>0

daraus folgt weiter (Trennung von Real- und Imaginérteil):

oo P . P(z) iaz
ffoo % COS(CMt) dt = Re {271’2 Zlmzj>0 Res (ng)e y Zj) }

—

—

oo P . . P(2) Jiaz
fioo % Sln(at) dt = Im {27TZ Zlmzj>0 Res (ng)e 5 Z]> }

Beispiel: Wir berechnen das Integral [ = OQW m dt. Zunichst erhalten wir
1 1 z 1 z 1
f(z) =— 1 12 7 (9.2 2~ 4 )2 2
iz(b+45(2+2))2 i (222 4+52+2)2  4di(z+35)%(z+2)
Diese Funktion hat bei z = —% und z = —2 jeweils Pole zweiter Ordnung, nur z = —%

liegt dabei innerhalb des Einheitskreises. Fiir das Residuum an diesem Punkt ergibt sich:
1 d 1 d z
T < - 1. - — 2 et 1. P R

y 1 22 1,2 _ 5
= lim — ==+ =5
et \4i(z+2)2 4i(z+23) 9 27 2T

Insgesamt erhalten wir also

/2” 1 gt — i 5 107
——— At =27 —= = —.
o (b+4cost)? 27 27
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15 Der Satz von Rouché

Satz von Rouché: Wenn f und g holomorph innerhalb und auf einer einfach geschlossenen
Kurve C sind und auf ganz C gilt, dass |g(z)| < |f(2)| ist, so haben f+ g und f innerhalb
von C die gleiche Anzahl von Nullstellen. (,Kleine Stérungen dndern das prinzipielle
Nullstellenverhalten nicht.“) Dabei miissen Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit
gezéhlt werden, eine Nullstelle dritter Ordnung etwa zahlt fiir den Satz von Rouché wie
drei einfache Nullstellen.

Beispiel: Fiir das Polynom P(z) = 2! + 62" + 2° 4+ 2z + 2 zeigen wir zuerst, dass alle
Nullstellen innerhalb von |z| = 2 liegen, und dann, dass sich sieben innerhalb von |z| =1
befinden.

Wir wihlen nun f(z2) = 2% und g(z) = 627 + 2° + 2z + 2. Dann gilt fiir |2| = 2 auf
jeden Fall die Abschétzung:

9(2)| = 1627 + 2° + 2 + 2] < 6[27| + [2°] + |2] + 2 < |2'°] = | f(2)]

Der Satz von Rouche wird also anwendbar und sagt uns, dass f(z) und P(z) = f(z)+g(z)
innerhalb von |z| = 2 die selbe Anzahl von Nullstellen haben. f(z) = 2'° hat in z = 0
eine zehnfache Nullstelle, also muss auch auch P innerhalb dieses Kreises zehn Nullstellen
haben.

Fiir den zweiten Teil der Aufgabe withlen wir f(z) = 2! + 627 = 27(2% + 6) und
g(z) = 2° + z + 2. Die Dreiecksungleichung liefert uns wieder eine Abschiitzung, diesmal
fur |z = 1:

9(2)| =12 + 2+ 2| < |2°] + |2 +2 =4 <5 < 21 + 62T = | f(2)]
Nach dem Satz von Rouché haben f(z) und P(z) = f(z) + g(z) also innerhalb von

|z| = 1 gleich viele Nullstellen. Die neue Funktion f hat eine siebenfache Nullstelle bei

z = 0 und drei Nullstellen mit dem Betrag /6 > 1. Demnach hat auch P innerhalb des
Einheitskreises sieben Nullstellen.

Satz vom Null- und Polstellen zéhlenden Integral: G sei ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f
sei meromorph in G. C sei ein einfach geschlossener Weg mit C* C G, wobei auf C* keine Null- und
Polstellen von f liegen. Ny sei die Anzahl der Null-, Py die Anzahl der Polstellen von f in int(C), wobei
beide Arten so oft zu zihlen sind, wie es ihrer Vielfachheit/Ordnung entspricht. Dann gilt:

1
2mi Jo f(2)

dZ:fopf

. . . 7 4
Beispiel: Wir wollen das Integral I = f\z\:2 %

der Zihler im Integranden gerade die Ableitung des Nenners ist. Die Funktion f(z) = 28 4+ 22° + 62+ 7
hat keine Pole, und der Satz von Rouché sagt uns weiterhin, dass alle acht Nullstellen innerhalb des
relevanten Kreises |z| = 2 liegen, denn es ist ja [22° + 62 + 7| < 2|25 + 6|2 + 7 = 77 < 256 = |2®|. Der
Satz vom Null- und Polstellen zéhlenden Integral ergibt also mit Ny = 8 und Py = 0:

(28 +2254+62+7) . ‘
I = dz =2mi- Ny =16
/z_2 B2s 1647 o AT

dz ermitteln. Mit Adleraugen erkennen wir, dass
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