TECHNISCHE UNIVERSITAT GRAZ TU
INSTITUT FUR ANALYSIS UND ZAHLENTHEORIE Grazm

Marc Technau Wintersemester 2019/20

9.1.

9.2.

9.3.

Graz, den 28.11.2019

9. Ubung zur Algebra

(Beipiele fiir (nicht-)auflé6sbare Gruppen) (4 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Gruppen auflosbar sind:

(1) Alle abelschen Gruppen G;
(2) Alle Diedergruppen D,, (n € N);
(3) Alle symmetrischen Gruppen G, mit 1 < k < 4.

(Hinweis: Hier ist es gegebenenfalls schneller direkt mit der Definition zu arbeiten,
anstatt Kommutatorgruppen zu berechnen. Bei &, muss man ein wenig nachdenken,
kommt aber auch ohne viel Rechenarbeit zum Ziel.)

(b) Beweisen Sie Satz 5.30: Fiir n > 5 ist die symmetrische Gruppe &, nicht auflésbar.
(Hinweis: Ist N < &,, und &,,/N abelsch, so benutzen Sie

(123)0(345)0(123)10(345)1=(143),

um (1 4 3) € N einzusehen. Zeigen Sie auf dhnliche Weise, dass N alle 3-Zykel
enthélt. Folgern Sie hieraus N = A,,. Wie folgt dann, dass &, nicht auflosbar ist?)

(Vertraglichkeit von Auflosbarkeit mit diversen Gruppentheorie-Konzepten) (4 Punkte)
Beweisen Sie Korollar 5.27: Untergruppen auflosbarer Gruppen sind auflosbar und homo-
morphe Bilder von auflésbaren Gruppen sind auflésbar (d.h. isty): G — H ein Grupperhomo-
morphismus, und G auflosbar, so ist auch im) auflosbar). Ist G eine Gruppe mit auflésbarem
Normalteiler N und auflésbarer Quotientengruppe G/N, so ist auch G auflésbar.

(Radikalerweiterungen und Aufl6sbarkeit; qualitativ) (4 Punkte)
Alle Adjunktionen in der folgenden Aufgabe sind beziiglich der Kérpererweiterung C/Q
zu verstehen. Fiir jede komplexe Zahl z sei 3/z eine beliebige Kubikwurzel von z. (Zur
Erinnerung: Fiir z # 0 haben Sie drei verschiedene Moglichkeiten fiir ,,3/z“. Hier geht es
nur darum, sich darauf geeinigt zu haben, bei mehrfachem Auftreten von 3/z stets dieselbe
Zahl zu meinen.) Das irreduzible Polynom P = X® —2X® —1 € Q[X] hat in C die sechs

Nullstellen ¢3¢ V1+ 42 (k=1,2,3) mit ¢ =exp(2mi/6) und bei R/Q mit R = Q(x;) und
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X, = ¥'1+ v2 handelt es sich um eine Radikalerweiterung, denn wir haben R = Q(xg, x7)
mit x, = v/2 und
x8’=8€Q und xf=3+2«/§€@(x0).

Nun sei L/Q mit L C C der Zerfillungskérper von (X°®—1)P.

(a) Verfahren Sie wie im Beweis von Lemma 5.28 und konstruieren Sie einen Korperturm
(mit zugehorigem Turm von Galois-Gruppen) der Form
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wobei in jedem ,Schritt K — K(x)“ nur ein Element x € L mit x® € K adjungiert
werden soll. Bei der Betrachtung der Liste ,,x;1,X;,,...,X;,“ (in der Notation aus
dem Beweis von Lemma 5.28) diirfen Sie Wiederholungen vermeiden, um unnétig
viele triviale (Grad 1) Schritte in Threm Turm zu vermeiden.

(b) Bestétigen Sie ohne Lemma 5.24, dass fiir jedem Ihrer Schritte K — K(x) die zuge-
horige Faktorgruppe Gal(L/K)/ Gal(L/K(x)) abelsch ist.
(Hinweis: Betrachten Sie [K(x) : K ]; Damit, und zusammen mit Ihrer Kenntnis klei-
ner Gruppen, sollte die Frage schon fast banal sein.)

9.4. (Radikalerweiterungen und Auflésbarkeit; explizit) (4 Punkte)
Wir behalten die Notation aus Aufgabe 9.3 bei.

(a) SeiL’/Qmit L’ C L Zerfallungskorper von P. Zeigen Sie L’ = L und folgern Sie, dass
Gal(L/Q) treu auf den Nullstellen von P operiert.

(b) Bestimmen Sie G = Gal(L/Q), indem Sie feststellen, welche Permutationen der Null-
stellen von P durch G bewirkt werden konnen.
(Hinweis: Sie konnen dhnlich wie in Aufgabe 8.1 (a) vorgehen. Am Schluss sollten
Sie sehen, dass G isomorph zur Diedergruppe D, mit 12 Elementen ist.)

(c) Berechnen Sie zu Ihrem Korperturm aus Aufgabe 9.4 fiir jeden darin enthaltenen Kor-
per Z auch die zugehorige Galois-Gruppe Gal(L/Z) in dem Sinne, dass Sie feststel-
len, welche Permutationen der Nullstellen von P von Gal(L/Z) < G bewirkt werden
konnen.

Wichtige Bemerkung: Das aktuelle Blatt erhoht die zur Notenberechnung herangezogene Ge-
samtpunktzahl nur um 3 x 4 = 12 Punkte, Sie konnen aber bis zu 16 Punkte erreichen.



