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1. Ubung zur Einfiihrung in die komplexe Analysis

1.1. (Kettenregel und Umkehrregel) (4 Punkte)

(a) Beweisen Sie die (komplexe) Kettenregel: Es seien U,V C C zwei offene Mengen,
f:U—V und g: V — C zwei Funktionen, und f sei in z, € U komplex-differen-
zierbar, sowie g in f(z,). Dann ist auch g o f : U — C in 2, komplex-differenzierbar
und es gilt (g o f)'(20) = &'(f (20))f"(20)-

(b) Beweisen Sie die folgende Umkehrregel: f: U — C sei holomorph auf einer offe-
nen Menge U C C und f': U — C\ {0} sei stetig und stets von Null verschieden.
Dann gibt es zu jedem 2z, € U eine offene Umgebung V auf der f injektiv ist und die
Umkehrfunktion f~': f(V) = V von f|,: V — f(V) im Punkt w, = f(z,) komplex-
differenzierbar ist und (f 1)/ (w,) = 1/f'(z,) erfiillt.

(Hinweis: Die schwierige Kern dieser Aussage ist IThnen bereits aus der reellen Ana-
lysis als Satz iiber lokale Umkehrbarkeit bekannt. Hauptaufgabe ist es hier also nur
noch zwischen C und R? geeignet zu iibersetzen.)

1.2. (Logarithmus)
Beweisen Sie eXP(Z:; %z”) =1+z fiir z € C mit |z] < 1.

(Hinweis: Bestimmen Sie die Ableitung des Quotienten beider Seiten.)

1.3. (Spiegelung) B (4 Punkte)
Essei U offen, U = {2 : z € U } das Bild von U unter der komplexen Konjugation - : C — C,
x +iy = x —iy und f: U — C holomorph. Betrachten Sie die Abbildung f: U — C

gegeben durch f(z) = f(2):

v ——c

T ——c.

Zeigen Sie, dass f holomorph ist. (Hinweis: Reelle Kettenregel in C = R2.)

1.4. (Mobius-Transformationen)
Fiir ein Symbol oo ¢ C setze man ¢ = Cu{oco}. Fiir komplexe Zahlen a, b, c,d € C mit
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ad — bc # 0 nennt man die Abbildung

b
azid falls z ¢ {—d/c, o0},
b - . cz
T=T, ;:C>C, z2—4o falls z =—d/c,
a/c falls z = oo

eine Mobius-Transformation. (Im Fall ¢ = 0 sind in der obigen Definition und im Rest der
Aufgabe —d/c und a/c jeweils als oo zu verstehen.) Zeigen Sie:

(a) Fir geeignete a,f,y € C hat man T = T, o Tlo’o1 o Tol’lﬁ , also ein kommutatives
Diagramm

Tg”f:(wﬁk ¢ T =(z1/2) & / =(z—az+7)

(b) T bildet C bijektiv auf C ab.

(@ Tley—dse: C\ {=d/c} — C\ {a/c} ist holomorph mit nirgends verschwindender
Ableitung.

(d) Unter einer Kreislinie - verstehen wir den Rand einer Kreisscheibe und unter einer
Geraden ¥ mit oo verstehen wir die Vereinigung von einem eindimensionalen affi-
nen R-Untervektorraum von C mit {oco}. Dann induziert T eine Selbstabbildung der
Menge von Kreislinien und Geraden; Praziser gilt fiir € {#, £}

Kreislinie falls —d/c ¢ &,

T(X) ist eine .
Gerade mit co falls —d/ce Z.
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(Hinweis: Uberzeugen Sie sich, dass es dank der ersten Teilaufgabe im Wesentlichen
geniigt, den Fall (a, b,c,d) = (O_, 1,1,0) genauer zu untersuchen; Hierbei hilft viel-
leicht die Kreisgleichung zz +zf3 + fz +r =0.)




