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8. Ubung zur Einfiihrung in die komplexe Analysis

8.1. (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) (4 Punkte)
Sei U eine in der Teilraumtopologie der abgeschlossenen oberen Halbebene {z € C :
Imgz > 0} offene Menge. Wir setzen

U={z€U:Imz>0} und U={z:z2€U}={x—iy:x+iyeU},

wobei - hier die komplexe Konjugation bezeichne (und nicht etwa das Abschliel3en einer
Menge in einer Topologie). Ferner sei f : U — C eine auf U stetige Funktion, die in U°
holomorph ist und auf U NR reellwertig ist. Dann lasst sich f durch wie folgt zu einer auf
U U U holomorphen Funktion f: UUU — C fortsetzen:

: . |f(z) firzeU, vuu 7 4
IO=\E fwsen, ™ f\ ----- --------- \--—*R
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8.2. (Fortsetzen funktioniert nicht immer) (4 Punkte)
Es sei U C C eine beliebige offene Menge, die den Einheitskreisscheibe D, sowie einen
Punkt { € DD enthélt. Dann besitzt die holomorphe Funktion f : D — C, gegeben durch
Z — Z::o 2", keine Fortsetzung zu einer auf U holomorphen Funktion; d.h. es gibt keine
holomorphe Funktion U — C, welche das folgende Diagramm kommutativ macht:

(Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Morera (Satz 3.6).)
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U
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(Hinweis: Betrachten Sie f (r exp(2mix)) fir x e Qund r " 1.)

8.3. (Garbe von Halmen stetiger Funktionen)
Fiir eine offene Teilmenge U C R sei ¢ (U) die Menge aller stetigen Funktionen f : U — R.

Geben Sie Thre Losung bitte digital bis zum 03.12.2020, 23:55 Uhr, im zugehorigen TeachCenter-
Kurs ab. Dort und auf der Vorlesungswebseite finden Sie auch weitere Informationen.
https://tc.tugraz.at/main/course/view.php?id=3113
https://www.math.tugraz.at/“mtechnau/teaching/2020-w-einf-kompl-analysis.html


https://tc.tugraz.at/main/course/view.php?id=3113
https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/teaching/2020-w-einf-kompl-analysis.html

8.4.

Zwei Funktionselemente (f;, U;) und (f,, U,) mit x € U;NU, sollen bei x dquivalent heil3en
(in Zeichen: (f;,U;) ~, (f5, U,)), wenn f; und f, auf einer offenen Umgebung V € U, NU,
von x iibereinstimmen. Wir definieren %, als {(f,U) : U € Roffen, x € U, f € €(U)}
modulo dieser Aquivalenzrelation und betrachten ¢ := ). cg G- Analog zur Diskussion
von (). .. 7 aus der Vorlesung stattet man % nun mit der feinsten Topologie aus, be-
zliglich der alle Schnitte s;: U — €, x — [(f,U)],, mit allen offenen U € R und allen
f € 6(U) stetig sind.

Zeigen Sie, dass 6 kein Hausdorffraum ist (d.h. finden Sie zwei Punkte [(f;,U;)],, und
[(f1,Us)]y, in 6, fiir die es keine zwei offenen Umgebungen V;,V, € 6 der jeweiligen
Punkt gibt mit V; NV, = 0).

(Fortsetzen funktioniert trivialerweise, wenn man schon eine Fortsetzung hat)
Es sei U C C ein Gebiet, f € #(U) und 2z, € U. X bezeichne die Menge aller Keime %, =
[(f1,U1)],, derart, dass es einen Weg y: [0,1] — U in U gibt, sodass £, durch analytische
Fortsetzung von [(f,U)],, entlang y entsteht. Zeigen Sie:
(a) X ist offen in (-], . 7.
b X={[(f,U)],:z€U}. (Hinweis: Hier muss man ein wenig Tiifteln.)
(c) Die bekannte Projektion 7t: |-). . 5% — C ist eingeschrankt auf X injektiv.
(d) Zu jedem Weg v: [0,1] — U gibt es eine Hochhebung ¥ beziiglich 7|z, also eine
stetige Abbildung 7: [0,1] — X, welche das folgende Diagramm kommutativ macht:



