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12. Ubung zur Einfithrung in die komplexe Analysis

12.1. (Satz von Hurwitz) (4 Punkte)
Beweisen Sie Satz 6.3: Es sei (f,), eine kompakt konvergente Folge holomorpher Funk-
tionen f,: U — C auf einem Gebiet U C C. Aufderdem seien a € C und m € N gegeben
und fiir jedes f, sei die mit Vielfachheiten gezidhlte Anzahl von a-Stellen von f hochstens
m. Dann ist die Anzahl der a-Stellen der Grenzfunktion f entweder auch hochstens m
oder f ist konstant a.

12.2. (GleichmélSige Konvergenz) (4 Punkte)
Es sei (f,,), eine Folge ganzer Funktionen, die auf C gleichmaf3ig gegen eine Grenzfunk-
tion f: C — C konvergiere. Zeigen Sie dann, dass fiir alle hinreichend grol3en n die
Funktionen f, — f jeweils konstant sind.

(Bemerkung: Diese Aufgabe mag als Erklarung dafiir dienen, weshalb man in der kom-
plexen Analysis lieber mit lokal gleichméal3iger (Aquivalent: kompakter) Konvergenz ar-
beitet.)

12.3. (Die Gammafunktion)
Wir betrachten die rechte Halbebene H = {z € C : Re(z) > 0}. Im Folgenden schreiben
wir t* := exp(log(t)z) fiir reelle, positive t, wobei log(t) den {iiblichen reellen Logarith-
mus von t bezeichne. Beweisen Sie:
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(a) Esgilt J exp(—t)t* 1dt = Z (=1) fiir alle z € H.
0 ~ nl z+n

(Hinweis: Potenzreihendarstellung und [ >, =3 ()
(b) Die durch

I'"H—>C, z~ J exp(—t)t* 1 dt
0

definierte Funktion ist holomorph.
(c) T léasst sich zu einer auf ganz C \ (Z \ N) holomorphen Funktion fortsetzen.
(d) Esgilt T'(z + 1) =2I'(z) fiir alle z € H und T'(1) = 1.

Bei allen hier auftretenden Integralen sollten Sie sich auch kurz iiberlegen, weshalb diese
existieren.

Geben Sie Thre Losung bitte digital bis zum 21.01.2021, 23:55 Uhr, im zugehorigen TeachCenter-
Kurs ab. Dort und auf der Vorlesungswebseite finden Sie auch weitere Informationen.
https://tc.tugraz.at/main/course/view.php?id=3113
https://www.math.tugraz.at/ “mtechnau/teaching/2020-w-einf-kompl-analysis.html


https://tc.tugraz.at/main/course/view.php?id=3113
https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/teaching/2020-w-einf-kompl-analysis.html

12.4. (Die Riemannsche Zetafunktion)
Potenzen und die Gamma-Funktion T' seien wie in Aufgabe 12.3 definiert. Fiir s € C mit
Re(s) > 1 und reelle t > 0 definiere

oo

{(s) = Z% und 9(t) = Zexp(—ﬂ:nzt).
n=1 nez

Zeigen Sie:
(@) {:{seC:Re(s)> 1} — C ist holomorph,

(b) J exp(—mn?t)t®/P71dt = 772 (s/2)n"",
0

o
(© 72I(s/2)¢(s) = %f t6/271( () — 1) de.
0
Bemerkung: Zusammen mit der Formel #(t) = t~/29(1/t) (die man mit Hilfe der Pois-
sonschen Summenformel und Beispiel 2.13 beweisen kann) lasst sich nachweisen, dass
die rechte Seite der Gleichung in Teil (c) invariant unter der Ersetzung s — 1 —s ist.
Damit kann man sich dann tiberlegen, dass sich {: {s € C : Re(s) > 1} — C analytisch
zu einer Funktion {: C\ {1} — C fortsetzen lésst. Diese Funktion und die Mysterien ihrer
Nullstellenverteilung im sogenannten kritischen Streifen {z € C : 0 < Re(z) < 1} spielen
eine fundamentale Rolle in der analytischen Zahlentheorie. Mehr dazu erfahrt man in
einschldgigen Spezialvorlesungen im Master-Studium.



