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13. Ubung zur Algebra

(Freie Moduln)
Beweisen Sie Proposition 6.10: Sei I eine beliebige Menge. Fiir jeden R-Modul M und jede
Abbildung G: 1 — M gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus g: RP — M mit

g(i)=G() fiirallei e1I:

RO ___ Tt

Man hat einen Isomorphismus von abelschen Gruppen
Abb(I, M) —— Homyz(R"", M), G+~—>g.

Ist R kommutativ, so handelt es sich sogar um R-Modulisomorphismen.
(Hinweis: Im Wesentlichen braucht man sich blof§ auf Satz 6.7 (3) berufen. Vermutlich
fallt Thre Losung hier also sehr kurz aus.)

(Freie Moduln und Faktormoduln)
Wir betrachten den Z-Modul Z[i] = {z € C : Rez € Z, Imz € Z } der ganzen gaufsschen
Zahlen (mit der offensichtlichen Addition und Skalarmultiplikation), sowie die zwei Un-
termoduln U =Z(—3 +1i) :={A(—3+i): A€ Z} und V = Z(6 + 2i) von Z[1i].

(a) Zeigen Sie, dass Z[i] ein freier Z-Modul ist.

(b) Zeigen Sie, dass der Faktormodul Z[i]/U frei ist.

(c) Zeigen Sie, dass der Faktormodul Z[i]/V nicht frei ist.
(Hinweis: Kann in einem freien Z-Modul M die Gleichung Am = 0,, mit A € Z\{0,}
und me M \ {0,,} gelten?)

Geben Sie Thre Losung bitte digital bis zum 16.01.2022, 23:55 Uhr, im zugehorigen TeachCenter-
Kurs ab. Dort und auf der Vorlesungswebseite finden Sie auch weitere Informationen.
https://tc.tugraz.at/main/course/view.php?id=1518
https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/teaching/2021-w-algebra.html
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13.3.

Hinweis: Folgendes ist vielleicht hilfreich:
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(Gezeichnet sind die Untermoduln U bzw. V [jeweils schwarze Punkte] im Modul Z[i]
[alle Punkte]. Der Nullpunkt ist durch ein Quadrat markiert und die Pfeile deuten jeweils
auf —3+i€eUbzw. 6+2i€V.)

(So technisch, dass es wohl ein Hilfssatz sein muss...)
Sei K ein Korper und B € K™" eine beliebige quadratische Matrix. Wir fassen B auch als
Matrix tiber K[X ] auf und betrachten die Matrix
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mit Spalten A,,,...,A,,. Seinun P = (P,,...,P,) € (K[X])" ein beliebiges Element. Zei-

gen Sie, dass es Polynome Q,,...,Q, € K[X] und Korperelemente ry,...,r, € K gibt

derart, dass

P, n riX° Q, X’

=D+ | =A |+

P, j=1 r,X° Q, r,X°

(Hinweis: Fiihren Sie eine Induktion iiber max degP;. Fiir den Induktionsschritt kon-
<
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nen Sie Polynomdivision benutzen: Ziehen Sie ein geeignetes (polynomielles) Vielfaches
einer geeigneten Spalte A,; von P ab, um den Grad eines der P;-Eintrdge zu verringern.)



