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6. Ubung zur Einfiihrung in die Algebra

6.1. (Firbungen eines Quadrats)
Die Gruppen C, und D, , operieren auf den Ecken E eines Quadrats durch Drehung bzw.
Drehung und Spiegelung (vgl. das Beispiel tiber Satz 2.16, sowie Aufgabe 5.2).

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Farbungen von E mit drei! Farben unter
der Operation von C,.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Farbungen von E mit drei Farben unter
der Operation von D,,.

(c) Geben Sie zwei Farbungen von E mit drei Farben an, welche unter der Operation
von C, zu verschiedenen Bahnen gehoren, aber beziiglich der Operation von D, , in
derselben Bahn liegen.

6.2. (Untergruppen von G;) (4 Punkte)
(a) Finden Sie ein Element o € G5 mit Ordnung 6.

(b) Zeigen Sie, dass G kein Element mit Ordnung 15 enthalt.
(Hinweis: fiir o € &4 operiert die Gruppe (o) auf M = {1,...,5} durch Funktions-
auswertung. Uberlegen Sie sich, wie die Ordnung von o mit den Bahnen zusammen-
héngt, in welche M unter der genannten Operation zerféllt.)

(c) Zeigen Sie, dass &5 keine Untergruppe der Ordnung 15 enthalt, obwohl 15 ein Teiler
von #G6; =5!=120=15-8 ist.
(Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die aus Proposition 3.5 folgende Tatsache benut-
zen, dass jede Gruppe der Ordnung 15 zyklisch ist.)

6.3. (Exponentialbewertung) (4 Punkte)
Es sei p eine Primzahl. Fiir n € Z definiere dann v,(n) := sup{v € N, : p” teilt n}. (Fiir
alle n # 0 darf man ,,sup“ durch ,max* ersetzen; fiir n = 0 hat man v,(0) = +00.)

(a) Zeigen Sie: fiir a, b € Z gilt v,(ab) = v,(a) + v,(b).
(Hinweis: Fir ab = 0 gilt die obige Gleichung bei richtiger Konventionswahl auch,
Sie diirfen sich aber auf den Fall ab # 0 beschréanken. ,,>* ist nicht schwierig. Fiir die
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umgekehrte Ungleichung kann man mittels Lemma 3.2 argumentieren.)

(b) Im Beweis von Satz 3.1 kam die folgende Aussage vor (mit Notation wie dort):

Geben Sie Thre Losung bitte am 27.04.2023 vor der Vorlesung ab.
https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/teaching/2023-s-einf-algebra.html
IFarbungen, bei denen nicht alle drei Farben wirklich benutzt werden, sollen hier ebenfalls gezihlt werden.


https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/teaching/2023-s-einf-algebra.html

G(A,) sei eine Bahn, deren Linge #G(M,) =[G : G, 1 = #G/#G _,, nicht
durch p™*! geteilt wird. Dann ist p" ein Teiler von #G Mo+

Benutzen Sie (a), um die oben gemachte Aussage iiber Teilbarkeit von #G My durch
p" zu begriinden.

6.4. (Gruppen der Ordnung 12)

(a) Zeigen Sie, dass jede Gruppe G der Ordnung 12 einen Normalteiler N # {1}, G be-
sitzt. (Hinweis: Uberlegen Sie sich mittels Satz 3.3 (3), wie 2- bzw. 3-Sylowgruppen
es in G geben kann. Uberlegen Sie sich ferner, wie viele Sylowgruppen in G iiberhaupt
Platz haben. Um Normalitit einer Sylowgruppe zu folgern, diirfen Sie Korollar 3.4
benutzen.)

(b) Es bezeichne P, eine 2-Sylowgruppe von G und P; sei eine 3-Sylowgruppe von G.
Geben Sie fiir jeden der folgenden drei Fille ein Beispiel (mit Begriindung!) fiir eine
Gruppe G mit Ordnung 12 und den geforderten Eigenschaften an:

(1) ,<Gund P;4G, (2) P,<GundP; 4G, (3) P,4Gund P,<G.



