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3. Ubung zur Linearen Algebra 2

3.1. (Formale Ableitung) (4 Punkte)
Sei K ein Korper und V = K[X]=® der K-Vektorraum aller Polynome f iiber K mit deg f <
3. Fiir ein Polynom f = > _. a,X" € K[X] definieren wir seine formale Ableitung f’ €
K[X]als f' =3 ., na,X""! Wir betrachten die Abbildung

D:V-YV, f—f.
(a) Zeigen Sie, dass D linear ist und bestimmen Sie die Darstellungsmatrix M5 5 (D) von
D beziiglich der geordneten Basis 8 = (X° X!, X2,X%) von V.
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorigen Eigenrdume von D fiir K = R.
(c) Was andert sich an der Losung zu (b), wenn man K = F, betrachtet?
3.2. (Polynomdivision) (4 Punkte)
Wir betrachten Polynome iiber dem endlichen Korper F,. Bestimmen Sie fiir die in den

Teilaufgaben spezifizierten g und fiir f = X? + X + 1 jeweils Polynome q,r € F,[X],
sodass g = qf +r ist und deg(r) < 2 gilt.

(a) g=Xx°.
(b) g=X°+X>+X*+X3.
() g=X"+X°+1.
(d) g=x°
(e g=X8+X"+X+X°+X3+X.
) g=X+X>+X*+X3.
3.3. (Restklassenkérper) (4 Punkte)

Sei f := X?>+X + 1 € F,[X]. Wir betrachten die Relation ~ auf F,[X] definiert durch
g1 ~ g, genau dann, wenn es ein h € F,[X ] gibt mit g; = g, + hf.

(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich ~ und geben Sie jeweils
einen Reprdsentanten dieser Restklassen an. (Hinweis: Satz 6.2.8.)

(c) Fiir g,,85,81,8, € F,[X] gelte g ~ g, und g; ~ g,. Zeigen Sie, dass dann auch
g1+81~ & +&und g, ~ g, gilt.

Geben Sie Thre Losung bitte bis zum 30.04.2024, 16:00 Uhr, im zugehorigen PANDA-Kurs ab.
https://panda.uni-paderborn.de/course/view.php?id=55381



https://panda.uni-paderborn.de/course/view.php?id=55381
https://panda.uni-paderborn.de/course/view.php?id=55381

(d) Geben Sie mithilfe der Reprédsentanten aus Aufgabenteil (b) eine Additions- und eine
Multiplikationstafel fiir die ~-Restklassen an.

3.4. (Zerlegung in K[X]) (4 Punkte)
Sei K ein Korper und K[X ] der zugehorige Polynomring.

(a) Zeigen Sie: fiir f,g,h € K[X] mit h # 0 folgt aus der Gleichung f - h = g - h bereits
f = g. (Hinweis: Benutzen Sie die Gradformel.)

(b) Belegen Sie durch ein Beispiel, dass aus der allgemeineren Gleichung f -h = g - p fiir
Polynome f,h, g,p € K[X] mit g,p # 0 nicht f = g zu folgen braucht.

(c) Fiir m,n € N gelte im Polynomring K[X ] die Gleichung
X=x)) X =xp) =X =y1) - (X —yn)

fiir gewisse xq,..., X, Y1,---, Yy Zeigen Sie, dass m = n gilt und es eine Permuation
o €S, gibt derart, dass x; = y,; fiir allei € {1,...,m} gilt.

(Hinweis: Zeigen Sie zundchst m = n. Fiihren Sie anschlief3end einen Induktionsbe-
weis iiber m. Zeigen Sie, dass x,, als ein y, vorkommt und benutzen Sie (a).)



