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7. Ubung zur Linearen Algebra 2

7.1. (Kreuzprodukt, II) (4 Punkte)
Sei (_, ) das Standardskalarprodukt auf dem R*® und %8 = (b, b,, b;) sei eine Orthonor-
malbasis des R® beziiglich (_, ). Mit ,x“ sei das Kreuzprodukt aus Aufgabe 6.4 bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie M 4(f) fiir die lineare Abbildung f: R* - R?, v — v x b;.
(b) Bestimmen Sie M 4(g) fiir die lineare Abbildung g: R* —» R?, v — v —2(b;, v)b;.

(x) (Ohne Punktwertung, zur Diskussion in den Ubungen:)
Beschreiben Sie, was die Abbildungen f und g geometrisch bewirken.

7.2. (Orthogonales Komplement) (4 Punkte)
Sei V = R® ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt. Wir betrachten den Unterraum
A+ Aq
24, + A,
U= Asg eV:ilA,ApA;€ER
A— Ay
—A + A,

Bestimmen Sie eine Basis fiir das orthogonale Komplement U+ von U:

Ult={veV:(uv)=0firalleueU}.

7.3. (Folgenraum) (4 Punkte)
Sei
V=R™:={a=(a,),cy: es gibt k € N mit a, = 0 fiir alle n > k }

der R-Vektorraum der abbrechenden reellen Folgen.

{(a,b) == i a,b,
n=1

ein Skalarprodukt auf R™ definiert wird.

Hinweis: Die Definition dieses Skalarprodukts sieht aus, als wiirde sie unendliche Sum-
men nutzen. Da aber nur abbrechende Folgen betrachtet werden, treten tatsdchlich nur
endliche Summen auf.

(a) Zeigen Sie, dass durch
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7.4.

(b) Fiir i € N sei ¢; € V die Folge mit dem Eintrag 1 an der i-ten Stelle und Null sonst.
Sei U € R®™ der Unterraum

U:=(e,—ej,e3—eq,...).
Bestimmen Sie U und zeigen Sie, dass U @ U+ # R™ ist.

(Abstand windschiefer Geraden) (4 Punkte)
Wir betrachten zwei windschiefe Geraden L = b+ Rv € R® und L’ = b’ + Rv' C R?,
d.h. die Vektoren v,v’ € R? sind linear unabhingig sind und es ist L N L’ = @ (iquivalent
dazu: (b—b’, v, V") ist linear unabhingig). Wir interessieren uns fiir den minimalen Abstand
d(L,L) := min{|[w—w'||:we L,w € L'} zwischen L und L’.

(a) Zeigen Sie: Sind u € L und v’ € L’ mit (u—u') L v,v’, so gilt d(L,L") = |[u—u'|.
(Hinweis: Das ist eine Anwendung des Satzes von Pythagoras, welche Sie schon aus
der Losung von Aufgabe 6.3 kennen. Betrachten der obigen Skizze mag hilfreich
sein.)

(b) Wir schreiben x := b — b’. Um Punkte u und u’ wie in (a) zu bestimmen, suchen wir
Skalare A, A/, u € R mit
x+Av—AV —u(vxv)=0. (@D

(Dann erfiillen u = b+ Av und u’ = b’ + A’v’ die Voraussetzung von (a).)
Wenden Sie (_,x xv), (_,vxv’)und (_,x xv’) auf (L) an und leiten Sie daraus eine
Formel fiir d(L, L’) her.

2 1 1 1
(c) Bestimmen Sie d 21+R| 5 I,L|2]|+R| -1
1 -2 0 1
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