GANZWERTIGE POLYNOME

ZUSAMMENFASSUNG. Wir untersuchen Polynome f € C[X], die fiir alle ganzzahligen Argumente ganzzahlige Werte pro-
duzieren, sogenannte ganzwertige Polynome. Beispiele fiir solche Polynome sind durch die sogenannten Binomialpolynome

(X) _XX—D-(X—n+1

n n!

gegeben. Wir sehen, dass sich alle ganzwertigen Polynome in einfacher Weise durch diese Binomialpolynome erzeugen
lassen. Wir behandeln dabei [1, S. 10-11, E.10] und schlieBen mit einigen interessanten Faktorisierungseigenschaften
ganzwertiger Polynome, die man in [2] findet.

1. BINOMIALPOLYNOME

1.1. Definition und erste Eigenschaften. Wir definieren die Binomialpolynome durch

X X\ XX-D--X—-n+1) 17"
(1.1) Py = =1, P,i= = XX DX —on e )=—1_[(X—k)
0 n n! n!
k=0
firn = 1,2,3,...; Das folgende Lemma zeigt zwei einfache Eigenschaften der Binomialpolynome:

Lemma 1.1.

X
(1) ( ) ist ein Polynom vom Grad n.
n

X X
(2) Fiirn,x € Nomit0 <n < x ist ( ) ausgewertet bei x = der Binomialkoeffizient ( )
n n

Beweis. Das folgt sofort aus der Definition (1.1). O

Man beachte, dass der Binoialkoeffizient auf der rechten Seite in Lemma 1.1 (2) nur fiir 0 < n < x definiert ist,
das Einsetzen von x in das Binomialpolynom auf der linken Seite jedoch fiir beliebige x € Z (oder, allgemeiner: fiir
x € C) Sinn ergibt.

1.2. Ganzwertigkeit der Binomialpolynome. Zur Einstimmung betrachten wir ein Beispiel.
X\ X(X-1

2] 2

ist fiir x € Z entweder x oder x — 1 gerade. Darum ist x (x — 1)/2 fiir jedes x € Z eine ganze Zahl.

Beispiel 1.2. Das Polynom P, = ( nimmt auf ganzen Zahlen nur ganzzahlige Werte an. In der Tat

Wir wollen nun das obige Beispiel verallgemeinern.
. : X : :
Satz 1.3. Sei n € Ng. Dann ist das Polynom P, = ( ) ganzwertig, d.h. es ist Pn(x) € Z fiir alle x € 7.
n
Der Beweis erfolgt mittels Induktion. Zur Vorbereitung fithren wir etwas Notation ein. Fiir ein Polynom f € C[X]

sei Af das Polynom f(X + 1) — f(X). Wir erhalten somit eine Abbildung A: Q[X] — Q[X].

Lemma 14. A: C[X] — C[X] ist Q-linear, wenn man C[X] in der offensichtlichen Weise als C-Vektorraum auffasst.
Zudem gilt deg(Af) = (deg f) — 1 fiir alle f € C[X]\ {0}.

Beweisidee. Nachrechnen. O

, X X
Lemma 1.5. Fiirn e N gzltA( ) = ( 1).
n n—

Beweis. Firn =1ist APy = P1(X+1)—P1=X+1—X =1= Py. Firn > 2 hat man

X X +1 X 1 1 !
THRURRGRS
k=0 k=0
n—2

] 1 (n—1)—1 X
= ([X+1]—[X—n+1]); H(X—K) = n—1)! l_[(X—K) = (n—l)' O
k=0 " k=0
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Beweis von Satz 1.3. Wie angekiindigt, fithren wir eine Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist Pp = 1 trivialerweise
ganzwertig. Sei nun also die Ganzwertigkeit von P, _; bereits fiir ein n € N bewiesen. Wir zeigen nun, dass dann auch
P, ganzwertig ist. Genau genommen zeigen wir mittels Induktion, dass P, (x) fiir alle x = 0, 1,2, ... ganzwertig
ist; Fiir negative x ldsst sich dhnlich argumentieren. Fiir x = 0 ist die Behauptung dank P,(0) = 0 € Z klar
(siche (1.1)). Sei nun fiir ein x € Ny bereits die Ganzzahligkeit von P, (x) bekannt. Wegen Lemma 1.5 haben wir
Pp(x 4+ 1) — Py(x) = Pp—1(x) fiir alle x € Z. Der zweite Summand (P, (x)) ist dank unserer Induktionsannahme
in der Induktion iiber x ganzzahlig und P,—;(x) ist dank unserer Induktionsannahme von der Induktion iiber n als
ganzzahlig bekannt. Daraus folgt P,(x + 1) = P,—1(x) + Pn(x) € Z. ([

2. CHARAKTERISIERUNG GANZWERTIGER POLYNOME

Wir erinnern an die Definition aus Satz 1.3. Ein Polynom P € C[X] heiit ganzwertig, wenn P (x) fiir alle x € Z in
Z liegt. Die Menge aller ganzwertigen Polynome wird mit Int(Z) bezeichnet. Selbstverstindlich sind alle Polynome mit
ganzzahligen Koeffizienten ganzwertig, d.h. wir haben Z[X] C Int(Z). Andererseits zeigt Beispiel 1.2 bzw. Satz 1.3,
dass Int(Z) echt mehr Polynome enthilt als Z[ X ]. Umgekehrt ist natiirlich aber auch nicht jedes Polynom mit rationalen
Koeffizienten ganzwertig (z.B. (1/2)X° ¢ Int(Z)). Wir haben daher eine Inklusionskette

Z ¢ Z[X] ¢ Iny(Z) & C[X]
und alle darin auftretenden Inklusionen sind strikt.
2.1. Charakterisierung iiber Binomialpolynome. Die folgende Proposition besagt, dass unsere Betrachtung von

Polynomen in C[X] fiir die Untersuchung ganzwertiger Polynome unnétig allgemein ist: Es geniigt, sich auf Polynome
mit rationalen Koeffizienten zu beschréinken.

Proposition 2.1. Int(Z) € Q[X].

Beweisskizze. Sei f € Int(Z). Dann lassen sich die Koeffizienten von f durch Polynominterpolation aus seinen
Werten f(0), f(1),..., f(deg f) rekonstruieren. Da jene Werte nach Voraussetzung alle ganzzahlig sind, liefert die
Polynominterpolation allenfalls rationale Koeffizienten. Das zeigt f € Q[X]. Also gilt Int(Z) € Q[X]. Wegen
(1/2)X° ¢ Int(Z) ist die Inklusion strikt. O

Man kann leicht nachpriifen, dass es sich bei Int(Z) tatsdchlich um einen Teilring von Q[X] handelt. In diesem
Abschnitt zeigen wir die folgende Charakterisierung ganzwertiger Polynome:

X
Satz 2.2. Esist Int(Z) = spanZ§ ( ) :n € Ng ¢, d.h. die ganzwertigen Polynome sind genau diejenigen Polynome
n

in Q[X], welche sich als Linearkombination aus den Binomialpolynomen mit ganzzahligen Koeffizienten schreiben
lassen.

2.2. Beweis von Satz 2.2. Der Beweis dieses Satzes benotigt noch etwas Vorarbeit, die wir jetzt leisten. Wir definieren
nun

A :=idcx; und AF:=Ao...0A firneN.
—_————
k mal
Wir schreiben kurz A f fiir das Bild A¥(f) von f unter der linearen Abbildung A

Beispiel 2.3. Fir k € N ist

k—1
AXS) =X +DF -xF =" (".)xi = (k" l)xk—l 4= kxR 4
: J —
J=0

wobei ,,...“ fiir ein Polynom vom Grad < k steht. Insbesondere folgt hieraus
ARXF = k) = k-te Ableitung von X* und A"XK =0=n-te Ableitung von X* fir n>k.

Fiir ein Polynom f vom Grad < n erhalten wir somit A”f = £

k
k .
Lemma 2.4. Fiir f € C[X], x € Zundk € Ny ist (A¥f)(x) = ) ( ,)(—1)"—/ Flx+ j).
j=0
Beweis. Wir betrachten den Verschiebungsoperator S: C[X] — C[X], g = g(X + 1). Dieser ist offensichtlich linear
und wir kdnnen A als A = § — idc[x)] schreiben. Also ist Ak die k-fache Verkettung von § — idc[x)]. Natiirlich



GANZWERTIGE POLYNOME 3

kommutiert § mit —idcx] (d.h. es gilt § o (=idc[x]) = (—idc[x]) © §). Darum lisst sich der Binomische Lehrsatz
im Endomorphismenring End(C[X]) > —idc[x], S anwenden. Wir erhalten daher

k
, k\.; : —j
A% = (S —idepxpt = Y (.)S’ o (—idexy) .
—o \J
j=0
Wegen (S/ f)(x) = f(x + j) erhalten wir daraus schon die Behauptung des Lemmas. O

n
X
Proposition 2.5 (Gregory—Newton-Formel). Fiir f € C[X] vom Grad n gilt f = Z (Ak )(0) ( i )
k=0
Beweis. Man rechnet leicht nach, dass es sich bei

deg f X
L:C[X] — C[X], [ r— Z(Akf)(O)(k),

k=0
um eine lineare Abbildung handelt. (Dass die obere Summationsgrenze, deg f, vom Argument f von L abhingt,
gestaltet den Beweis der Additivititseigenschaft L(f + g) = Lf + Lg, f,g € C[X], geringfiigig subtiler. Aus
Lemma 1.4 folgt allerdings, dass (A f )k fiir k > deg f das Nullpolynom ist. Man darf die Summationsobergrenze also
beliebig vergrofern und damit gelingt dann auch der Nachweis der fraglichen Additivitit.)

Wir wollen einsehen, dass L die identische Abbildung idc[xj ist. Vermdge Linearitét geniigt es, dies auf einem

Erzeugendensystem nachzuweisen. Aus Lemma 1.1 lésst sich folgern, dass die Binomialpolynome (f ), n=0,12,...
ein Erzeugendensystem von C[X] bilden. (Tatséchlich bilden diese sogar eine Basis.) Der Beweis des Satzes folgt
also, wenn wir L(f ) = (if ) fiiir alle n € N nachweisen konnen. Fiir n = 0 sicht man das direkt durch Einsetzen. Fiir
n € N bemiithen wir Lemma 1.5. Induktiv folgt daraus

0)=C) 2()=(5) =C)=65) )= ()

firk =0,1,2,...,n. Firk < n hat (n)—(k) aber eine Nullstelle bei 0. Darum gilt

()=EEC)o) S0 () =)o) ()

Beweis von Satz 2.2. Linearkombinationen von Binomialpolynomen mit ganzzahligen Koeffizienten sind geméif
Satz 1.3 jedenfalls ganzwertig. Das beweist die Inklusion 2 von der im Satz behaupteten Gleichung. Fiir die um-
gekehrte Inklusion miissen wir zeigen, dass ein jedes ganzwertiges Polynom f sich als Linearkombination der
Binomialpolynome mit ganzzahligen Koeffizienten schreiben ldsst. Dafiir wenden wir Proposition 2.5 an und diirfen
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass f nicht das Nullpolynom ist. Wir sind natiirlich fertig,
wenn wir (AF £)(0) € Z fiirralle k = 0,1, ..., deg f nachweisen konnen. Das ist aber klar, denn gemiB Lemma 2.4
ist (A¥ £)(0) eine Linearkombination von Auswertungen von f bei ganzen Zahlen, gewichtet mit (ganzzahligen!)
Binomialkoeffizienten. — Das Ergebnis davon ist natiirlich selbst ganzzahlig. U

2.3. Ein Kriterium fiir Ganzwertigkeit. Die nichste Proposition zeigt, dass man ein Polynom auf Ganzwertigkeit
tiberpriifen kann, indem man dieses auf hinreichend vielen (aber endlich vielen!) ganzen Zahlen auswertet.

Proposition 2.6. Ein Polynom f € C[X]vom Grad n € Ny ist genau dann ganzwertig, wenn es auf n + 1 aufeinander
folgenden ganzen Zahlen ganzzahlige Werte annimmit.

Beweis. Sei f € C[X]vom Gradn € Nounda,a +1,...,a+n € Z mit f(a), f(a+1),..., f(a +n) € Z.
Wir betrachten das Polynom g = f(a + X). Dieses hat ebenfalls Grad n und die Werte g(0), g(1), ..., g(n) sind
alle ganzzahlig. Aus Proposition 2.5 und Lemma 2.4 (angewendet auf g) folgt, dass g eine Linearkombination von
Binomialpolynomen mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Also ist g ganzwertig nach Satz 2.2 bzw. gemaf} Satz 1.3.
Wegen f = g(X — a) erhalten wir daraus aber auch schon die Ganzwertigkeit von f. O

Beispiel 2.7. Wir hatten in Beispiel 1.2 bereits die Ganzwertigkeit des Binomialpolynoms P, begriindet und jene dann
auch in Form von Satz 1.3 in groBlerer Allgemeinheit bewiesen. Um Proposition 2.6 zu illustrieren, berechnen wir noch
00—-1) 1(1-1) 22-1)

P0) = —5—==0. P()=—5—=0 PQ=="F—=
Das Polynom P, (mit Grad 2) nimmt also auf 3 aufeinander folgenden ganzen Zahlen ganzzahlige Werte an. Propo-
sition 2.6 liefert damit auch die Ganzwertigkeit von P,. (Das ist aber natiirlich kein wirklich unabhédngiger Beweis
fiir die Ganzwertigkeit von P,, da die Ganzwertigkeit der Binomialpolynome, Satz 1.3, schon in den Beweis von
Proposition 2.6 eingeflossen ist.)

1.
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Beispiel 2.8. Das Polynom P = (5X + X3)/6 € Q[X] ist ganzwertig. Zur Verifikation davon brauchen wir dank
Beispiel 1.2 nur feststellen, dass es auf —1, 0, 1 und 2 die Werte —1, 0, 1, respektive 3 annimmt, welche ganzzahlig
sind. (Man kann auch P = P; + P, + P3 verifizieren.)

2.4. Vergleich von A und Differentiation. Der Ausdruck
fx+1)— fx)
(x+1)—x

ist offensichtlich ein Differenzenquotient. Dies legt nahe, dass zwischen A f und der Ableitung f’ von f ein Bezug
bestehen konnte. Das folgende Ergebnis bestitigt diesen Verdacht und behandelt auch gleich Ak

AN =flx+1) = fx) =

Proposition 2.9. Seik € N und I == [a,a+ k] C R ein Intervall. Sei f:1 — R eine k-mal differenzierbare Funktion
auf dem Intervall I. Dann gibt es einen Punkt € € (a,a + k) mit (AKf)(a) = f® ().

Beweis. Durch Polynominterpolation erhalten wir ein (eindeutig bestimmtes) Polynom p € R[X] vom Grad < k,
welches an den Stellen a,a + 1,...,a + k mit f iibereinstimmt.

Wir betrachten die Funktion g: I — R, x — f(x) — p(x). Diese hat Nullstellen bei den k + 1 Stellen a,a +
1,...,a + k. Mit dem aus der Analysis bekannten Satz von Rolle erhalten wir also & Nullstellen von g’, welche sich
auf die Intervalle zwischen den oben genannten k£ + 1 Stellen verteilen. Durch Iteration dieses Verfahrens erhalten wir
schlieBlich eine Nullstelle £ € (a,a + k) von g% Es gilt also

2.1) 0=g®@E) = P - p®eE) = 0@ - *)©E) = FP©) - )W),

wobei wir fiir die vorletzte Gleichung das Ergebnis aus Beispiel 2.3 benutzt haben und fiir die letzte Gleichung zum
Tagen kommt, dass das Polynom Akp Grad < k — k = 0 hat und also konstant ist.
Dariiber hinaus gilt wegen Lemma 2.4

k[ .
(AFf)(@) = (A*p)(a) = (A% f — AFp) (@) = (AFg) @) = ) (]) (- Jga+j)=0.
j=0
Zusammen mit (2.1) erhalten wir daraus (AXf)(a) = (A¥p)(a) = f®)(§). O

Bemerkung 2.10. Fiir eine Anwendung von Proposition 2.9 siehe [1, S. 10-11, E.10, Teil f]. Fiir die hiesigen Untersu-
chungen wird Proposition 2.9 aber nicht weiter bendotigt.
3. FAKTORISIERUNGSTHEORIE IN Int(Z)

In Proposition 2.1 hatten wir schon gesehen, dass Int(Z) in Q[X] enthalten ist. Tatsdchlich kann man leicht
nachpriifen, dass es sich bei Int(Z) um einen Teilring von Q[X] handelt. Wir wollen im Folgenden sehen, dass der
Ring Int(Z) nicht faktoriell ist. Das bendtigt wieder etwas Vorbereitung.

3.1. Einheiten von Int(Z).
Lemma 3.1. Int(Z) N Z = Z.

Beweis. Offensichtlich ist jede ganze Zahl aufgefasst als Polynom ganzwertig. Ist umgekehrt ein konstantes Polynom
a = a X ganzwertig, so folgt durch Auswertung bei 1, dass a in Z liegt. ([

Proposition 3.2. Die Einheiten von Int(Z) sind genau die konstanten Polynome +1.

Beweis. Die Polynome +1 sind jedenfalls ganzwertig und auch Einheiten. Wir zeigen nun, dass jede Einheit € €
Int(Z) gleich 1 oder —1 ist. Sei €' € Int(Z) das Inverse Element zu €. Aus 1 = ee~! und der Gradformel folgt
0 =deg1 = deg(ee!) = dege + deg(e~!). Daraus sehen wir, dass € und e ! beide Grad 0 haben. Aus Lemma 3.1
folgt, dass € schon eine Einheit in Z ist. Also ist € € {—1,1}. O

3.2. Einige irreduzible Elemente in Int(Z).
Lemma 3.3. Primzahlen p € N sind (aufgefasst als konstante Polynome) irreduzibel in Int(Z).

Beweis. Ist p = ab eine Zerlegung von p in Elemente a, b aus Int(Z), so erkennen wir abermals durch Anwendung
der Gradformel, dass @ und b selbst konstante Polynome sein miissen. Wegen Lemma 3.1 ist dann sogar a, b € Z und
weil p laut Annahme in Z irreduzibel ist, folgt @ = +1 oder b = %1. Also handelt es sich bei a oder bei b um eine
Einheit in Z (und somit a-fortiori um eine Einheit in Int(Z)). Also ist p irreduzibel in Int(Z). ([

Lemma 3.4. Fiir jedes a € 7 ist das ganzwertige Polynom X + a irreduzibel in Int(7Z).
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Beweis. Sei X 4+ a = fg eine Faktorisierung von X + a mit Polynomen f, g € Int(Z). Aus der Gradformel folgt,
dass fiir die Grade von f und g nur die Kombinationen (1, 0) und (0, 1) in Frage kommen. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei daher f = bX + ¢ und g ein Konstantes Polynom. Dannist X +a = fg = bgX + cg und ein
Vergleich der Leitkoeffizienten zeigt bg = 1. Also ist g eine Einheit. Das zeigt, dass X + a irreduzibel in Int(7Z)
ist. ]

X
Satz 3.5. Fiir n € N ist das Binomialpolynom P, = ( ) irreduzibel in Int(7Z).
n

Beweis. Sei P, = fg eine Faktorisierung von P, mit Polynomen f, g € Int(Z). Schreibe r = deg f, s = degg.
Wegenn = deg P, = deg(fg) = r+sists = n—r.Gemilb Satz 2.2 ist f eine Z-Linearkombination von Py, ..., P,
und g eine Z-Linearkombination von Py, ..., Ps. Aus der Definition (1.1) der Binomialpolynome folgt, dass r!P; fiir
alle j < r ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Also ist 7! s! P, = (r!f)(s!g) € Z. Der Leitkoeffizient a

von r! s! P, ist aber
-1
rls!  rl(n—1)! n
a = = = .
n! n! r

Weil der hier auftretende Binomialkoeffizient jedoch auch eine (positive) ganze Zahl ist, folgt @ = 1. Daraus folgt aber
schon r = 0 oder r = n, denn die folgende Rechnung zeigt, dass fiir andere r die Zahl a nicht 1 sein kann:

rlst  rtn—-1! 1-2---r B 4 j
n! n! _n(n—l)--~(n—r—|—1)_jzln—r+j'

Also hat eines der Polynom f oder g Grad 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei dies g, also (7, s) = (n, 0). Das
Argument aus dem Beweis von Lemma 3.4 (Vergleich von Leitkoeffizienten in der Zerlegung r! s! P, = (r! f)(s!g) =
(n! f)g) zeigt, dass g eine Einheit in Int(Z) ist. O

3.3. Elastizitit und Nicht-Faktorialitiit von Int(Z). Sei R nun ein Integrititsbereich in welchem sich jede Nichtein-
heit r € R, r # Op, als Produkt von (endlich vielen) irreduziblen Elementen schreiben ldsst. Sind py -+ pm = g1 ¢qn
zwei solche Zerlegungen in irreduzible Faktoren von R, so betrachten wir den Buch m/n. Das Supremum tiber alle
derartigen Briiche m/n, die man so aus R erhalten kann, bezeichnet man als die Elastizitcit von R.

Satz 3.6. Die Elastizitdit von Int(Z) ist unendlich.

Beweisskizze. Wir zeigen nicht, dass sich jede Nichteinheit # 0 von Int(Z) als Produkt von irreduziblen Elementen
schreiben lésst. Streng genommen bleibt damit also die Frage, ob die Elastizitit von Int(Z) tiberhaupt definiert
ist, offen. Wir zeigen hier nur, dass es Elemente in Int(Z) mit Faktorisierungen (in irreduzible Elemente) von sehr
unterschiedlicher Lange gibt. Aus der Definition (1.1) der Binomialpolynome erhalten wir fiir n € N leicht die

Gleichung
X X
n( ):(X—n—l-l)( )
n n—1

Die beiden Faktoren auf der rechten Seite erkennen wir dank Lemma 3.4 bzw. Satz 3.5 als irreduzibel. Selbiges gilt
fiir den zweiten Faktor auf der linken Seite. Wir wihlen nun n = 2 fiir k € N. Dann hat die linke Seite der obigen
Gleichung wegen Lemma 3.3 eine Produktzerlegung in k + 1 irreduzible Faktoren. (]

Korollar 3.7. Der Ring Int(Z) ist nicht faktoriell.

Beweis. In einem faktoriellen Ring haben je zwei Faktorisierungen eines Elements in Produkte irreduzibler Elemente
dieselbe Anzahl an Faktoren. Somit ist die Elastizitit eines jeden faktoriellen Rings gleich 1. Wegen Satz 3.6 kann
Int(Z) also nicht faktoriell sein. O

Bemerkung 3.8. Wir hatten im Beweis von Satz 3.6 zwar nicht geklirt, ob die Elastizitit fiir Int(Z) tatsdchlich definiert
ist, aber fiir die Anwendung auf Korollar 3.7 ist dies tatsdchlich unerheblich: Wire Int(Z) ndmlich faktoriell, so wire
(nach Definition von Faktorialitit) auch die Zerlegbarkeit jeder Nichteinheit # 0 von Int(Z) in irreduzible Elemente
sichergestellt. Der zu Satz 3.6 gefiihrte Beweis fiihrt dann aber auf einen Widerspruch.
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