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8. Ubung zur Algebra 1

(Normalteiler von &) (%4 Punkte)
Bestimmen Sie alle Normalteiler von &,, fiirn=1,2,3,....

(Hinweis: fiir n > 5 betrachten Sie den Schnitt N N A, eines Normalteilers N von &,
mit A, und benutzen Sie Aufgabe 8.2. Fiir kleinere n finden Sie die Losung in § 4.1 der
Vorlesungsnotizen. Ihr Beweis sollte sich aber nicht darauf stiitzen, dass man dort den
vollstindigen Untergruppenverband von &, oder &, sieht, es sei denn, Sie leiten sich
diesen eigenstiandig her.)

(Untergruppen von &,,) (%4 Punkte)

(a) Es sei U eine echte Untergruppe einer endlichen Gruppe G derart, dass U keinen
nichttrivialen Normalteiler enthélt. Mit G/U sei die Menge der Linksnebenklassen
von G bezeichnet. Zeigen Sie, dass G isomorph zu einer Untergruppe von Sym(G/U)
ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir n > 5 der Index [&,, : U] jeder echten Untergruppe U # A,, von
S, die Ungleichung [S,, : U] > n erfiillt.

(Ein Zyklizitdtskriterium fiir endliche abelsche Gruppen) (4 Punkte)
Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass G genau dann zyklisch ist, wenn
es fiir jeden Primteiler p von #G hochstens p — 1 Elemente der Ordnung p in G gibt.

(Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen) (4 Punkte)
Fiir eine abelsche Gruppe H bezeichne Tor(H) die Menge der Elemente von H mit endli-
cher Ordnung.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ein k € N, und eine
endliche abelsche Gruppe Tor(G) existieren, sodass G zu

7k x Tor(G)

isomorph ist.

(b) Betrachten Sie zwei endlich erzeugte abelsche Gruppen G := Z* x Tor(G) und G’ :=
7' x Tor(G") und zeigen Sie die folgende Aquivalenz:

G=2G <= k=/{und Tor(G) = Tor(G").

(Hinweis: Betrachten Sie fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G die Menge
Hom(G, Q) der Gruppenhomomorphismen von G nach (Q, +) und {iberlegen Sie sich,
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dass Hom(G, Q) durch punktweise Definition eine Q-Vektorraumstruktur tragt. Be-
stimmen Sie ferner die Dimension dieses QQ-Vektorraums.)

(c) Folgern Sie mithilfe von Satz 5.3 den Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Grup-
pen:

Satz. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einer Gruppe

k
Z quGCqzx...qut

mit k,t € N, und Primzahlpotenzen q,,...,q, > 1. Dabei sind k, t und die Primzahl-
potenzen (bis auf Umnummerierung) durch G eindeutig bestimmdt.



