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9. Ubung zur Algebra 1

9.1. (Adjunktion) (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass Q[+/2], der kleinste Teilring von C, welcher QU {+/2} enthilt, sogar
ein Korper ist.

(b) Esseia € C eine komplexe Zahl, welche Nullstelle keines nicht-konstanten Polynoms

mit rationalen Koeffizienten ist (d.h. fiir alle n € N, und alle a,,a;,...,a, € Q mit
{ay,ay,...,a,} #{0}istay+a,a+...+a,a™ # 0). Zeigen Sie, dass Q[ a] kein Korper
ist.

9.2. (Endliche Integritdtsbereiche sind Korper) (4 Punkte)

R sei ein Integritdtsbereich, d.h. ein kommutativer Ring ungleich dem Nullring, sodass
fiir alle a, b € R aus ab = 0y schon a = 0; oder b = 0y folgt.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle a € R\ {0z} die Abbildung R — R, b — ab, injektiv ist.

(b) Folgern Sie: ist #R < 00, so ist R ein Korper.

9.3. (Einheitengruppe von Z/2"7) (4 Punkte)
Es sei v € N\ {1,2} und (Z/2”Z)* bezeichne die Einheitengruppe des Rings Z/2"Z. Be-
weisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt ein m € N mit 5277 =1+ m2". (Hinweis: Induktion iiber ».)
(b) Fiir v > 2 liegt 5 mod 2" in (Z/2*Z)* und hat die Ordnung 2”2
(¢) Fiir v>2ist (Z/2"Z)* = C, x Cyyo.

(Hinweis: finden Sie zunéichst zwei verschiedene Elemente von (Z/2”Z)* mit Ord-

nung 2. Uberlegen Sie sich dann, welche Méglichkeiten fiir q,,...,q, in Satz 5.3 im
vorliegenden Fall in Frage kommen.)

9.4. (Normen) (4 Punkte)
Es sei d # 1 eine quadratfreie ganze Zahl, d.h. es gibt kein n € N\ {1} mit n? | d. Mit v/d
sei eine beliebige komplexe Nullstelle des Polynoms X2 —d bezeichnet. (Die zweite solche
Nullstelle ist dann —v/d.) Es sei ¢ = v/d falls d = 2,3 mod 4 und ¢ = (1 + vd) falls d =
1 mod 4. (Der Fall d = 0 mod 4 kann wegen Quadratfreiheit von d nicht eintreten.) Z[ ]
bezeichne den kleinsten Teilring von C, der Z und 1 enthélt. Q[#] sei analog definiert.

(a) Zeigen Sie 0 ¢ Q, Z[V]={a+bl3eC:a,beZ}und Q[¥]={a+blC:a,bec
Q}.
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(b) Bestimmen Sie fiir a, b € Z die Darstellungsmatrix A, s der Q-linearen Abbildung
Q[U] — Q[¥], x — (a + b)x, beziiglich der Q-Basis 1,7 von Q[#].

(c) Zeigen Sie, dass det(A, ,s) fiir a,b € Z eine ganze Zahl ist und die Abbildung
N: Z[¥] — Z, y — det(A,), multiplikativ ist (d.h. N(xy) = N(x)N(y) fiir alle
x,y € Z[1]).

(d) Zeigen Sie: x € (Z[1])* <= N(x) € 2* = {£1}.



