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9. Übung zur Algebra 1

9.1. (Adjunktion) (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass Q[
p

2], der kleinste Teilring von C, welcher Q∪{
p

2} enthält, sogar

ein Körper ist.

(b) Es sei α ∈ C eine komplexe Zahl, welche Nullstelle keines nicht-konstanten Polynoms

mit rationalen Koeffizienten ist (d.h. für alle n ∈ N0 und alle a0, a1, . . . , an ∈ Q mit

{a0, a1, . . . , an} ≠ {0} ist a0+a1α+ . . .+anα
n ̸= 0). Zeigen Sie, dass Q[α] kein Körper

ist.

9.2. (Endliche Integritätsbereiche sind Körper) (4 Punkte)

R sei ein Integritätsbereich, d.h. ein kommutativer Ring ungleich dem Nullring, sodass

für alle a, b ∈ R aus ab = 0R schon a = 0R oder b = 0R folgt.

(a) Zeigen Sie, dass für alle a ∈ R \ {0R} die Abbildung R→ R, b 7→ ab, injektiv ist.

(b) Folgern Sie: ist #R<∞, so ist R ein Körper.

9.3. (Einheitengruppe von Z/2νZ) (4 Punkte)

Es sei ν ∈ N \ {1, 2} und (Z/2νZ)× bezeichne die Einheitengruppe des Rings Z/2νZ. Be-

weisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt ein m ∈ N mit 52ν−2

= 1+m2ν. (Hinweis: Induktion über ν.)

(b) Für ν≥ 2 liegt 5 mod 2ν in (Z/2νZ)× und hat die Ordnung 2ν−2.

(c) Für ν≥ 2 ist (Z/2νZ)× ∼= C2 × C2ν−2 .

(Hinweis: finden Sie zunächst zwei verschiedene Elemente von (Z/2νZ)× mit Ord-

nung 2. Überlegen Sie sich dann, welche Möglichkeiten für q1, . . . , qt in Satz 5.3 im

vorliegenden Fall in Frage kommen.)

9.4. (Normen) (4 Punkte)

Es sei d ̸= 1 eine quadratfreie ganze Zahl, d.h. es gibt kein n ∈ N \ {1} mit n2 | d. Mit
p

d

sei eine beliebige komplexe Nullstelle des Polynoms X 2−d bezeichnet. (Die zweite solche

Nullstelle ist dann −
p

d.) Es sei ϑ =
p

d falls d ≡ 2, 3 mod 4 und ϑ = 1
2
(1+
p

d) falls d ≡
1 mod 4. (Der Fall d ≡ 0 mod 4 kann wegen Quadratfreiheit von d nicht eintreten.) Z[ϑ]

bezeichne den kleinsten Teilring von C, der Z und ϑ enthält. Q[ϑ] sei analog definiert.

(a) Zeigen Sie ϑ /∈ Q, Z[ϑ] = { a + bϑ ∈ C : a, b ∈ Z } und Q[ϑ] = { a + bϑ ∈ C : a, b ∈
Q }.

Geben Sie Ihre Lösung bitte bis zum 15.12.2024, 13:00 Uhr, auf PANDA ab.

https://panda.uni-paderborn.de/course/view.php?id=58611


(b) Bestimmen Sie für a, b ∈ Z die Darstellungsmatrix Aa+bϑ der Q-linearen Abbildung

Q[ϑ]→ Q[ϑ], x 7→ (a+ bϑ)x , bezüglich der Q-Basis 1,ϑ von Q[ϑ].

(c) Zeigen Sie, dass det(Aa+bϑ) für a, b ∈ Z eine ganze Zahl ist und die Abbildung

N : Z[ϑ] → Z, y 7→ det(Ay), multiplikativ ist (d.h. N(x y) = N(x)N(y) für alle

x , y ∈ Z[ϑ]).
(d) Zeigen Sie: x ∈ (Z[ϑ])×⇐⇒ N(x) ∈ Z× = {±1}.
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