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11. Ubung zur Algebra 1

11.1. (Ringe in der Topologie, II) (4 Punkte)
In Fortsetzung von Aufgabe 10.1 betrachten wir den Ring R der stetigen Funktionen
f: R — R. (Notiz: Im Vergleich zu Aufgabe 10.1 ist der Definitionsbereich hier nicht
kompakt.) Zeigen Sie, dass es ein maximales Ideal m von R gibt, welches nicht von der
Formm, ={f €R: f(x) =0} fiir x € R ist.
(Hinweis: Satz 6.12.)

11.2. (Zum Chinesischen Restsatz) (4 Punkte)
Finden Sie einen Ring R mit Idealen a,, a, und a5 derart, dass a; + a, + a; =R gilt, aber
R/("); @; nicht isomorph zu [ [,(R/aq;) ist.

11.3. (Struktur von (Z/nZ)*) (4 Punkte)
Essei G := (Z/540Z)*. Wegen 540 = 22335, Korollar 6.18 und Satz 6.21 ist (Z/540Z)* =
C, x C1g4 x C4. Finden Sie Elemente a, b, c € G mit ord(a) = 2, ord(b) = 18 und ord(c) = 4
und {15} = (a) N (b,c) = (b) N {a,c) = (c) N {a, b).

11.4. (Radikal eines Ideals) (4 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring und a ein Ideal von R. Betrachten Sie ferner die Menge
rad(a) :={r €R : In € Nmit r" € a}, welche als Radikal von a bezeichnet wird.

(a) Zeigen Sie, dass rad(a) ein Ideal von R ist.

(b) Zeigen Sie die Gleichheit
rad(a) = m p.

p2a
p Primideal
(Hinweis: Betrachten Sie in Teil (b) fiir die Teilmengeninklusion ,,2“ ein f € R\ rad(a)
und zeigen Sie die Existenz eines Primideals p 2 a, welches f nicht enthalt. Betrach-
ten Sie zudem die Menge .of aller Ideale, welche a enthalten, aber keine Potenz von f
enthalten, und verwenden Sie das Lemma von Zorn.)

Geben Sie Thre Losung bitte bis zum 10.01.2025, 13:00 Uhr, auf PANDA ab.


https://panda.uni-paderborn.de/course/view.php?id=58611

