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14. Ubung zur Algebra 1

14.1. (Ein irreduzibles Polynom tiber ]Fp)
Fiir eine Primzahl p sei F, = Z/pZ. Zeigen Sie, dass das Polynom f =XP—X—1€F,[X]
irreduzibel ist.
(Hinweis: zeigen Sie, dass f invariant unter Einsetzen von X + 1 fiir X ist. Betrachten Sie
anschlieffend die hieraus hervorgehende Operation von (F,, +) = (C,, ®) auf der Menge
der Primteiler von f.)

14.2. (Faktorisieren von Polynomen)
Zerlegen Sie die folgenden Polynome tiber Z[X ] in Primfaktoren:

(a) 2X2+4X +2,
(b) 6X2%+12.

14.3. (Irreduzibilitét)
Untersuchen Sie die folgenden Polynome auf Irreduzibilitét:

(@) X*+4Xx3+6X2+4X +10€ Q[X].
(b) X*+9eQ[X].

(© X*+v*—1€Q[X,Y]. (Hinweis: Q[X,Y] = (Q[X])[Y] und Eisenstein.)
d X2+Y?eR[X,Y]. (Hinweis: man faktorisiere zunichst in C[X,Y].)
(e) X*+4Y*eR[X,Y]. (Hinweis: X2 +Y?—aXVY.)

Zeigen Sie ferner:
(f) Es gibt unendlich viele irreduzible Polynome f € Q[X ] mit deg f = 12.

14.4. (Faktorisierungsmethode von Kronecker)
Es sei R ein Integritdtsbereich mit unendlich vielen Elementen und K = Quot(R) sein
Quotientenkorper. (Sie diirfen auch gerne R = Z und K = Q annehmen, falls Thnen das
hilft.) Fiir jedes a € Rsei T(a) = {b € R: b | a} die Menge seiner Teiler und diese sei
fiir alle a # Oy endlich.
(a) Es sei f € R[X] ein Polynom vom Grad n > 1 und m sei max{r € N : 2r < n}.
Zeigen Sie:
(1) Es gibt paarweise verschiedene a,...,a,, € R derart, dass die Mengen T, :=
T(f(a;)) fiiri =0,...,m endlich sind.
(2) Zujedem b =(b,...,b,,) € Tyx---x T, =: T gibt es genau ein g, € K[X ] mit
Grad < mund g,(a;)= b, firi =0,...,m.

Geben Sie Thre Losung bitte bis zum 31.01.2025, 13:00 Uhr, auf PANDA ab.


https://panda.uni-paderborn.de/course/view.php?id=58611
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(3) f ist genau dann reduzibel in R[X ], wenn es ein b € T gibt derart, dass g, in
R[X]\R* C K[X] liegt und ein Teiler von f ist.

Nun sei zusatzlich angenommen, dass fiir jedes r € R\ {0z} die Menge T(r) in

endlich vielen ,Rechenschritten bestimmbar ist und auch Addition und Multipli-

kation von Elementen in R in endlich vielen Rechenschritten durchfiithrbar sind.

Beschreiben Sie dann ein Verfahren, welches jedes Polynom aus R[X] in endlich

vielen Schritten in iiber R irreduzible Polynome zerlegt.

Zerlegen Sie das folgende Polynom unter Anwendung der durch Teil (a) nahege-
legten Methode in irreduzible Faktoren tiber Z:

3X° 4+ 2X*—24X° —26X%2 +11X —1.

(Achtung: dies ist ggf. aufwindig. Blof3es Hinschreiben einer geeigneten Faktori-
sierung und Priifen, dass diese passt, ist nicht erlaubt. Der Rechenweg sollte —
jedenfalls grob — ersichtlich sein.)



