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11. Prasenzblatt zur Algebra 1

T11.1. (Multivariate Polynome)
Es bezeichne I eine beliebige Indexmenge und M = Ng) sei die Menge aller Abbil-
dungen I — N,, die fiir alle bis auf hochstens endlich viele Indizes aus I den Wert 0
annehmen, zusammen mit punktweise definierter Addition. Fiir einen kommutativen
Ring R sei R[M ] die Menge aller Abbildungen M — R, welche auf allen bis auf hochstens
endlich vielen Elementen von M den Wert 0, annehmen, zusammen mit punktweise
definierter Addition und der wie folgt zu definierenden Multiplikation:

(f: M —>R)-(g: M >R):= (M SR, c— ZZf(a)g(b)).

a,beM
a+b=c

Fiir i € I bezeichne X;: M — R die Abbildung mit X;(i) = 1z und X;(j) = O fiir alle
j €I\ {i}. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Das oben definierte Produkt f - g zweier Elemente f, g € R[M] ist tatsachlich ein
Element von R[M ] und R[M ] bildet zusammen mit den hier definierten inneren
Verkniipfungen einen kommutativen Ring. (Hinweis: alle Ringaxiome zu verifi-
zieren ware etwas lastig. Besprechen Sie nur eine reprasentative Auswahl nach
eigenem Ermessen.)

M — R,
() t:R—>R[M], r— {r falls a = (i — 0),
ar—

Op sonst,
ist ein Ringmonomorphismus.

(c) Jedes f € R[M ] lasst sich als f = Z u(f(a)) l_[Xf(i) schreiben.
aeM i€l
(Die auftretenden Produkte haben stets hochstens endlich viele von 1z = X?

verschiedene Faktoren und die auftretende Summe nur hochstens endlich viele
von Ogpy) verschiedene Summanden und konnen somit betrachtet werden, ohne
iiber Konvergenz sprechen zu miissen.)

(d) Ist f: R— S ein Homomorphismus in einen beliebigen kommutativen Ring S und
e: I — S eine beliebige Abbildung, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus



€: R[M] — S, welcher das folgende Diagramm kommutativ macht:

Bemerkung: man schreibt auch R[X] statt RfM ] mit X = {X; : i € I} und nennt
R[X ] den Polynomring iiber R in den Variablen (oder Unbestimmten /Verdnderlichen)
X; (i € I). Eigentlich sind die hier diskutierten Objekte sehr konkret: etwa fiir I =
{1,2,3,4} und R = Z ist ein typisches Element von R[X] gleich 10X? +X?°+60 XX, X_.
Das Bild dieses Elements unter f aus Teil (d) wire dann f(10)e(1)°+¢e(1)?°+£ (60)e(1)°e(2)e(4)”.



