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Einleitung

Wir greifen inhaltlich des Ofteren auf Inhalte der von mir im Sommer 2021 gehal-
tenen Vorlesung Einfiihrung in die Algebra [33] zuriick, beginnen zur Einstimmung
aber in Kapitel 1 mit Material, welches im Wesentlichen bekannt sein diirfte (vgl. ins-
besondere [33, Kapitel 11]). Die Vorlesung orientiert sich nicht konkret an einem Buch.
Bei der Ausarbeitung dieser Vorlesung waren jedoch die Lehrbiicher [1, 8, 23, 26, 36]
hilfreich. Das Buch von Aluffi [1] sei als besonders inspirierend hervorgehoben. Eine
hingegen sehr préagnante Darstellung findet man z.B. bei Wolfahrt [36].

Die erste Ausarbeitung dieser Notizen erfolgte zum Wintersemester 2019/20. Die
Horerinnen und Horerinnen haben mich damals schon sehr fleilig auf einige Fehler
hingewiesen. Namentlich sei diesbeziiglich Konstantin Andritsch, Iris Holzmannhofer,
Stefan Kreiner, Christoph Pratl und Martin Stoiber gedankt. Julian Zalla wies mich
ebenfalls auf einige Fehler hin. Nach einer erneuten Abhaltung im Wintersemes-
ter 2021/22 lief} mir Christoph Raunjak ebenfalls eine Fehlerliste zukommen. Auch
ihm sei gedankt!

Als Motivation fiir die erste Halfte der Vorlesung betrachten wir folgende Frage:
Gegeben ein Polynom P € Q[X ], kann man eine komplexe Nullstelle von P durch
einen Ausdruck angeben, in dem nur rationale Zahlen, arithmetische Operationen
(Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) und Ziehung k-ter Wurzeln vorkom-
men? — Solche Ausdriicke nennen wir Wurgzelausdriicke. Beispielsweise ist

113 12 1].
5—\[4+—=+—=
17 42

ein Wurzelausdruck, wobei wir die berechtigte Frage nach Mehrdeutigkeiten beim
Wurzelziehen zunédchst bewusst offen lassen. Die Details kliren sich dann in § 5.6.)

Fiir die Nullstellen von Polynomen kleinen Grades lassen sich sehr wohl Wurzel-
ausdriicke gewinnen. Die folgenden Uberlegungen dienen primir zur Verschaffung
eines Uberblicks in die zugrundeliegende Methodik und sind dabei bewusst wenig
rigoros.

Beispiele (Wurzelausdriicke fiir Nullstellen von Polynomen kleinen Grades).
(1) Die Nullstelle des linearen Polynoms X + a, € Q[X ] ist —a,.
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EINLEITUNG

Zur Bestimmung der Nullstellen des quadratischen Polynoms X*+a;X +a, €
Q[X ] benutzen wir quadratische Ergdnzung. Es ist

X+ a X +ay=X+a;,/2)* + (a,—a2/4).

Schreibt man also Y =X +a;/2, so gilt es Nullstellen von Y2 + (a, — a% /4)
zu finden. Das sind genau +4/—(a, —a?/4) und Riicksubstitution liefert

a —a; + y/a?—4a
1y /_(ao_a%/4): 1 1 0

2 2
als die Nullstellen des fraglichen Polynoms.
Zur Bestimmung der Nullstellen des kubischen Polynoms P = X3 + a,X? +
a,X + a, € Q[X] bedienen wir uns einer analogen Substitution, ndmlich
Y =X + a,/3. Damit ergibt sich

s a2 2a3 1

was wir als
P=Y>+pY +q

schreiben; Der Vorteil ist hier die erfolgreiche Elimination des zweithochsten
Terms. (Man vergleiche dies mit der in (2) durchgefiihrten Substitution!)
Als Néchstes stellen wir

(V+W)2P =V34+3VW +3VW2 + W3
=V34+3VW(V+W)+ W3
zu
(VWY —3VW(V +W)— (V> +W?) =0
um, und bemiihen — nach einem Vergleich mit (0.1) — den Ansatz
Y=V+W, p=—3VW und q=—(V:+W?3),

bzw. Y = W — p/(3W) nach Umstellen der zweiten und Einsetzen in die
erste Gleichung. Einsetzen in (0.1) liefert dann

p3

27W3

Nullstellen hiervon sind Nullstellen von (W3)? + qW? — p*/27 und diese
lassen sich mit der quadratischen Losungsformel durch Wurzelausdriicke an-
geben (siehe (2)). Invertiert man dann sdmtliche Substitutionen, so gelangt
man zu einem Wurzelausdruck fiir eine Nullstelle von P. Die entstehenden
Formeln ganz in Abhéangigkeit von a, a; und a, hinzuschreiben macht keine
Freude...

P=W*+q—

(4) Auch fiir Polynome vierten Grades kann man die Nullstellen noch durch

Wurzelausdriicke angeben.



EINLEITUNG A

Bemerkung. Eine deutlich didaktisch hochwertigere Aufbereitung der obigen Bei-
spiele findet man beispielsweise auf dem YouTube-Kanal von Burkhard Polster.' Dort
werden die oben durchgefiihrten Substitutionen auch durch geometrische Uberle-
gungen motiviert.

Fiir hohere Grade fiihren die obigen Uberlegungen im Allgemeinen nicht mehr zu
einer Losung, wie der folgende Satz lehrt. Dieser wurde zuerst 1799 von Paolo Ruffini
in liickenhafter Form publiziert. Der erste stichhaltige Beweis gelang Niels Henrik Abel
im Jahr 1824. Ein konzeptionell einsichtigerer Beweis gelang Evariste Galois mittels
der nach ihm benannten Theorie.

Satz (Abel-Ruffini). Die Nullstellen von Polynomen vom Grad 5 oder hoher lassen sich
im Allgemeinen nicht durch Wurgzelausdriicke angeben.

Der Beweis des Satzes von Abel-Ruffini benoétigt etwas Vorarbeit. Wir fiihren
diesen in § 5.6 im Kontext der noch zu entwickelnden al}gemeinen Theorie. Zur
Veranschaulichung stellen wir jedoch jetzt schon folgende Uberlegung an:

Die Zahl x = v/ 1 — +/2 € C ist Nullstelle des (irreduziblen) Polynoms P = X°®—2X3 —
1 € Q[X]. Beim Ausrechnen von x mittels obigen Wurzelausdrucks erhilt man die

Zwischenergebnisse
1, 1-v2, V1i—-+v2=x

und diese fithren auf einen Turm von Korpererweiterungen

Q=Q(1) cQ(1-v2)cQ(x)
in dem jeder (nichttriviale) Schritt durch Hinzunahme einer k-ten Wurzel entsteht
(hier: k = 2,3). Auch ohne direkte Kenntnis von x kann man aus P einen zu Q(x)
isomorphen Korper konstruieren. Nun stellt sich die Frage, ob wir anhand dessen
auch schon ,sehen” konnen, dass zwischen diesem und QQ ein passender Turm von
Zwischenkorpern liegt, der auf einen Wurzelausdruck von x fithren wiirde (auch
wenn man x nicht schon als solchen gegeben hitte).

Eine Antwort hierauf liefert die Galois-Theorie, welche eine (umkehrbare!) 1:1-
Korrespondenz zwischen Zwischenkorpern einer Korpererweiterung und Untergruppen
von einer geeigneten Automorphismengruppe herstellt. Die Existenz eines passen-
den Turms {ibersetzt sich dann in geeignete gruppentheoretische Eigenschaften, die
man tatsdchlich nachpriifen kann, auch ohne a-priori einen Wurzelausdruck fiir die
gesuchten Nullstellen zu kennen.

Die oben angedeutete Galois-Korrespondenz hat auch weitere Anwendungen und
es lohnt sich die Theorie auch (zumindest in Teilen) fiir im Wesentlichen beliebige
Korpererweiterungen zu entwickeln. Wir beginnen die Vorlesung daher mit entspre-
chenden Uberlegungen zur Kérpertheorie. ..

ISiehe https://youtu.be/N-KXStupwsc.


https://youtu.be/N-KXStupwsc
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Teil 1

Korpertheorie






KAPITEL 1

Korpererweiterungen

1.1. Charakteristik eines Korpers

Mit Ring meinen wir stets einen Ring mit Einselement. Ein Ringhomomorphismus
f: R — R’ erfiillt definitionsgeméR stets f (1z) = 1x; Eins- und Nullelemente eines
Rings R notieren wir oft als 1; und Oz, um den Bezug auf R zu betonen, schreiben aber
gelegentlich auch einfach nur 1 und O (insbesondere, wenn es sich bei dem Ring um
einen der Ringe Z, Q, R oder C handelt). Unter ,,dem“ Nullring verstehen wir jeden
Ring, der nur genau ein Element enthilt. In diesem stimmen Eins- und Nullelement
tiberein. Ein Integritditsbereich ist ein vom Nullring verschiedener kommutativer
Ring, der keine Nullteiler enthélt. (Ein Element x # Oy eines kommutativen Rings R
heil3t Nullteiler, falls es ein Element y € R mit xy = Oy gibt.)

Wir beginnen unser Studium der Korpertheorie mit der folgenden grundlegenden
Beobachtung:

Proposition 1.1. Jeder Kérperhomomorphismus ist injektiv.

Beweis. Seit: K — L ein Korperhomomorphismus, dann ist ker¢ ein Ideal in K. Da
K als Korper nur die trivialen Ideale {04} und K besitzt, folgt kert = {0} (beachte
t(1x) #0,). Also ist ¢ injektiv. O

GemiR der obigen Proposition gibt es in der Kérpertheorie keine! Faktorbildung
wie man sie aus der Ring- oder Gruppentheorie kennt; Es dréngt sich die Untersuchung
von Teilkdrpern — oder umgekehrt — Oberkérpern/Korpererweiterungen ins Zentrum
der Betrachtungen.

Einen Korperhomomorphismus ¢: K — L nennen wir Korpererweiterung oder
einfach nur Erweiterung, sofern der Bezug auf Korper klar ist. Speziell falls K ein
Teilkorper von L ist (also insbesondere fiir die zugrundeliegenden Mengen K C L
gilt), so schreiben wir fiir die Kérperweiterung id; |x: K — L auch kurz L/K und
sprechen dies als ,,L iiber K“. In der Literatur findet man oft auch die Notation
L | K oder seltener L : K fiir L/K. Wir benutzen diese Notationen hier nicht, da der
Bruchstrich besser zu der oben erwdhnten Aussprache passt und eine Verwechslung
mit der gleichartig notierten Faktorbildung nicht zu befiirchten ist. (L /K als Faktorring

!Faktorringe kann man freilich auch bei Kérpern bilden, aber Nutzen gewinnt man daraus keinen,
da die einzigen Ideale eines Korpers das Nullideal und der Korper selbst sind. Die daraus konstruierten
Korper sind damit entweder isomorph zum urspriinglichen Korper, oder zum Nullring.

3



4 1. KORPERERWEITERUNGEN

Abbildung 1. Zur Illustration von Proposition 1.1: ein Kérperhomo-
morphismus ¢: K — L bildet K stets auf eine dazu isomorphe Kopie
t(K)C L ab.

verstehen zu wollen fiele uns ja allenfalls ein, wenn es sich bei K um ein Ideal von L
handelte. Wegen 1, = 1, € K tritt Letzteres aber nur im trivialen Fall K = L ein.)

Spéter, in Kapitel 5, wenn die Theorie hinreichend weit entwickelt ist, werden wir
unseren Blick vornehmlich auf Kérpererweiterungen L /K richten. Das theoretische
Fundament hierzu errichten wir allerdings bereits in § 2.3, wenn wir die Existenz
algebraischer Abschliisse sicherstellen. Grob gesprochen, verfolgen wir die Idee,
zundchst flir jeden Korper K eine hinreichend gro3e Korpererweiterung t,: K — K? zu
erschaffen, welche grof3 genug ist, um (bis auf Isomorphie) alle fiir uns interessanten
Korpererweiterungen von K zu enthalten. Fasst man anschliefend ¢, gedanklich durch
Umbenennung von Elementen als Teilmengeninklusion auf, so darf man sich auf
das Studium von Korpererweiterungen L/K mit K C L € K* beschrénken. Falls man
nun im Rahmen dieser Untersuchungen auf Konstruktionsprobleme st63t, die iiber L
hinaus fiihren, konnen diese immer noch einfach in K* durchgefiihrt werden. — So
jedenfalls die Hoffnung! Um uns jedoch der Aufgabe der Beschaffung von ¢, ,aus dem
Nichts“ stellen zu konnen, ist es bequem, sich allgemein mit Kérperhomomorphismen
t: K — L zu beschéftigen.

Eine erste grobe Einteilung von Korpern liefert die folgende Uberlegung: Zu einem
jeden Korper K gibt es genau einen Ringhomomorphismus f: Z — K. In der Tat erhélt
man die Eindeutigkeit direkt daraus, dass ein solcher Ringhomomorphismus die Eins
in Z auf die Eins in K abbilden muss und damit schon vollig festgelegt ist, da Z von 1
additiv erzeugt wird. Fiir die Existenz rechnet man einfach nach, dass

fO)=0g, f(M)=1lg+1g+...+1, f(=n)=—f(n) (neN)

T
n mal

das Gewiinschte leistet (vgl. [33, Proposition 6.3]). Wir unterscheiden nun zwei Fille:
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(1) Ist f injektiv, so setzt sich f auf genau eine Weise zu einem (injektiven)
Korperhomomorphismus f: Q — K fort sodass folgendes Diagramm kom-
mutiert:

7Z — K.

(f bildet einen Bruch a/q € Q mit a,q € Z, q¢ # 0, auf das Element
f(a)f(q@)! €K ab;? eleganter beschafft man sich f, indem man sich erin-
nert, dass Q als Quotientenkérper von Z natiirlich die Lokalisierung S™'Z
von Z nach dem multiplikativen System S = Z \ {0} ist und sich dann auf
die universelle Eigenschaft von Lokalisierungen beruft [33, Satz 7.11].)
Gemal Proposition 1.1 ist f injektiv und Q daher via f als Teilkérper von
K aufzufassen.

(2) Ist hingegen f nicht injektiv, also ker f 2 {0}, so betrachten wir den kanoni-
schen Ringhomomorphismus f: Z/ker f — K:

f

Z—;K.

///
o7 af

Z[ker f

(f bildet eine Restklasse n mod ker f auf f (n) ab.®) Bei f handelt es sich um
einen injektiven Homomorphismus in einen nullteilerfreien Ring. Dement-
sprechend ist Z/ ker f notwendigerweise selbst nullteilerfrei und ker f also
ein Primideal. In Z sind alle Primideale # {0} maximale Ideale (da Z ein
Hauptidealbereich ist; siehe [33, Proposition 8.8, Aufgabe 10.2 (c) oder Bei-
spiel 6.11]). Also ist Z/ ker f ein Korper. Das maximale Ideal ker f schreibt
sich als ker f = pZ mit einer Primzahl p € N.

In der Situation von (2) sagen wir, der Korper K habe Charakteristik p. In der
Situation von (1) sagen wir, K habe Charakteristik 0.

Der jeweils durch im f gegebene Teilkérper von K heilt Primkérper von K.
Wegen der Eindeutigkeit von f ist keine Verwechslung zu befiirchten, wenn wir etwas

2Man iiberlege sich weshalb f einerseits so abbilden muss, damit das fragliche Diagramm kommu-
tiert, und andererseits {iberlege man sich alle weiteren Details: f (a)f(q)™ = f(a’)f (q’)* gilt fiir alle
a,a’,q,q' € Z mit q,q' # 0 und a/q = a’/q’, und durch die Festlegung f(a/q) := f(a)f(q)~" erhalt
man auch wirklich einen Kérperhomomorphismus Q — K, der das fragliche Diagramm kommutativ
macht.

3Auch hier sind natiirlich wieder einige Details beziiglich Existenz und Eindeutigkeit zu kliren.
Diese sollten im Zusammenhang mit Faktorringen bekannt sein (siehe [33, Satz 6.7]).
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unsauber den Definitionsbereich von f mit seinem Bild identifizieren und beispiels-
weise Q als den Primkorper von K bezeichnen, auch wenn @ streng genommen keine
Teilmenge von K zu sein braucht.

Bemerkung. Die obige Fallunterscheidung suggeriert die Existenz eines fundamenta-
len Unterschieds zwischen Korpern der Charakteristik O und Kérpern mit positiver
Charakteristik. Dies ist in der Tat der Fall und wir werden im Verlauf der Vorlesung
noch sehen, dass in Charakteristik p oft mehr Vorsicht geboten ist. Dennoch sei hier
bemerkt, dass man unsere Argumente zur Einfithrung der Charakteristik auch leicht
zusammenfiihren kann. Das zugehorige kommutative Diagramm nimmt die folgende

Form an:

z ! K.

L
Z] ker f 3

l

Quot(Z/ker f)

(Man {iberlege sich als freiwillige Ubung, wie die gekriimmten Pfeile zustande kom-
men; beachte insbesondere Z/{0} = Z, Quot(Z/{0}) = Q, sowie Quot(Z/pZ) =
7./ pZ fir Primzahlen p.)

Bemerkung 1.2. Fiir jeden Korper K ist dessen Primkorper k durch den Schnitt aller
Teilkorper von K gegeben (Aufgabe 1.1). Insbesondere ist der Primkorper von K der
kleinste Teilkorper von K (beziiglich mengentheoretischer Inklusion).

Der néchste Satz besagt, dass Korper verschiedener Charakteristik nicht mitein-
ander interagieren und somit gewissermaf3en ihr eigenes Reich bilden (siehe auch
Abbildung 2).

Satz 1.3. Sind K, L zwei Korper mit verschiedener Charakteristik. Dann gibt es keinen
Korperhomomorphismus v: K — L.

Beweis. Wir argumentieren via Kontraposition. Sei t: K — L ein Kérperhomomorphis-
mus. Wir betrachten dann das folgende Diagramm

K - L,
N
Z

wobei f; und f; die eindeutigen(!) Ringhomomorphismen von Z nach K bzw. L sind.
Aus der Eindeutigkeit folgt die Kommutativitdt des Diagramms, d.h. f; =t o f. Es
folgt ker f; = ker(¢ o f). Mit der Injektivitit von ¢ (siehe Proposition 1.1) ergibt sich
hieraus ker f; = ker f. Da diese Kerne aber bereits die Charakteristiken von K und L
eindeutig bestimmen, folgt die Behauptung. O
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Beispiele 1.4 (Beispiele fir Primkérper).

(1) Der Primkérper von Q, R, C, Q(i) = Q +iQ, sowie Q(v/2) = Q + +2Q ist
jeweils Q.

(2) Sei p eine Primzahl. Der Primkorper von F, = Z/pZ ist F, selbst.

(3) Der Prlmkorper von F, = {0,1,x, y} mit #IF4 =4, 1+ 1 =0, x+1=y
und x? = y ist (isomorph zu) F, = Z/27Z. (Den Kérper F, kann man auch
konstruieren, indem man (Z/2Z)[X ] nach dem durch das (irreduzible!)
Polynom X? + X + 1 erzeugte maximale Ideal faktorisiert; vgl. [33, Aufga-
be 14.2].)

(4) Es gibt auch Korper mit unendlich vielen Elementen, aber endlichem Prim-
korper; Beispielsweise der Quotientenkdrper Quot(F,[X ]) von F,[X ] hat
ebenfalls den Primkorper F,.

Zusammen mit den obigen Beispielen und Satz 1.3 erhalten wir einen ersten
groben Uberblick iiber Kérpern und den Homomorphismen zwischen diesen. Wir
illustrieren dies anhand von Abbildung 2.

Quot(C[X])
‘\<_> ________ /)~ ﬂ Egibt es nicht!)
Quot(R X)) C Quot(F,[X]) \
| \
=/ \o © e
Q(v2) Q() F, ? v

| |
7)27  7J3Z

Abbildung 2. Einige Kérper und Homomorphismen zwischen diesen.
(Dieses Diagramm ist ausnahmsweise mal nicht kommutativ! — Wes-
halb?) Gemaf3 Satz 1.3 liegen (auch nach beliebiger Ergdnzung von
Kérperhomomorphismen) die Korper Q, Z/2, Z/3Z, ...(Z/pZ, p prim)
in verschiedenen Zusammenhangskomponenten. In Kapitel 4 werden
wir verstehen, wie die Fragezeichen zu ergdnzen sind, wenn man sich
auf endliche Korper beschrankt.
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1.2. Grad einer Erweiterung

In diesem Abschnitt kombinieren wir Korpererweiterungen und lineare Algebra.
Der hiesige Inhalt sollte bereits aus [33, Kapitel 11] bekannt sein. Jede Kérpererwei-
terung (: K — L stattet L mit einer K-Vektorraumstruktur aus: Die Vektoraddition
ist die iibliche Korperaddition aus L und die Skalarmultiplikation von x € L mit
einem Skalar A € K sei gegeben durch Ax := t(1)x, wobei auf der rechten Seite die
Korpermultiplikation von L benutzt wird.

Wir schreiben [ L : K] = dimy L fiir die Dimension des K-Vektorraums L und nennen
dies den Grad von L iiber K.

Beispiele (Beispiele fiir den Grad einer Korpererweiterung).
e Fiir jeden Korper K hat die triviale Kérpererweiterung K /K Grad [K : K] = 1.
e Die Korpererweiterung R/Q hat Grad [R: Q] = 00.*
e Die Korpererweiterung C/R hat Grad [C : R] = 2.
e Auch die Kérpererweiterungen Q(i)/Q und Q(+v/2)/Q haben jeweils Grad 2
(vgl. Beispiel 1.4 (1)).

Bemerkung 1.5. Der Bezug auf t: K — L, welches erst die K-Vektorraumstruktur
auf L liefert, wird in der Definition des Grades [ L : K ] unterdriickt, aber dieser héngt
sehr wohl von ¢ ab. Wéhlt man etwa K = Quot(Q[X ]) und L = Quot(Q[T]) und fasst
L via des durch X — T erhaltenen Homomorphismus t; als K-Vektorraum auf, so ist
dimy L = 1. In der Situation mit dem durch X — T? erhaltenen Homomorphismus
L, gilt hingegen dimy L > 1. Die fraglichen Homomorphismen erhélt man durch
»,Hochhangeln“ in dem folgenden kommutativen Diagramm, wobei man schrittweise
die gestrichelten Pfeile mittels geeigneter universeller Eigenschaften konstruiere
u=1,2):

Quot(Q[X]) —-------=m-m=mmeel L
QIX] <---mmsEromeees QIT] —— Quot(Q[T]).
Q

(Siehe [33, Satz 7.4 und Satz 7.11].)

Bemerkung 1.5 lasst erahnen, dass der fiir Kérper bekannte Homomorphiebegriff
zu unrestriktiv ist, um Vektorraumstruktur bei Koérpererweiterungen zu respektieren.
Die notige Strenge wird (natiirlich) durch das zuséitzliche Fordern von Linearitét
bewirkt! Ein Kérperhomomorphismus f: L’ — L zwischen zwei Kérpererweiterungen
t: K —» L’ und t: K — L nennen wir einen K-Homomorphismus, falls dieser K-

#Man beachte, dass die eines jeden endlich-dimensionalen Q-Vektorraum jeweils zugrundeliegende
Menge stets abzihlbar ist. Die Menge der reellen Zahlen ist hingegen nicht abzihlbar.
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linear ist. Ein bijektiver K-Homomorphismus® heilt K-Isomorphismus. Existiert ein
K-Isomorphismus zwischen den Korpererweiterungen K — L’ und K — L, so nennen
wir diese K-isomorph.

Das folgende Resultat stellt ein niitzliches Kriterium fiir K-Homomorphie bereit:

Lemma 1.6. Ein Kérperhomomorphismus f: L’ — L zwischen zwei Korpererweite-
rungen t': K — L’ und v: K — L ist genau dann ein K-Homomorphismus, wenn das
folgende Diagramm kommutiert:

L f L.

N A

K

Beweis. Wir schreiben zwecks besserer Verstidndlichkeit in diesem Beweis ,,x“ fiir
die K-Skalarmultiplikation auf L” und ,x“ fir die K-Skalarmultiplikation auf L. Die
tibliche Multiplikation in den Koérpern L’ und L notieren wir hier ohne Symbol durch
direktes nebeneinanderschreiben der zu multiplizierenden Elemente.

Kommutiert das fragliche Diagramm, so gilt fiir alle x’ € L’

fAxx)=fA)x) = FWANS () = (f oI (X)) =L (A)f (x) = A * f (x).

Also respektiert f die Skalarmultiplikation. Dass f ebenfalls die Vektoraddition (d.h.
die Addition in den Korpern L’ und L) respektiert, ist bereits dadurch sichergestellt,
dass f als Korperhomomorphismus vorausgesetzt war. Also ist f K-linear und damit
ein K-Homomorphismus.

Ist umgekehrt f ein K-Homomorphismus, so gilt fiir alle A € K

v(A) =11, = u(A)f (1)
=Axf(1)=f(Ax1y)
=MLY = FA) = (f o).

Es folgt ¢ = f o’ und das fragliche Diagramm kommutiert. U

Wir werden im Folgenden Lemma 1.6 zumeist stillschweigend benutzen; im Lau-
fe der Vorlesung konstruieren wir oft Korperhomomorphismen mittels universeller
Eigenschaften (haufig iiber Umwege mit Polynomringen, Faktorringen etc.) und es
ergeben sich dann sehr schnell kommutative Diagramme in denen man kommutative
Dreiecke wie in Lemma 1.6 ausmachen kann. Die Abbildungen, welche dort die
Position von f in Lemma 1.6 einnehmen sind damit dann automatisch K-Homomor-
phismen und diese Tatsache bedarf keiner weiteren miihseligen Begriindung, bei der
man auf Ebene der abgebildeten Elemente Linearitdt nachzurechnen hatte.

>GemilR Proposition 1.1 ist ein K-Homomorphismus ohnehin stets injektiv; Die Surjektivitit ist
der kritische Punkt.
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Wie sich Korpergrade unter Verkettung von Korpererweiterungen verhalten, wird
durch die sogenannte Gradformel beschrieben:

Satz 1.7 (Gradformel). Seien v': K — L’ und f: L’ — L zwei Kiorpererweiterungen.
Dann gilt [L : K] = [L : L']-[L’ : K], wobei hier L vermdge des durch Verkettung
f ot’: K — L' erhaltenen Homomorphismus als K-Vektorraum aufgefasst werde.

L

Grad [L:L’]Tf Grad [L:1'][L":K]
L’ v=fot’

Grad [L':K]TU
K

Beweis. Seien zunidchst m = [L’ : K] und n = [L : L’] beide endlich. Dann gibt es
eine K-Basis {b],..., b/ } von L', sowie eine L’-Basis {b,, ..., b,} von L. Man rechnet
nun leicht nach, dass es sich bei

{bib:1<j<m,1<k<n}

um eine K-Basis von L handelt; diese hat [L : K] = mn Elemente.

Ist nun einer der Grade [L’ : K] oder [L : L’] unendlich, so sieht man durch
Einschrankung auf endliche Unterrdaume aus dem Argument von eben auch, dass L
als K-Vektorraum Unterrdume beliebig grof3er Dimension enthilt. Die Behauptete
Formel gilt also im Sinne von ,,00 = 00 - 00“ bzw. ,,00 = 00 : k“ (k € N) auch im
unendlich-dimensionalen Fall. 0

Die erniichternde Beobachtung aus Bemerkung 1.5 16st sich nun mit dem stérkeren
Begriff der K-Homo-/Isomorphie in Wohlgefallen auf:

Korollar 1.8. Es sei f: L’ — L ein K-Homomorphismus zwischen zwei Korpererweite-
rungen t: K — L’ und v: K — L. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) [L':K]<[L:K].
(2) Ist f sogar surjektiv (also ein K-Isomorphismus), so gilt [L’ : K] =[L : K].
(3) Ist[L:K]< oo undgilt [L' : K]=[L :K], so ist f ein K-Isomorphismus.

Beweis. Die Voraussetzungen nebst Lemma 1.6 liefern ¢« = f o’ und damit die
Anwendbarkeit von Satz 1.7. Wir haben also

[L:K]=[L:L']-[L":K]>[L":K].

Ist f sogar surjektiv, so ist [L : L’] = 1 und die obige Ungleichung gilt dann also
sogar mit Gleichheit. Ist alternativ [L’ : K] =[L : K] < oo vorausgesetzt, so handelt
es sich bei f dank Proposition 1.1 um eine injektive K-lineare Abbildung zwischen
Vektorraumen derselben endlichen Dimension. Also ist f sogar surjektiv und somit
ein K-Isomorphismus. OJ
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Bemerkung. Bei der identischen Abbildung Quot(Q[T]) — Quot(Q[T]) handelt es

sich nicht um einen Quot(Q[X ])-Homomorphismus, wenn man Quot(Q[ T ]) mittels

der beiden in Bemerkung 1.5 erwdhnten Homomorphismen ¢, und ¢, als Koérperer-

weiterung von Quot(Q[X ]) auffasst. In der Tat kommutiert auch das Diagramm
idquor(err))

QUOt(Q[ T ]) (kein Quot(Q[K ])-Homomorphismus!) QUOt(Q[ T ] )

T?2X X—-T

Quot(Q[X])

nicht. (Das sieht man unmittelbar, indem man verfolgt worauf X abgebildet wird.)
Hier gilt
[Quot(Q[T]) : Quot(Q[X )], > 1 =[Quot(Q[T]) : Quot(Q[X D], ,

wobei wir die Korpergrade jeweils mit dem Homomorphismus als Index annotiert
haben, welcher die Vektorraumstruktur stiften soll.






KAPITEL 2

Algebraische Erweiterungen

Zu einer Korpererweiterung t: K — L wollen wir nun diejenigen K-Untervektor-
rdume von L untersuchen, die auch Teilkorper von L sind. Hierzu beschranken wir
uns zundchst auf die von einem Element ,erzeugten K-Unterrdume. Der Begriff des
,Erzeugens® ist hier mit Vorsicht zu gebrauchen. Im Sinne der linearen Algebra wére
hier an 1-dimensionale K-Unterrdume K x zu denken, doch suchen wir hier Teilkorper
oder jedenfalls Teilringe von L und jeder solcher enthilt mit x auch automatisch x?
und weitere Potenzen. (Man spricht hier auch von ,einfach erzeugten K-Algebren“
anstatt von einfach erzeugten K-Vektorraumen.)

Sei also x ein beliebiges Element von L. Wir betrachten die Menge (wiederholt
vorkommende Elemente sollen hier auch mit Vielfachheiten gezédhlt werden!)

2.1 M={1,,x,x*x%,.. ) ={x*:keN,} C L.

Es gibt zwei Fille: entweder ./ ist K-linear abhingig, oder ./ ist K-linear unabhéngig.
Im ersten Fall nennen wir x algebraisch iiber K und anderenfalls transzendent
liber K. Falls alle Elemente x € L algebraisch iiber K sind, so nennen wir die
Korperweiterung ¢ algebraisch.

Teilkorper von L, welche im ¢ enthalten, nennt man Zwischenkorper der Kor-
pererweiterung : K — L. Den kleinsten Zwischenkérper von L, der x enthalt,’
notieren wir als K(x) (lies: ,,K adjungiert x“). Man beachte, dass es sich bei diesem
insbesondere auch um einen K-Untervektorraum von L handelt (Aufgabe 1.3) und
veranschauliche sich die Situation anhand von Abbildung 3.

2.1. Einfache Erweiterungen

Unser néchstes Ziel ist es, K(x) bis auf K-Isomorphie zu bestimmen. Wir erreichen
dies durch Satz 2.1 und Satz 2.5.

Satz 2.1. Sei t: K — L eine Korpererweiterung und x € L algebraisch iiber K. Ferner
seim, = X"+ u, 1 X" 1 +...+ uX°? € K[X]\ {0} das normierte Polynom kleinsten
Grades mit

1

X"+ Uy X+ uex® =0,

ID.h. der Kleinste Teilkorper von L, der (im¢) U {x} enthalt.

13
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Abbildung 3. Schaubild zur Definition von Adjunktion von Elementen
X1, X, € L mit Bezug auf eine Korpererweiterung t: K — L.

Dann ist m = m_K[X ] ein maximales Ideal und die Kérpererweiterung® K — K[X]/m
ist K-isomorph zu der von ¢ induzierten Korpererweiterung K — K(x). Des Weiteren ist

(2.2) [K(x):K]=[K[X]/m:K]=degm,.

Das Polynom m, aus Satz 2.1 nennen wir das Minimalpolynom von x iiber K. Da
m,K[X ] ein maximales Ideal ist, handelt es sich bei m, um ein irreduzibles Polynom.
Man bezeichnet die Korpererweiterung K — K(x) als einfach. (Die Korpererweiterung
K — L heildt einfach, falls L = K(x) fiir ein x € L ist.)

Beweis von Satz 2.1. Es gibt genau einen Ringhomomorphismus p: K[X] — L, der X
auf x abbildet und das folgende Diagramm kommutativ macht:

K[X] —2— L.

1

K
Da x algebraisch ist, gibt es Skalare Ay, A,..., A, € K, nicht alle = 0;, mit
Aol + A x+...+A,x"=0,,

aber letzteres heilft p(1,X° + A, X + ...+ A,X™) = 0,. Da nicht alle Skalare gleich 0,
sind, hat p also einen nicht-trivialen Kern. Durch Faktorbildung erweitert sich das

’Die fragliche Abbildung ist gegeben durch K 3 A — ((AX°) + m) € K[X]/m.
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obige kommutative Diagramm wie folgt:

K[X]/kerp

|5

(2.3) v\ K[X] ——— L.

=

K

Mit Argumenten wie bei der Einfithrung der Charakteristik sieht man, dass es sich
bei K[X ]/ ker p um einen Korper handelt. Insbesondere ist m = ker p maximal und der
normierte Erzeuger von m ist offenbar das im Satz beschriebene Polynom m,. — Mehr
noch: ": K — K[X]/ker p ist eine Kérpererweiterung und f ein K-Homomorphismus.
Durch Einschranken des Zielbereichs von f auf im f = im p = K(x) erhédlt man einen
K-Isomorphismus.

Es verbleibt noch (2.2) nachzuweisen. Die erste Gleichheit ist dabei eine direkte
Konsequenz aus dem bereits Gezeigten und Korollar 1.8. Fiir die zweite Gleichheit
beachte man, dass sich jedes Polynom aus K[X ] — vermége Polynomdivision durch
m, — in eindeutiger Weise als die Summe eines Polynoms vom Grad < degm, und
einem Element von m schreibt. Daraus leitet man leicht ab, dass es sich bei den
Elementen X/~ + m mit j = 1,...,degm, um eine K-Basis von K[X]/m handelt. [J

Beispiel 2.2. Wir betrachten x = v2 + v/3 in der Kérpererweiterung R/Q. Unter
Beriicksichtigung des Pascalschen Dreiecks

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

berechnet man leicht mittels des Binomischen Lehrsatzes die Potenzen
x2=2+2v2vV/3+3=5+26,

x> =2v2+3-2V/3+3v2-3+3V/3=11v2+9+3,
X*=4+4-2V2v346-2-3+4v2-3V3+9=49+20+6.
Die Menge .# = {1, x,x?,x3, x*} ist offenbar linear abhingig, denn wir haben
2.4) x*—10x*+1=0.

Also ist x algebraisch iiber Q. Ferner ist X* — 10X? + 1 das Minimalpolynom m, von
x: in der Tat teilt m, als Erzeuger des Ideals aller x-annulierenden Polynome iiber
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Q[X]jaX*—10X?%+ 1, doch handelt es sich bei X* —10X? + 1 um ein normiertes,
irreduzibles Polynom iiber Q. Um dabei die Irreduzibilitit einzusehen, beachte, dass
es geniigt die Irreduzibilitdt des verschobenen Polynoms

SP(2X +1)=2X"+4X>—2X*—4X —1

iiber Q einzusehen. Tatsdchlich ist die Irreduzibilitdt eines Polynoms G € Q[X]
dquivalent zur Irreduzibilitit des reziproken Polynoms X¢°G(1/X). (Denn jede
nicht-triviale Faktorisierung tibersetzt sich durch Reziprokenbildung zu einer nicht-
trivialen Faktorisierung des reziproken Polynoms und umgekehrt.) Es geniigt also die
Irreduzibilitdt von
—X*—4X® —2X*+4X + 2

nachzuweisen. Das funktioniert aber problemlos mit dem Irreduzibilitatskriterium
von Eisenstein [33, Korollar 9.12]. Also ist x algebraisch iiber Q. Aus Satz 2.1 folgt,
dass Q(x)/Q Grad 4 haben muss.

Bemerkung. Die Irreduzibilitit von P = X* — 10X? + 1 € Q[X] kann man auch
einsehen indem man sich klar macht, dass P die vier Nullstellen £+/2 + +/3 (mit
unabhingiger Vorzeichenwahl) besitzt. Sei x = v/2 + +/3. Wegen Q € Q(+/2) € Q(x)
und [Q(¥2) : Q] = 2 (das Minimalpolynom von +/2 iiber Q ist X? — 2) ist 2 ein
Teiler von [Q(x) : Q]. Demnach hat das Minimalpolynom m, von x mindestens
Grad 2 und es teilt P. Aus Gradgriinden ist P also irreduzibel, oder zerfillt in ein
Produkt quadratischer irreduzibler Faktoren. Es gilt letzteres auszuschliel3en. Dies
sieht man aber (mit etwas Rechenarbeit), indem man alle Produkte (X — x;)(X — x,)
mit verschiedenen Nullstellen x;, x, € {£+/2 + +/3} bildet und einsieht, dass diese
nicht in Q[X] liegen; z.B.

X —(V24+V3)(X —(—vV2+v3)=Xx2—2+/3X +1 ¢ Q[X].

Korollar 2.3. Sei 1: K — L eine Korpererweiterung. Dann ist x € L genau dann
algebraisch iiber K, wenn [K(x) : K] endlich ist. Ist x algebraisch, so gilt ferner K(x) =
K[x], wobei die rechte Seite den kleinsten Teilring von L begeichne, der (imt) U {x}
enthdlt.

Beweis. Ist x transzendent, so enthélt K(x) die unendliche linear unabhingige Menge
M aus (2.1) und hat somit unendlichen Grad iiber K. Ist x algebraisch, so liefert
Satz 2.1 die Endlichkeit des Grades [K(x) : K]. Ist x nun algebraisch, so erhélt man
leicht K[x] =im p =im f = K(x) mit den Abbildungen p und f aus (2.3).

(Alternativ verifiziert man leicht, dass es sich bei K[x] um das K-Erzeugnis der
Menge .# aus (2.1) handelt. Wenn x algebraisch ist, so enthilt K[x] € K(x) auch
alle benotigten inversen Elemente und ist daher gleich K(x): In der Tat ist K[x]
ein Unterraum des endlich-dimensionalen(!) K-Vektorraums K(x) € L. Folglich ist
der zu y € K[x]\ {0;} durch K[x] — K[x], a — ay gegebene injektive K-lineare
Endomorphismus sogar auch surjektiv. Es gibt also ein a € K[x] mitay =1, € K[x]
und das hei3t wir haben y™! € K[x].) O
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Bemerkung 2.4. Achtung: Korollar 2.3 trifft keine Endlichkeitsaussage iiber den
Grad [L : K] der gesamten Korpererweiterung ¢: K — L, auch wenn L nur aus iiber K
algebraischen Elementen besteht. So hat beispielsweise die Kérpererweiterung C/Q
unendlichen Grad, enthilt aber sehr wohl algebraische Elemente: Unter anderem
ist Q(v2)/Q eine Korpererweiterung vom Grad zwei. Allerdings enthélt C natiirlich
auch transzendente Elemente, ndmlich sogar iiberabzdhlbare viele: Die Menge aller
algebraischen Elemente (in C/Q)

A = {x € C algebraisch iiber Q}

ist ndmlich abzahlbar. Tatsdchlich handelt es sich bei A um einen Korper (man iiber-
lege sich weshalb!), den Korper der algebraischen Zahlen (iiber Q), und damit bei
A/Q um eine Korpererweiterung. Diese enthélt (nach Konstruktion!) nur algebraische
Elemente, hat aber dennoch unendlichen Grad. (Man iiberlege sich z.B. Q(+/2) C A
und n=[Q(v2): Q] <[A:Q]fiirn=1,2,3,...)

Beispiel. Zur Illustration von Korollar 2.3 erinnere man sich an Beispiel 2.2. Dort hat
sich das Minimalpolynom von x = v2 + /3 beziiglich der Kérpererweiterung R/Q
als X* — 10X?% + 1 erwiesen. Demnach haben wir

(V2++/3)7 =—(vV2+v3)* + 10(vV2 + V3).
(Das erhilt man durch Umstellen von 0 = x* —10x2 + 1 = x(x® —10x) + 1.)

Satz 2.5. Sei t: K — L eine Korpererweiterung und x € L transzendent iiber K. Dann
ist die Korpererweiterung K — Quot(K[X]) K-isomorph zu der von t indugierten Kor-
pererweiterung K — K(x).

Beweis. Der Beweis sei den Leserinnen und Lesern zur Ubung iiberlassen (Aufga-
be 2.3).° O

2.2. Zerfallungskorper

Zu einem Polynom P € K[X ] und einer Korpererweiterung ¢: K — L kann man P
via ¢ auch als ein Polynom {iiber L auffassen. — Dieses wollen wir mit ¢*P bezeichnen.
Préziser gibt es genau einen Ringhomomorphismus der X € K[X] auf X € L[X]
abbildet und folgendes Diagramm kommutativ macht:

K[X] —— L[X]

T

3Hinweis: Der Beweis dhnelt in der Weise dem Beweis von Satz 2.1, wie unsere zur Uberlegungen
vor der Definition von Kérpern der Charakteristik O denen zu Charakteristik p dhneln.
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(Die vertikalen Pfeile bedeuten jeweils die kanonische Abbildung, also diejenige
Abbildung, welche das Korperelement A, auf das Polynom A,X° abbildet.) Konkret
sieht das so aus:

VAX + A X+ ..+ A X)) =t(A)X° +(A)X + ...+ (A, )X".

Die folgenden Beispiele zeigen, dass man sich t*P einerseits als ,,P im grof3eren
Ring L[X ]“ vorstellen sollte, sich aber vor Augen fiihren muss, dass die Arithmetik in
L[X] nicht dieselbe zu sein braucht, wie in K[X].

Beispiele 2.6.
(1) Wir betrachten die durch die Inklusion Q C C gegebene Korpererweiterung
t: Q — C und das Polynom P = X2 —2 € Q[X]. Dann ist

VP =X%2—2=X—-+v2)(X +V2) e C[X].

Man beachte, dass P irreduzibel ist, t*P hingegen aber nicht.

(2) Seinun t: Q — L die offensichtliche Kérpererweiterung mit L = Q[T ]/m
und dem maximalen Ideal m = (T2 —2)Q[T] von Q[T ]. Wir betrachten nun
erneut das Polynom P = X% —2 € Q[X]. Dann ist (ganz dhnlich wie in (1))

VP=X*—24+m)=X—(T+m))X + (T +m)) € L[X],
wegen
(T+m)P=T*+m=T>—(T*-2)+m=2+m.

Wir sagen, dass P eine Nullstelle in L besitzt (oder eher: in der Kérpererweiterung
t: K — L), wenn es ein x € L gibt derart, dass das Polynom (*P ausgewertet bei x
Null ergibt: (t*P)(x) =0;.

Beispiel. Das Polynom P = X?—2 € Q[X] hat keine Nullstelle (in Q), aber sehr wohl
Nullstellen in C, ndmlich £+/2. Uberdies hat P auch Nullstellen in L = Q[T ]/m aus
Beispiel 2.6 (2), ndmlich £(T + m).

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, zu einem gegebenen Polynom P € K[X ]
eine Korpererweiterung t: K — L zu konstruieren in der P eine Nullstelle besitzt.
Offensichtlich diirfen wir davon ausgehen, dass P irreduzibel ist (sonst betrachte statt
P einen irreduziblen Faktor von P). Mit P(T) bezeichnen wir das Polynom, welches
das Bild von P unter dem Ringisomorphismus K[X ] — K[T] ist, der X auf T abbildet.
(Einfache Umbenennung der Variablen X in T)

Dann ist m = P(T)K[T] ein maximales Ideal von K[T] und L = K[T]/m ein
Korper und die offensichtliche Abbildung ¢: K — K[T]/m ist eine Kérpererweiterung
(siehe Satz 2.1). Ist P = Zj A;X7, s0 ist

WPYT +m)=D | AT +mY =D (T +m)(T/ +m)

(2.5) | |
= Zj(AjTJ +m) = Zj AT +m=P(T)+m=0,.
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(Die eben durchgefiihrte Rechnung kennen wir letztlich bereits in einem Spezialfall
aus Beispiel 2.6 (2).) Also hat P eine Nullstelle in L, ndmlich T + m. Kombiniert man
diese Erkenntnis mit Satz 2.1, so erhilt man das folgende Resultat:

Satz 2.7 (Kronecker, Cauchy). Sei P € K[X] ein irreduzibles Polynom iiber einem
Korper K. Dann hat die Korpererweiterung v: K — L mit L = K[X ]/PK[X] die folgenden
Eigenschaften:

(1) [L:K]=degP.

(2) x =X + PK[X] ist eine Nullstelle des Polynoms (*P.

(3) P ist assoziiert zum Minimalpolynom m, von x iiber K.

Beweis. (1) hatten wir im Wesentlichen schon im Beweis von Satz 2.1 argumentiert
und (2) haben wir schon in (2.5) nachgerechnet. Es verbleibt (3) zu zeigen. Hierfiir
beachte man, dass m, das Ideal m = {Q € K[X] : (¢*Q)(x) = 0, } erzeugt und P
wegen (2) in m enthalten ist. Wegen (1) und Satz 2.1 (siehe (2.2)) haben aber m
und deg P denselben Grad. Also folgt P = Am, fiir ein A € K \ {Oy}.

ot

Sei t: K — L eine Korpererweiterung und P € K[X ] ein Polynom vom Grad n > 0.
Wir nennen L Zerfdllungskérper von P, wenn Folgendes gilt:

(1) Es gibt Elemente c, x,,...,x, € L mit t*P =¢ ]_[?ZI(X —x;) und
(2) K(x4,...,x,) =L, wobei der Ausdruck linker Hand den kleinsten Teilkorper
von L bezeichne, der die Elemente x4, ..., x, enthilt.

Die erste Bedingung besagt, dass P ,,genug“ Nullstellen in L besitzt, um iiber L in
Linearfaktoren zu zerfallen und die zweite Bedingung besagt, dass L nicht unnétig
grof3 ist.

Da ein Zerféallungskorper ¢: K — L stets durch Adjunktion endlich vieler algebrai-
scher Elemente entsteht, folgt mit Korollar 2.3 und Satz 1.7, dass der Grad [L : K]
endlich ist.

Wir beschiftigen uns nun mit der Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von
Zerfallungskorpern. Der néachste Satz klart jedenfalls die Existenzfrage. Die Eindeu-
tigkeitsfrage behandeln wir nach einiger Vorarbeit in Proposition 2.10. Fiir eine
Diskussion der dabei auftretenden Korpergrade siehe Aufgabe 3.3.

Satz 2.8. Zerfdllungskorper existieren immer. Prdgziser: Sei K ein Korper und P ein
Polynom iiber K. Dann gibt es eine Korpererweiterung : K — L derart, dass L Zerfil-
lungskorper von P ist.

Beweis. Das kann man via Satz 2.7 und einer Induktion zeigen. O

Das nachste Resultat erlaubt die Konstruktion von K-Homomorphismen (siehe
insbesondere Beispiel 2.11). Die Leserinnen und Leser mogen sich bitte mit Blick auf
dessen Beweis klar machen, dass es sich im Endeffekt nur um eine Umformulierung
der universellen Eigenschaft von Polynomringen K[X ] handelt, welche mittels Fak-
torbildung auf Korper K[X ]/m hiniibertransportiert wird. Dabei ist freilich darauf
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zu achten, dass sich die Ideale m geeignet mit den zu transportierenden Homomor-
phismen vertragen, doch dies wird durch gewisse Annahmen an Minimalpolynome
sichergestellt.

Lemma 2.9 (Fortsetzungslemma). Seien v: K — L und t": K — L’ zwei Korperer-
weiterungen, sowie P € K[X ] ein irreduzibles Polynom, x € L eine Nullstelle von (*P
und x’ € L’ eine Nullstelle von (v')*P. Ist K(x) C L der kleinste Zwischenkdrper von
v: K — L, der x enthdlt,* so besitzt \" genau eine Fortsetzung zu einem K-Homomor-
phismus j': K(x) — L' mit j'(x) = x':

Beweis. Gemal$ Korollar 2.3 wird der Korper K(x) als K-Vektorraum von den Vektoren
1,,x,x%, ... erzeugt. Fiir einen K-Homomorphismus j’ wie in der Aussage des Lemmas
ist also das Bild j'(1;) = ¢'(1x) = 1,, bereits festgelegt, aber auch j'(x) = x’ und
damit j'(x*) = (x")* fiir k = 1,2,...; j’ ist uns also bereits auf einer Basis bekannt
und daher — sofern es tiberhaupt ein solches j’ gibt — eindeutig.

Zum Beweis der Existenz von j’ sei K(x") der kleinste Zwischenkorper von t’: K —
L', der x’ enthilt. Wir schreiben m = PK[X] und X = X + m. Zweimaliges Anwenden
von Satz 2.1 liefert dann ein kommutatives Diagramm der Form

L L’
K[X]/m
- )Cﬁ/ (I}N*/ / ~
K(x) " RO
K

mit K-Isomorphismen f und f’, welche f(x) = X und f'(X) = x’ erfiillen. Die
Inklusion K(x") < L’ verkettet mit der Abbildung f’ o f ist offenbar der gesuchte
K-Homomorphismus j’. O

“*Wir betonen diesen Punkt hier, da die Notation K (x) von der zugrundegelegten Kérpererweiterung
abhiingt, diese aber nicht explizit kenntlich macht. Wegen der parallelen Betrachtung von ¢ und ¢’
konnte hier also ohne eine solche Klarstellung Verwirrung auftreten.
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Bemerkung. Alternativ kann man die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 2.9 auch
tiber die universelle Eigenschaft von Polynomringen beweisen. (Tatsédchlich ist das
zuvor gebrachte Argument, mittels Korollar 2.3 und der Tatsache, dass der K-Homo-
morphismus j’ durch j'(x) = x’ bereits eindeutig festgelegt wird, nur eine spezielle
Instanz davon.) In der Tat, gdbe es zwei Moglichkeiten fiir den K-Homomorphismus
j’, so konnte man zwei verschiedene K-Homomorphismen K[X]/m — L mit X ~— x’
konstruieren. Dann hétte man allerdings (mittels der bekannten Beschreibung von Ho-
momorphismen von Faktorringen) auch zwei verschiedene ,,K-Homomorphismen‘®
K[X]— K(x") mit X — x’. Dies widerspricht allerdings der Eindeutigkeitsaussage in
der universellen Eigenschaft von Polynomringen.

Proposition 2.10. Sei P € K[X] vom Grad n > 1 (nicht notwendigerweise irredu-
gibel). Dann sind je gwei Korpererweiterungen t: K — L und t': K — L', die beide
Zerfdllungskorper von P sind, zueinander K-isomorph.

Beweis. Sei L = K(x,,x,,...,Xx,) wie in der Definition des Begriffs Zerfdllungskorper.
Wir setzen t — vermége Lemma 2.9 — zu einem K-Homomorphismus j;: K(x;) — L'
fort und erhalten induktiv fiir k = 2,...,n weiter K(x4, ..., X;_;)-Homomorphismen
Joi K(xy, .o, X0, ) = L

L

In der Tat sei i: K — K, mit K, := K(xy, X5, ...,X;) die von ¢ induzierte Korperer-
weiterung und *P das Polynom P aufgefasst als Polynom iiber K;. Dieses zerlegt
sich in ein Produkt [ [, P; von irreduziblen Faktoren P; € K;[X ] (die natiirlich nicht
linear zu sein brauchen!) und einer von diesen — nennen wir ihn P, — hat in
K1 = K(x1,%9,...,X), X341) die Nullstelle x;,. Allerdings hat P, auch in L’ ei-
ne Nullstelle x;_, (denn (')*P zerféllt in Linearfaktoren und (j;)*P, ist ein Teiler
von (1')*P), und Lemma 2.9 liefert einen K;-Homomorphismus j, . ,: K;; — L’ mit

°Die kanonische Abbildung K — K[X] ist nattirlich kein Kérperhomomorphismus, da K[X ] kein
Korper ist. Gemeint mit K-Homomorphismus ist hier dennoch, dass ein entsprechendes Diagramm
wie in Lemma 1.6 kommutiert.
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Ji(Xk41) = X, wie gewdinscht:

[Toor=Gr (] P)=Gpar =onre

= (1")*P = Produkt von Linearfaktoren in L'[X].

Man veranschaulicht sich diesen Sachverhalt vielleicht anhand des (zugegebenerma-
Ben sehr uniibersichtlichen) Diagramms, wobei wir hier P als normiert angenommen
haben:

l_[j(X_xj L L — L[X] l_[j(X—X})

Wy

Bei j’ handelt es sich um eine injektive (siehe Proposition 1.1) K-lineare Abbildung
von dem endlichdimensionalen K-Vektorraum L in den ebenfalls endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum L’. Also ist [L : K] < [L’ : K]. In analoger Art und Weise erhélt
man durch Fortsetzung von ¢ die Aussage [L : K] > [L’ : K]. Also stimmen die
Dimensionen von L und L’ als K-Vektorrdume {iberein; als injektive lineare Abbil-
dung zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen mit gleicher Dimension ist j/
also sogar surjektiv (siehe Korollar 1.8). Folglich handelt es sich bei jr’l um einen K-
Isomorphismus zwischen L und K. 0

Beispiel 2.11. Wir betrachten das Polynom P = X> — 2 € Q[X] und exerzieren die
Konstruktion aus Proposition 2.10 an P durch. Das Polynom P hat in C die drei
Nullstellen o = v2 € R € C, {p und {?p mit { = exp(2mi/3). Daher handelt es
sich bei der Kérpererweiterung L/Q mit L = Q(p,lp,%*0) = Q(p,{) um einen
Zerfallungskorper von P. Wir schreiben im Folgenden auch L’ = L und betrachten
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das kommutative Diagramm

Q(e,%e,¢%0) L.

L3=id;
Q(e,¢0)
sz:idﬂ@(m
Q(e)

o

Q

Es gibt nun einen Q-Homomorphismus j;: Q(¢) — L', der o auf {p abbildet (Lem-
ma 2.9). Wir haben

UP =X —p)X*+ X +0%) = (X—p)P,.
Zudem ist { o ist eine Nullstelle von P; in L und {?p ist eine Nullstelle von P; in L'
G'P =X +j(0)X +j;(0*) =X*+ X + (L)’ = (X — )X — {*p).

Lemma 2.9 liefert also einen Q(p)-Homomorphismus j;: Q(o,{e) — L', der j;
fortsetzt und {p € L auf {*p € L’ abbildet:

Q(e,¢0,¢%0) S L

t3=id; Jy -7
Qe,o) = )

thidﬂ@(e) R
Q) ——7

o

Q

Natiirlich sind wir wegen Q(p, {p) = L hier eigentlich schon fertig, wollen aber
trotzdem noch den Schritt zu j; durchfithren, obwohl sich selbstverstandlich j; = j,
herausstellen wird. (Das Ziel ist hier zu sehen, dass die oben gegebene Konstruktion
auch robust genug ist, um solche degenerierten Fille zu behandeln.) Nun ist

LP) =X — )X — (o)X —§%0) = (X — )X — {0)P,
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und P, € Q(p,{)[X] hat in L die Nullstelle {>p und in L’ die Nullstelle o, denn®
() Py =X —j5(8%0) =X — j5(¢**™")
=X —j,(e)j (@) =X —({*e)*(Ce)!
=X—-{o=X—p.

Entsprechend setzt sich j, zu einem Q(p, { 0)-Homomorphismus j;: Q(o,¢0,%*0) —
L’ mit ji({*p) = o fort.

2.3. Algebraischer Abschluss

Satz 2.12 (Steinitz, 1910). Jeder Korper K besitzt einen algebraischen Abschluss,
d.h. es gibt eine algebraische Korpererweiterung t,: K — K? derart, dass die iiber K?
irredugiblen Polynome genau die linearen Polynome sind.

Es gibt diverse Beweise von Satz 2.12 — siehe etwa [22] oder [26, 1] (auch unter
Beriicksichtigung von [18]). Hier folgen wir einer Exposition von K. Conrad [12,
,eonstructing algebraic closures, I“], der den Beweis seinem Bruder B. Conrad (auf
eine Konstruktion von E. Artin zuriickgehend) zuschreibt.

Beweis von Satz 2.12. Zunichst wihlen wir fiir jedes nichtkonstante,” normierte Po-
lynom P € K[X] verschiedene Variablen Ty, ..., Tpye,p, die auch verschieden zu
allen anderen so gewéhlten Variablen seien moégen. Wir schreiben kurz T fiir die
Gesamtheit dieser Variablen und betrachten den iiber K definierten Polynomring
R =K][T] in diesen Variablen. Selbstverstindlich sollen in dieser Konstruktion die zu
P gewdhlten Variablen als Nullstellen von P fungieren. Zur Abkiirzung schreiben wir
im Folgenden

degP (degP)—1
l_[k = ﬂ und Zj = ZOI .
= =

Wir betrachten zunichst das kommutative Diagramm

K[X] -2 R[X]

®Die Aussage, dass das Polynom X — {%p € Q(p, {p)[X] die Nullstelle o in L’ habe, mag paradox
klingen, rithrt aber daher, dass hier L nicht via der Identitét, sondern mittels j, als Kérpererweiterung
von Q(p, {p) aufgefasst wird, und X —¢?p € Q(p, {©)[X] eben erst in das Polynom (j;)*(X — {?p)
umgerechnet werden muss.

7Achtung: Gemeint sind Polynome P mit P # AX° fiir alle A € K; Etwa X2 +X € (Z/2Z)[X] liefert
bei Einsetzen eines Elements aus Z/2Z stets den Wert 0, ist aber in dem von uns gemeinten Sinne
dennoch nicht ,konstant“.
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wobei die unbeschrifteten Abbildungen und p jeweils die offensichtlichen Ringhomo-
morphismen seien und p*(X) = X gelte. Man ist also versucht die Relation

” Q*P = l_[k(X - TRk) “

gewissermalden ,gewaltsam“ herzustellen. Diese gilt selbstverstdndlich dann und nur
dann, wenn die Koeffizienten ap; € K[T ] in der Darstellung

(2.6) o P=] [ =Ty =D apX’

alle gleich Null sind. Das stimmt in R so nattirlich nicht, gilt aber sicher, wenn man die
fraglichen Koeffizienten (préziser: deren Bilder) im Faktorring R/a anschaut, wobei
hier a das von

{ap; €K[T]: P € K[X] normiert, 0 < j < degP}

erzeugte Ideal bezeichnet. Die gewiinschten Relationen gelten damit auch in jedem
Korper R/m, wenn m ein maximales Ideal bezeichnet, welches a enthélt. Ein solches
Ideal gibt es — wie aus [33, Korollar 6.13] bekannt — immer, sofern es sich bei a
nicht um das triviale Ideal a = R handelt.

Wir wollen 1; ¢ a (und damit a # R) einsehen und gehen daher zwecks Erzeugung
eines Widerspruchs gegenteilig von 1; € a aus. Dann gibt es nach Definition von a
eine Summendarstellung

degP—1
(2.7) 1p = E : z :"P,jap,j = E :’”P,jap,f’
Pep j=1 (BJ)

wobei rp; € R und & eine endliche(!) Menge normierter Polynome iiber K[X ] sei.
Mit Satz 2.8 erhalten wir einen Zerfallungskérper v': K — L’ des Produkts [ [, P.
Wir haben also insbesondere fiir jedes P € & eine Darstellung der Form

(2.8) ()P = l_[k(X —tp) (it tpy,..., tpeep € L’ geeignet).

Man betrachte den Ringhomomorphismus p’, welcher das Diagramm

R=K[T] 25 L',

. , t fallsP e 2,
QT / mit  p'(Tp) = { Pk

0, fallsP¢>?
K
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kommutativ macht. Dann kommutiert auch das Diagramm

R[X] (o) L'[X]

S

(2.9) K[X] R—— L.
\i /

Damit, und in Kombination mit (2.6) und (2.8), sehen wir

> p'ap X =0y (3 anx’)
=) (eP-] ] &x-1m) (via (2.6))
=((p)y o IP—] [ X —p'(Ty))
=(')'P— l_[k(X —tp) (via (2.9) und (2.8))

== OL/[X].

Also ist p’(ap;) = 0y, fiir alle P € 2 und 0 < j < deg P. Wendet man nun p’ auf die
Gleichung (2.7) an, so erhélt man

1, =p'(1x) = P/(Z rP,jaP,j) = Zp/(rp,j)p/(ap,j) = Z rpj0p =0y,
(Bj) (Bj) (Bj)
im Widerspruch dazu, dass im Korper L’ natiirlich 1;, # 0;, gilt.
Sei nun m 2 a ein beliebiges maximales Ideal von R = K[ T ]; Dessen Existenz ha-
ben wir dank [33, Korollar 6.13] eben mit dem Nachweis von 1, ¢ a # R sichergestellt.
Durch Verkettung der offensichtlichen Homomorphismen

K —2» R=K[T] —Z K[T]/m = K?

~. 7

la

erhdlt man eine Korpererweiterung ¢,: K — K?. Diese Korpererweiterung hat nun die
gewtinschte Zerfallungseigenschaft: Wegen a C m sieht man

(2.10) cP=] [ &x—n(10)

fiir jedes normierte nicht-konstante Polynom P € K[X ], denn
cP-] [ =m0 =rmpP—rm([ [ X —1p0) = (P -] [ (X~ To)
= n*(zj aRjXJ) = Zj n(ap;)X’ (via (2.6))
= Z]- OeX? = Opagxy- (Weil ap; € a Cm.)
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D.h. jedes nichtkonstante Polynom tiber K zerfallt tiber K in Linearfaktoren.
Uberdies ist die Erweiterung t,: K — K? algebraisch, denn da

e%:{quJl"'TkaER:k,vl,...,vkENo, Tl,...,TkET}

eine K-Basis von R = K[ T] ist, ist m( %) zumindest ein K-Erzeugendensystem von
L. Fiir jedes x € K* ist also K(x) in K(t) enthalten, wobei t eine geeignete endliche
Teilmenge von 1t( %) bezeichne. Mit Blick auf (2.10) sieht man, dass alle Elemente
von ©t(T) (T € T) algebraisch iiber K sind und selbiges gilt fiir alle Elemente von t.
Mit Korollar 2.3 sieht man also, dass der Grad [K(t) : K] endlich ist; Dieser ist geméal}
Korollar 1.8 jedenfalls nicht kleiner als [K(x) : K] und daher ist [K(x) : K] auch
endlich. Unter erneuter Berufung auf Korollar 2.3 sieht man somit, dass x algebraisch
iiber K ist.

Es bleibt noch einzusehen, dass es in K?[X ] keine irreduziblen Polynome mit
Grad > 1 gibt. Sei daher m € K?[X] ein irreduzibles Polynom und m = mK?[X ]. Dann
hat m die Nullstelle x = X + m in der Korpererweiterung t: K* — K?[X]/m =: L. Der
kleinste Zwischenkorper von t,: K — K?, der simtliche Koeffizienten von m enthalt,
hat endlichen Grad (benutze Satz 2.1 und Satz 1.7) und x ist algebraisch {iber diesem.
Also folgt, dass x sogar algebraisch iiber K ist und wir konnen das Minimalpolynom
m, € K[X] von x iiber K betrachten. Wegen der Kommutativitit des Diagramms®

I La/7
Lo,

haben wir

0, = ((tot)'m)(x) = (" (;m,))(x),
und der Ausdruck rechter Hand ist genau das Bild von ¢;m, unter der kanonischen
Projektion K*[X] — K?[X ]/m. Also folgt 1ym, € m, weswegen t:m, ein Vielfaches
von m ist. Da m, aber nach dem bereits Gezeigten iiber K? in Linearfaktoren zerféllt,
gilt dies auch fiir m. Weil m irreduzibel ist, muss m also Grad 1 haben. U

Bemerkung. Die hier verwendete Konstruktionsmethode fiir algebraische Abschliisse
lasst sich vielleicht kurz als ,,man nehme einen hinreichend gro3en Polynomring und
faktorisiere diesen nach einem geeigneten Ideal, sodass die Variablen die gewiinschten
Relationen erfiillen“. Diese Strategie kennen wir schon aus der ,Einfithrung in die
Algebra“[33, § 7.3] von der Konstruktion der Lokalisierung S™'R eines kommutativen
Rings R nach einem multiplikativen System S C R.

8Man beachte die Einfiihrung der neuen Variablen, da ,X“ schon in L = K?[X ]/m vorkam.
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Das nachste Lemma besagt, dass ein jeder algebraischer Abschluss eines Korpers
K reichhaltig genug ist, um gewissermal3en jede algebraische Erweiterung von K ,,in
sich aufzunehmen“.

Lemma 2.13 (Einbettungslemma). Sei t,: K — K? ein algebraischer Abschluss von
K, sowie 1: K — L eine beliebige algebraische Erweiterung. Dann gibt es einen K-
Homomorphismus j: L — K?:

Ka

Achtung: Im Allgemeinen gibt es in der Situation von Lemma 2.13 sehr viele K-
Homomorphismen j; Es wird hier also keinerlei Eindeutigkeitsaussage getroffen!

Fiir den Beweis von Lemma 2.13 bendétigen wir das bereits aus der Einfiihrung in
die Algebra bekannte Lemma von Zorn (fiir mehr hierzu, siehe etwa [26, Appendix 2]).
Man beachte auch Abbildung 4.

Lemma 2.14 (Zorn). Sei # eine nichtleere Menge, die beziiglich einer bindren Relation
< partiell geordnet ist.° Ferner besitze jede Kette'® eine obere Schranke in .#. Dann
enthdlt ./ mindestens ein maximales Element.

Beweis von Lemma 2.13. Wir betrachten die Menge
# = {K-Homomorphismen f: L’ — K® mit Zwischenkérper L’ € L von ¢}

und schreiben dom(f) fiir L', wenn L’ der Definitionsbereich von f ist. Die Menge
¢ ist nichtleer, denn sie enthélt 1, o t™: t(K) — L (wobei ¢! hier als die Umkehr-
abbildung von ¢ : K — «(K) und nicht von t : K — L zu verstehen ist, was ja ggf.
mangels Surjektivitéit gar nicht umkehrbar zu sein braucht). Uberdies ist # beziiglich
der durch

f=f = dom(f)C dom(f) und floom;) = f

definierten Relation partiell geordnet. (Diese Behauptung nachzurechnen involviert
mehrere triviale Veriﬁkationep, die wir hier nicht rléiher ausfiihren.) Jede Kette 4 in
J# hat eine obere Schranke f in ¢, ndmlich z.B. f: L’ — K?* definiert durch

L'=|Jdom(f), f(x)=f(x)

fex

9Zur Erinnerung: Das heift, dass die Relation < reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Al-
lerdings braucht < nicht notwendigerweise total zu sein, d.h. es kann durchaus Elemente a,x € .#
geben, fiir die weder a < x noch x < a gilt. — Siehe auch Abbildung 4.

10pas ist eine beziiglich < total geordnete Teilmenge von .#
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Abbildung 4. Veranschaulichung zum Lemma von Zorn: Die Menge
M sei hier durch das schwarz gefirbte ,Gebilde“ im R? repriisentiert
und ein Punkt darauf sei ,kleiner® als ein anderer Punkt, wenn man
von dem Ausgangspunkt stetig und in der Vertikalen monoton steigend
zum anderen Punkt ,laufen“ kann. Beispielsweise ist a kleiner als b
und x kleiner als y. Des Weiteren kann man keinen der Punkte a, b,
oder x miteinander vergleichen. Alle maximalen Elemente sind als
schwarze Punkte im Gebilde hervorgehoben. Grau hinterlegt sieht man
eine Kette.

mit f € # und x € dom(f ). (Auch hier hat man genau genommen wieder einiges
nachzurechnen, z.B. dass L’ ein Zwischenkorper ist und f wirklich ein Homomor-
phismus ist.)

Nach dem Lemma von Zorn besitzt ¢ also ein maximales Element j. Ware nun
nicht dom(j) = L, so konnte man zu x € L \ dom(j) mittels Lemma 2.9 j zu einem
K-Homomorphismus von dom(j)(x) 2 dom(j) fortsetzen, was der Maximalitét von j
widerspréche. Also ist dom(j) = L und wir sind fertig. O

Der aus Satz 2.12 bereits bekannten Existenzaussage fiir algebraische Abschliisse
stellen wir nun die folgende wichtige Eindeutigkeitsaussage zur Seite. Deren Beweis
schopfen wir aus Lemma 2.13.

Proposition 2.15. Je zwei algebraische Abschliisse von K sind K-isomorph.

Beweis. Sind t: K — L und (": K — L’ zwei algebraische Abschliisse, so kann man
zeigen, dass jeder aus Lemma 2.13 erhaltene K-Homomorphismus j: L’ — L ein
Isomorphismus ist. Die Klarung der zugehorigen Details seien den Leserinnen und
Lesern iiberlassen (Aufgabe 4.3). OJ

Einen Korper K der K-isomorph zu einem (und dann jedem) algebraischen Ab-
schluss von K ist, nennen wir algebraisch abgeschlossen. Offensichtlich ist K genau
dann algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom P € K[X ] in
Linearfaktoren zerféllt.
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Beispiel. Die Erweiterung A /Q aus Bemerkung 2.4 ist ein algebraischer Abschluss von
Q. Um dies zu sehen, bemiihen wir den Fundamentalsatz der Algebra (siehe spiter;
Satz 5.9). Ist ndmlich P = ay+a,X +...+a,X" € A[X] ein nicht-konstantes Polynom,
so zerféllt dieses jedenfalls iiber C in Linearfaktoren. Sei X —z, € C ein solcher
Linearfaktor. Wenn wir z, € A einsehen, folgt die algebraische Abgeschlossenheit von
A, da P dann ja schon iiber A in Linearfaktoren zerfallt. Sei K = Q(ay,ay,...,a,) € A.
Dann ist die Erweiterung K(z,)/K endlich, da z, ja Nullstelle von ay+a, X +...4+a,X" €
K[X] ist. Also ist auch K(z,)/Q endlich und somit auch Q(z,)/Q. Daraus folgt aber
schon z, € A.

Beispiel. Kein endlicher Korper ist algebraisch abgeschlossen. Ist F namlich ein
endlicher Koérper, so ist 1y + [ [ cz(X — x) € F[X] ein Polynom vom Grad #F > 2
ohne Nullstellen in F. Insbesondere zerféllt dieses Polynom nicht in Linearfaktoren
iiber F.

2.4. Transzendenzbasen

In Satz 2.5 sind wir bereits mit transzendenten Elementen in Beriihrung ge-
kommen. Allgemeiner sei t: K — L eine Korpererweiterung. Wir nennen Elemente
X1,...,X, € L algebraisch unabhdngig K, falls der (eindeutige) K-Homomorphismus
p: K[Xy,...,X,] > L mit p(X;) = x; fiir j =1,...,n, welcher das Diagramm

I}

KXy, Xo] —5i— L

S

Beispiel. Sind x,, x,, x; € C algebraisch unabhéngig iiber Q, so ist beispielsweise

x;S - %xlmg +8= P(les - %XleXg‘ +8) # p(Okrx,..x,1) = 01
Algebraische Unabhingigkeit formalisiert die Vorstellung, dass es zwischen den Ele-
menten X, X5, X5 keine nicht-trivialen algebraischen Relationen gibt. Man vergleiche
dies etwa mit algebraischen Elementen: Fiir diese liefert schon das zugehorige Mini-

malpolynom eine nicht-triviale algebraische Relation.

kommutativ macht, injektiv ist.

In Verallgemeinerung von Satz 2.5 erhdlt man durch Fortsetzung von p auf
L' = Quot(K[X;,...,X,]) einen K-Homomorphismus L’ — L, der sich auf einen K-
Isomorphismus L” — K(x,,...,Xx,) einschrankt. Kérpererweiterungen von K, die
K-isomorph zu der Erweiterungen K — Quot(K[X,,...,X,]) fiir ein n € N, sind,
nennen wir rein transzendente Erweiterungen.

Ist # eine Teilmenge von L mit der Eigenschaft, dass je endlich viele Elemente von
M algebraisch unabhéngig sind und .# maximal in der Hinsicht ist, dass keine echte
Obermenge von ./ diese Eigenschaft hat, so nennen wir .# eine Transzendenzbasis
von der Korpererweiterung t: K — L.
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Man kann sich iiberlegen, dass fiir jede Transzendenzbasis .# die Korpererweite-
rung L/K(.#) algebraisch (aber nicht notwendigerweise endlich) ist. So erhélt man
eine Zerlegung der Erweiterung ¢: K — L in zwei Teilerweiterungen:

e Eine rein transzendente Erweiterung K — K(.# ), und
e cine algebraische Erweiterung L/K(.# ).

Man veranschaulicht sich diese Situation anhand des folgenden kommutativen Dia-

gramms:
)
idp Ik

L

Nach einem Satz von Liiroth ist fiir eine einelementige Transzendenzbasis ./ jeder
echte Zwischenkorper von K — K(. ) selbst eine rein transzendente Erweiterung. —
Es sind also alle Elemente von K(.# ) \ im transzendent {iber K.

Man beachte des Weiteren, dass der Grad der obigen algebraischen Erweiterung
L/K(.#) i.Allg. von der Wahl der Transzendenzbasis .# abhéngig ist:

(algebraisch)
Quot(K[T]) === (T).

Dennoch ist zumindest die Kardinalitit einer Transzendenzbasis wohl-bestimmt und
heil’t Transzendenzgrad der betrachteten Korpererweiterung:

Satz 2.16. Transzendenzbasen existieren immer. Uberdies sind je zwei Transzendenzba-
sen von ein und derselben Korpererweiterung gleichmdchtig.

Fiir einen Beweis (eines Spezialfalles) des obigen Satzes, sowie fiir diverse Re-
chenregeln und Vertraglichkeitseigenschaften von Transzendenzbasen konsultiere
man etwa das Buch von Wolfahrt [36, §§ 6.5.1-6.5.2], oder die (fortgeschrittenere)
Darstellung von Lang [26, Kapitel VIII, § 1]. Die Existenz von Transzendenzbasen
ergibt sich mittels des Zornschen Lemmas (Lemma 2.14): man betrachte die Menge
der algebraisch unabhingigen Teilmengen von L und die durch Teilmengeninklu-
sion induzierte partielle Ordnung darauf. Anschliel3end wihle man ein maximales
Element beziiglich dieser partiellen Ordnung mittels des Zornschen Lemmas. Ein sol-
ches maximales Element konstituiert dann automatisch eine Transzendenzbasis. Die
Aussage iiber die Méachtigkeit ist aufwéandiger zu beweisen (siehe die oben genannte
Literatur).
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Wir schlief3en diesen Abschnitt mit einer Anwendung von Transzendenzbasis-Tech-
niken: Transzendenzbasen konnen zur Konstruktion von Korperhomomorphismen
benutzt werden. Das folgende Ergebnis findet keine Verwendung im weiteren Ver-
lauf der Vorlesung, ist aber vielleicht hinreichend kontra-intuitiv, um fiir sich selbst
genommen interessant zu sein.

Satz 2.17. Es gibt echte Teilkorper von den komplexen Zahlen C, welche wiederum zu
C (Q-)isomorph sind.

Beweisskizze. Man wahle mittels Satz 2.16 eine Transzendenzbasis .#Z von der Erwei-
terung C/Q:

idelg

Mit den Ideen aus Aufgabe 3.1 (¢) kann man sich iiberlegen, dass .# iiberabzahlbar

(und insbesondere unendlich) ist. Darum gibt es eine Bijektion r: .# — 4’ von .4
auf eine echte Teilmenge .#’ C . . (Um die zuletzt gemachte Behauptung tatsachlich
zu beweisen, benotigt man das Auswahlaxiom (bzw. eine schwache Form davon). Wir
verzichten auf weitere Ausfiihrungen hierzu.) Diese setzt sich (auf genau eine Weise)
zu einen Ringhomomorphismus Q[ ] fort, der das offensichtliche Diagramm

Q")
g : m“’rm\

ymé

N

Q

QL]

kommutativ macht. Wegen der algebraischen Unabhéngigkeit der Elemente von .4
und dem injektiven Abbildungsverhalten auf .# (beachte p(m)=r(m) fir me .#),
ist p injektiv und setzt sich also zu einem Q-Homomorphismus p: Q(.#) — Q(.#")
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fort: _
QM) —=---F==m> Q).

T %

aLay
\ .

Man kann sich nun iiberlegen, dass die Menge C aller komplexen Zahlen, die {iber
Q(") algebraisch sind, einen algebraischen Abschluss Q(.#’) — C von Q(.#")
bilden. (Hierzu bemithe man den Fundamentalsatz der Algebra11 und die Technik
aus dem Beweis von Satz 2.12, welche zeigt, dass eine algebraische Erweiterung
iiber der jedes Polynom mit Koeffizienten aus dem Grundkorper zerfallt, bereits ein
algebraischer Abschluss ist.)

Da Elemente von .# \ .#’ transzendent iiber Q(.#") sind, ist C ¢ C. Weil aber

die Erweiterung C/Q(.#) (nach Wahl von .#) algebraisch ist, liefert'* Lemma 2.13
eine Fortsetzung p: C — C von p:

C - - C
21 Tt Ut
% s
: T
Q) ” Qa),
;. )
yme
Q]
Q
und die Einschrankung von p zu p: C — im p ist nun ein Q-Isomorphismus von C
auf einen echten Teilkérper von C. O

Dass Satz 2.17 tatsdchlich {iberraschend sein sollte, wird durch den néichsten

Satz bekriftigt. Dieser besagt, dass die Aussage von Satz 2.17 falsch ist, wenn man C
durch R ersetzt:

Satz 2.18. Der einzige (Q-)Homomorphismus von R nach R ist idg.

"pas ist Satz 5.9; Der Beweis folgt spater.

?Hierzu sollte man sich noch iiberlegen, dass es sich bei der Verkettung Q(.#) — C von der
Inklusion Q(.#’) — C mit o um einen algebraischen Abschluss von Q(.# ) handelt (man beachte,
dass es sich hier nicht um id¢|g( 4) handelt — p ,wirft“ die Elemente von Q(.#) natiirlich sehr wild
in C herum). Das geht aber sehr einfach, weil p tatséchlich ein Q-Isomorphismus von Q(.#) auf
Q(") ist, und Q(') — C ein algebraischer Abschluss von Q(.#") ist.
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Beweis. Sei f: R — R ein Q-Homomorphismus. Die beziiglich der auf R wohl-be-
kannten Ordnung positiven Elemente sind genau die Quadrate # 0 (hierbei geht das
aus der Analysis bekannte Ergebnis ein, dass jede nicht-negative reelle Zahl eine reelle
Quadratwurzel besitzt). Da f als Korperhomomorphismus Quadrate von Elementen
wieder auf Quadrate abbildet (Vx € R: f(x?) = f(x)?), respektiert f die Ordnung
auf R: fiir x, y € R haben wir die Implikation

x<y = flx)<f(y).
Nun sei f # idgz angenommen und wir werden sehen, dass uns dies auf einen
Widerspruch fiihrt. Wegen f # idy gibt es ein x € R mit f(x) # x und es gilt also
x < f(x) oder x > f(x). Wir betrachten nur den ersteren Fall; Der zweite geht
analog. Aus der Analysis weild man, dass Q dicht in R liegt. Es gibt also eine rationale
Zahl y mit

x <y<f(x).
Wegen f |, = idy widerspricht dies aber der Tatsache, dass f die Ordnung auf R
respektiert:
X <
R: o %’:/ o D f 4 O
fy) < flx)



KAPITEL 3

Normale und separable Korpererweiterungen

Die noch zu entwickelnde Galois-Theorie ist bemiiht Kérpererweiterungen v: K —
L durch die Betrachtung der Gruppe der K-Automorphismen von L zu verstehen.
Dafiir ist es wichtig, dass diese in zweierlei Hinsicht nicht ,;zu klein“ ausfallt. Der
Ausschluss von dementsprechend degenerierten Féllen fiihrt auf die Begriffe der
Separabilitdt und Normalitdt, die Gegenstand des aktuellen Kapitels sind.

3.1. Separabilititsgrad

Sei t: K — L eine algebraische Korpererweiterung und t,: K — K? ein algebrai-
scher Abschluss von K. (Die nachfolgenden Betrachtungen hdngen wegen Propositi-
on 2.15 nicht von der Wahl von K? ab.) In Lemma 2.13 haben wir gesehen, dass es
mindestens einen K-Homomorphismus j: L — K? gibt:

K'a

~_ 3J

Die Anzahl solcher K-Homomorphismen j bezeichnen wir als den Separabilitdtsgrad
von t: K — L; In Zeichen:

[L: K], = #{K-Homomorphismen L — K?}.
Wie grofd ist [L : K].?

Lemma 3.1. Sei t: K — K(x) eine einfache algebraische Erweiterung und m, das
Minimalpolynom von x. Fiir jeden algebraischen Abschluss t,: K — K? von K gilt dann

[K(x) : K], = #{verschiedene Nullstellen von v_m,} < [K(x) : K].

Beweis. Die behauptete Ungleichung folgt sofort aus der Tatsache, dass ¢;m, héchs-
tens so viele Nullstellen haben kann, wie der Grad von m, angibt, und dieser Grad
ist identisch mit [K(x) : K] laut Satz 2.1.

Zur Bestimmung von [K(x) : K] sei m, = a, X" + ...+ a,X°. Dann gilt fiir jeden
K-Homomorphismus j: K(x) — K* die Gleichung ¢} = (j o¢)* und somit

(,;m () = (G o) m,)((x)) = j((t"m,)(x)) = j(O(x)) = Oge-
35
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Also ist j(x) eine Nullstelle des Polynoms t*m, € K*[X]. Weil {14, x,x?,...} ein
K-Erzeugendensystem von K(x) ist, ist j mittels Multiplikativitdt und K-Linearitat
allein durch die Kenntnis des Funktionswertes j(x) bereits vollkommen festgelegt.
Die Abbildung

{K-Homomorphismen K(x) — K} — {verschiedene Nullstellen von ¢;m,},
j—jx)
ist also injektiv und es folgt
[K(x) : K], < #{verschiedene Nullstellen von ¢;m,}.

Tatséachlich ist die fragliche Abbildung aber auch surjektiv (was erlaubt ,,<“ durch
Gleichheit zu ersetzen), denn zu jeder Nullstelle x* € K* von (;m, gibt es ein j wie

oben mit j(x) = x*. — Das wissen wir aus Lemma 2.9. O

Wir wollen ein Beispiel dafiir geben, dass in der Ungleichung aus Lemma 3.1 im
Allgemeinen nicht Gleichheit zu gelten braucht. Als Vorbereitung notieren wir ein
wichtiges Lemma, welches auch noch spéter in Kapitel 4 eine Schliisselrolle spielen
wird.

Lemma 3.2 (Frobenius-Endomorphismus). Fiir eine Primzahl p sei Z/pZ — R ein
Homomorphismus in einen kommutativen Ring R. Betrachte die Abbildung ¢: R — R,
r — rP. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) ¢ ist ein Ringendomorphismus, der sogenannte Frobenius-Endomorphismus
von R.
(2) Ist R ein Integritdtsbereich, so ist ¢ injektiv.
(3) Ist R ein endlicher Korper, so ist ¢ sogar bijektiv, also ein Automorphismus.

Beweis. Die Multiplikativitdt von ¢ ist offensichtlich. Nun zur Additivitat. Wegen der
Existenz eines Homomorphismus f: Z/pZ — R ist

Og :f(OZ/pZ) = f(p mod p) :\f(lZ/pZ)+"‘+f(1Z/pZZZ Ip+...+1;.

~
p Summanden

Damit und mit dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir fiir alle x,y €R

P
¢(x+y)=(x+y)p=Z(p)xlyp_e=XP+OR+...+OR+yp
14 —_———

=0
=¢(x)+¢(y),

denn fiir 0 < k < p teilt p den Binomialkoeffizienten

p\_ p' _ (p=1)
(k) T k- Prp—nr

Also ist ¢ ein Ringhomomorphismus von R nach R. Ist R ein Integrititsbereich, so
¢ (x) = xP natiirlich nur gleich 0g, wenn schon x = 0; gilt. Also ist ker ¢ trivial

von den Termen mit 0 < { < p
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und ¢ also injektiv. Ist R ein endlicher Korper, so ist ¢ als injektive Abbildung sogar
bijektiv und also ein Automorphismus. O

Man beachte, dass die Voraussetzung aus Lemma 3.2, einen Homomorphismus
Z/pZ — R zu haben insbesondere erfiillt ist, wenn R ein Korper mit Charakteristik
p oder ein Polynomring iiber einem solchen Korper ist. In Kapitel 4 wird der zu-
erst genannte Fall von Interesse sein, im Folgenden Beispiel allerdings der zuletzt
genannte.

Beispiel 3.3. Sei F ein beliebiger endlicher Korper der Charakteristik p # 0, z.B.
F =TF, = Z/27Z. Wir betrachten den Korper K = Quot(FF[T]). Das Polynom

P=X?—T eK[X]

ist irreduzibel.! Fiir einen beliebigen algebraischen Abschluss t,: K — K2 von K und
eine beliebige Nullstelle x von ¢} P gilt x? =1,(T) und daher, dank Lemma 3.2,

(X —x)P =XP + (=1 ) a(T).

Nun ist (—1; ) = —1 (klar fiir ungerades p und fiir gerades p, also p = 2, ist ohnehin
1y =—14). Insgesamt haben wir also
(X —x) =P

Das irreduzible Polynom P zerfillt in K? also (wie erwartet) in Linearfaktoren, aber
uberraschenderweise sind diese alle identisch! — L:P hat in K? nur eine Nullstelle.

Beispiel 3.3 zeigt, dass die in Lemma 3.1 behauptete Ungleichung keine Gleichheit
zu sein braucht. Das Ausschlief3en dieses Defekts fithrt auf den folgenden wichtigen
Begriff: Eine algebraische Korpererweiterung t: K — L heil3t separabel, falls fiir jedes
x € L die folgende Gleichheit gilt:

[K(x): K], = [K(x): K]

Proposition 3.4. Sei 1: K — L eine algebraische Erweiterung von endlichem Grad.
Dann gilt
[L:K],<[L:K].

Uberdies ist 1: K — L genau dann separabel wenn hierin Gleichheit gilt.

Beweisskizze. Fiir beliebige Elemente x,, x, € L iberlege man sich die Multiplikati-
onsformel
[K(x1,x5) : K] = [K(x1,x3) : K(x1)]s - [K(x;) : K

durch Identifikation von K-Homomorphismen j: K(x;,x,) — K? in einen algebrai-

schen Abschluss K* von K mit Paaren (x},x}), wobei x] eine Nullstelle in K* des

Minimalpolynoms von x; iiber K und x; eine Nullstelle in K* des Minimalpolynoms

!GemiR des Lemmas von Gauf geniigt es die Irreduzibilitit von P in (F[T])[X ] nachzuweisen.
Dies gelingt mit dem Eisenstein-Kriterium und dem von T erzeugten Primideal TF[T] C F[T].
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von x, iiber K(x,) bezeichne.? Schreibt man nun L = K(x, ..., X,) mit geeigneten
Elementen x4, ..., X, € L, so folgt die behauptete Ungleichung leicht mittels Induk-
tion aus Lemma 3.1 und der Gradformel (Satz 1.7). Den Zusatz liber Separabilitét
beweist man auch, indem man die Elemente x.,..., x, geeignet wahlt. Die Details
hierzu bilden Aufgabe 5.3. O

3.2. Separabilititskriterien

Sei 1: K — L eine Korpererweiterung. Wir nennen ein Element x € L separabel,
falls das Minimalpolynom von x iiber K in einem algebraischen Abschluss K* von
K genau so viele Nullstellen besitzt, wie sein Grad angibt. (Das ist offensichtlich
dquivalent dazu, dass in der Situation von Lemma 3.1 [K(x) : K], = [K(x) : K] gilt.)
Polynome mit dieser Nullstelleneigenschaft nennen wir ebenfalls separabel.

Beispiele.
e Das Polynom X? — T aus Beispiel 3.3 ist nicht separabel, da es nur genau
eine Nullstelle in K? hat.
e Das Polynom X ist separabel, jedoch nicht das Polynom X? (iiber jedem
beliebigen Korper).
e Das Polynom X? —X = X(X — 1) ist separabel, aber nicht das Polynom
X3 =X?=X*(X—-1).

Bemerkung. Man sieht an den obigen Beispielen, dass Separabilitdt und Irreduzi-
bilitdt im Allgemeinen nichts miteinander zu tun haben miissen. (Aufgabe: Welche
der obigen Polynome sind irreduzibel; Welche sind es nicht?) Man kontrastiere dies
jedoch mit Korollar 3.7, sowie Bemerkung 3.9.

Satz 3.5 (Separabilitatskriterium). Sei t: K — L eine algebraische Korpererweiterung.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) v: K — L ist separabel.

(2) Esgilt L =K({x, : r €1}) mit separablen Erzeugern x, und Indexmenge I.

(3) Fiir jeden Zwischenkérper F von v: K — L mit endlichem Grad [F : K] gilt
[F:K],=[F:K].

Beweis. Die Implikationen (3) = (1) = (2) sind trivial. Es verbleibt noch die
Implikation (2) = (3) einzusehen. Sei hierzu F ein Teilkorper von L wie in (3).
Wegen [F : K] < oo gibt es eine endliche Indexmenge I, C I mit F € L' = K({x, :
r € I, }). Mit Blick auf den Beweis von Proposition 3.4 und unter Ausnutzung der
Separabilitat der Erzeuger x, sieht man

[L':K],=[L":K].

2Im letzten Fall sollte man ,Nullstelle in K beziiglich der von j induzierten Kérpererweiterung
Jlkee,): K(xq) — K* verstehen.
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In der Tat sei etwa L’ = K(x4,...,x,). Setze K, :== K, K, = K(x4,...,x,). Wegen
Aufgabe 5.3 ist dann

[L/ : K]s = [Kn : Kn—l]s U [Kl : KO]S'

Es geniigt zu sehen, dass wir in jedem Faktor auf der rechten Seite Separabilitits-
grad durch Korpererweiterungsgrad ersetzen diirfen, da letztere sich zu [L’ : K]
aufmultiplizieren. Wir wollen also

[K,(x):K,]s = [K,(x) : K, ]

firv=0,1,...,n—1und x = x,,, einsehen. Hierzu beachte, dass wegen der Separa-
bilitit von x iiber K die Gleichung [K(x) : K], = [K(x) : K] gilt. Nach Lemma 3.1 hat
das Minimalpolynom m, € K[X ] von x iiber K also nur einfache Nullstellen in einem
(und dann jedem) algebraischen Abschluss von K. Dann ist das Minimalpolynom
von x Uber K, allerdings ein Teiler von ¢*m, und hat demnach in einem algebrai-
schen Abschluss von K, auch nur einfache Nullstellen. Die Multiplikationsformel fiir
den Separabilitdtsgrad wurde bereits fiir Adjunktion zweier algebraischer Elemente
bestéatigt (Aufgabe 5.3). Mit Induktion bestitigt man diese allgemein fiir algebrai-
sche Erweiterungen, die durch Adjunktion endlich vieler Elemente entstehen. Wegen
dieser verallgemeinerten Multiplikationsformel fiir den Separabilitdtsgrad und der
iiblichen Gradformel (Satz 1.7) ergibt sich aus der obigen Gleichung nun

[L':F),-[F:K),=[L":F]-[F :K].
Also haben wir [F : K], =[F : K]. O

Der eben bewiesene Satz liefert ein giinstiges Kriterium zum Uberpriifen von
Separabilitidt einer Korpererweiterung, da man Separabilitdt von Elementen sehr
einfach priifen kann (siehe auch Abbildung 5):

Proposition 3.6. Sei K ein Korper und
P=>aX =aX"+..+aX>+a,X +a,€K[X]
r=0

ein beliebiges (nicht notwendigerweise irreduzibles) Polynom vom Grad degP =n>1
und

p'= Z ra, X" '=na, X" '+...+2a,X +a,
r=1
bezeichne die formale Ableitung von P. Dann ist P genau dann separabel, wenn P und
P’ teilerfremd sind.

Beispiele. Wir illustrieren Proposition 3.6 anhand der Beispiele von Seite 38.

e Das Polynom P, = X? — T aus Beispiel 3.3 ist nicht separabel, denn wir
haben P| = pXP~' =0 =0- P, und dieses ist nicht teilerfremd zu P;.



40 3. NORMALE UND SEPARABLE KORPERERWEITERUNGEN

N7 ,
NN\ s s s S

LSS S S

\\\\\\

\\\\\\\\\\\

Abbildung 5. Zur Implikation ,,(2) = (1)“ in Satz 3.5: Falls man
weild, dass die einfachen Erweiterungen K — K(x;) und K — K(x,)
separabel sind, und L = K(x;, x,) gilt, so ist bereits die Erweiterung
t: K — L separabel. Man braucht Separabilitédt einer Korpererweite-
rung also nur auf einigen geeignet ausgewéhlten einfachen Teilerwei-
terungen nachpriifen. Fiir Letzteres eignet sich oft Proposition 3.6.

e Das Polynom P, = X ist separabel, denn wir haben P, = 1. Hingegen das
Polynom P, = X ist nicht separabel, denn wir haben P} = 2X und P; = ;XP;
sofern 2 # 0 im zugrundeliegenden Kérper ist, und P; = 0 - P; anderenfalls.

e Das Polynom P, = X?—X = X(X—1) ist separabel (denn P, =2X—1und eine
Fallunterscheidung je nachdem ob die Charakteristik des zugrundeliegenden
Korpers gleich 2 ist, oder nicht, liefert die Behauptung), aber nicht das
Polynom P; = X* —X? = X?(X — 1), denn

P/ =3X*-2X=X(3X—-2) und P;=X(X*—X)

haben den gemeinsamen Teiler X. (Aufgabe an die Leserin oder den Leser:
Ist X auch stets ein gréf3ter gemeinsamer Teiler von Ps und P;?)

Beweis von Proposition 3.6. Im Folgenden sei stets t,: K — K? ein algebraischer Ab-
schluss von K. Wir betrachten zunéchst die Situation, wenn P nicht separabel ist.
Dann gilt .)P = (X — x)*Q fiir ein geeignetes Element x € K?, k > 2 und Q € K*[X]
mit Q(x) # Og.. Man bestétigt leicht durch Nachrechnen
G(P) = (P) = ((X —x)'Q)
=((X =)+ X —x)Q
= k(X —x)'Q+ (X —x)Q'.
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Einsetzen von x zeigt t*(P")(x) = Og. = (1;P)(x). Demnach liegen sowohl P’ wie
auch P, in dem Ideal

{Polynome aus K[X ] mit Nullstelle x in K®} C K[X],

welches vom Minimalpolynom von x tiber K erzeugt wird. Insbesondere ist dieses
Minimalpolynom ein gemeinsamer Teiler von P’ und P.

Sei nun umgekehrt G ein nichtkonstanter gemeinsamer Teiler von P’ und P. Wir
schreiben x,,..., x, fiir alle Nullstellen von P in K* (Wiederholungen erlaubt!) und
gehen o.E. davon aus, dass P und G normiert sind und x,...,x, (mits < n) die

Nullstellen von G in K? sind. Dann ist
n

ey =py = ([ Joe—x) =3[ Jex—x)

r=1 (=1 r#L

(l_[(X x))z l—[(X x)—l—Zl—[(X x,).

L= s+1r s+1 E 1 r#L

-~

=G =H

Allerdings ist *(P’) aber auch ein Vielfaches von ¢}G. Darum ist auch H ein Vielfaches
von (;G. Einsetzen von x; (eine Nullstelle von ¢;G!) zeigt

OKa—H(Xl)—Z(Xl x1)l_[(X1 x)+l_[(xl x)_l_[(xl x,)

-0 r;éf r#1 r#l1
—VKka r#1

und also x; = x, fiir ein r # 1. Insbesondere hat P eine doppelte Nullstelle und ist
daher nicht separabel. O

Die nichsten beiden Korollare lassen sich unter dem Merkspruch ,Inseparabilitdt
ist selten” zusammenfassen.

Korollar 3.7. Sei K ein Korper und P € K[X ] irredugibel und inseparabel. Dann hat K
Charakteristik p # 0 und P ist von der Form P = g(X?) mit einem Polynom g € K[X].

Beweis. Da P als inseparabel angenommen wurde, haben P und P’ gemif3 Propositi-
on 3.6 einen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler. Aus der Irreduzibilitat von P folgt,
dass es sich bei diesem Teiler um ein zu P assoziiertes Polynom handelt. D.h. P teilt
P’. Wegen deg P’ < degP ist dies nur moglich wenn P’ das Nullpolynom ist. In der
Notation von Proposition 3.6 ergibt sich fiir die Koeffizienten von P daraus a, =0
fiir alle nicht durch p teilbaren r. Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Korollar 3.8. Alle algebraischen Korpererweiterungen von Korpern mit Charakteristik O
sind separabel.

Beweis. Sei t: K — L eine algebraische Korpererweiterung eines Korpers K mit Cha-
rakteristik 0. GemafRd Satz 3.5 geniigt es die Separabilitit von allen Elementen x € L
nachzupriifen. Diese folgt aber sofort aus Korollar 3.7, da das Minimalpolynom von x
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iber K als irreduzibles Polynom iiber einem Korper mit Charakteristik O automatisch
separabel ist. O

Bemerkung 3.9. Man kann sich auch iiberlegen, dass jedes irreduzible Polynom
tiber einem endlichen Korper automatisch separabel ist (siehe Aufgabe 6.1 (b)).
Daraus folgt auch, dass man um solchen Inseparabilititsphdnomenen zu begegnen
tatsichlich einen Korper mit positiver Charakteristik und positivem Transzendenzgrad
iiber seinem Primkorper betrachten muss. Beispiel 3.3 ist also in gewisser Weise
das einfachste Beispiel eines Korpers, iber dem irreduzible, inseparable Polynome
existieren. Wenn man also nicht solche Korper betrachtet, braucht man sich iiber
Inseparabilitidt keine Sorgen machen.

3.3. Normale Korpererweiterungen

Fiir eine Korpererweiterung t: K — L definieren wir die relative Automorphis-
mengruppe von L iiber K durch

Auty (L) = {K-Isomorphismen von L nach L}.

(Achtung: Wie so hiufig hdangt diese Definition von ¢ ab, obgleich wir dies nicht
in der Notation kenntlich machen.) Die Menge Aut, (L) bildet zusammen mit der
Verkettung von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe. Wir wollen im Folgenden
untersuchen, wann diese Gruppe besonders viele Elemente enthlt.

Sei nun t: K — L algebraisch und t,: K — K? ein algebraischer Abschluss von K
und j: L — K? ein beliebiger K-Homomorphismus (die Existenz eines solchen j wird
durch Lemma 2.13 gewdhrleistet):

Fiir jedes o € Auti (L) ist dann auch j o o ein K-Homomorphismus von L nach K?°.
Diese Zuordnung stiftet eine injektive Abbildung

Auty (L) — {K-Homomorphismen L — K%},

o—joo.

Bekommt man auf diese Weise alle K-Homomorphismen von L nach K*? Nicht immer,
wie wir noch sehen werden. Wir nennen die Korpererweiterung ¢: K — L normal,
falls die obige Abbildung surjektiv ist, also

{joo :0 €Auty(L)} = {K-Homomorphismen L — K?}



3.3. NORMALE KORPERERWEITERUNGEN 43

gilt. Das besagt, dass es fiir jeden K-Homomorphismus j,: L — K? einen K-Automor-
phismus o: L — L gibt, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

R S \ =r.

~

K'a

la
4

Man {iberlegt sich leicht, dass zwar die Menge auf der linken Seite von der Wahl von
j abhédngen kann, aber die Frage, ob Gleichheit zur rechten Seite besteht oder nicht,
unabhéngig von der Wahl von j ist.

Fiir eine (algebraische) normale Korpererweiterung ¢: K — L gilt
#Aut (L) =#{joo:0€Auty(L)} =[L :K]..

Ist ¢: K — L zusétzlich noch separabel und habe endlichen Grad, so folgt mittels
Proposition 3.4 sogar

#Aute(L)=[L:K].

Falls hingegen (: K — L nicht normal oder nicht separabel ist (aber nach wie vor von
endlichem Grad), so ist

#Aut (L) <[L : K].

Diese Charakterisierung besagt, dass genau das Zusammenspiel von Normalitdt und
Separabilitit eine besonders reichhaltige K-Automorphismengruppe gewdhrleistet.

Es verbleibt noch die Aufgabe, den soeben eingefiihrten Normalitatsbegriff durch
ein Kriterium brauchbar zu machen, welches den praktischen Nachweis von Normali-
tit einer gegebenen Korpererweiterung ermoglicht.

Satz 3.10 (Normalitatskriterium). Sei t: K — L eine algebraische Korpererweiterung.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) tv: K — L ist normal.

(2) Je zwei beliebige K-Homomorphismen j, j,: L — K? in einen algebraischen
Abschluss von K — K? haben dasselbe Bild.

(3) L ist Zerfillungskérper von einer Menge> von Polynomen aus K[X].

(4) Jedes irredugzible Polynom aus K[ X | mit einer Nullstelle in L zerfdllt in L bereits
gdnglich in Linearfaktoren.

3Natiirlich kann eine solche Menge genau dann als endliche Menge gewahlt werden, wenn die
Erweiterung t: K — L selbst endlich ist. Mit Zerfillungskorper einer Menge & von Polynomen aus
K[X] ist eine Korpererweiterung t: K — L gemeint derart, dass ¢*P fiir jedes P € & in Linearfaktoren
zerfallt, und L = K(¥) mit der Nullstellenmenge ¥ eben dieser Linearfaktoren gilt.
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Ka

(a) Nicht normal, (b) normal.

Abbildung 6. Veranschaulichung der Aquivalenz ,(1) < (2)“ im
Normalitatskriterium (Satz 3.10).

Beweis. Die Implikation (4) = (3) ist trivial.

Zum Beweis der Implikation (3) = (2) seien j,j,: L — K zwei beliebige
K-Homomorphismen. Ferner sei (gemiaf (3)) L = K(X') fiir eine Menge & C L
von Elementen, deren Minimalpolynome iiber K in L vollstdndig in Linearfaktoren
zerfallen. Wir betrachten ein beliebiges x € &'. Das Minimalpolynom m, von x iiber
K zerféllt laut Annahme in L vollstandig:

V'm, = l_[k(X — Xp)-

Unter Ausnutzung der Kommutativitdat des Diagramms (und desselben Diagramms
wobei j durch j, zu ersetzen ist)

sehen wir
[ [[x—ie=5m)=¢m, =jswm) =] | &= jo(x).

Dabher ist j(x) = j(x;) = jo(x;) fiir ein geeignetes Paar ({,k). Da x € & beliebig
war und L = K(&') gilt, folgt hieraus im j € im j,, sowie die umgekehrte Inklusion
(indem man in unserem Argument die Rollen von j und j, vertauscht).
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Fiir die Implikation (2) = (1) seien j, j,: L — K? zwei beliebige K-Homomor-
phismen. Schrankt man den Bildbereich von j auf im j ein, so ist j als Abbildung von
L nach im j natiirlich ein K-Isomorphismus. Wir schreiben j~': im j — L fiir dessen
Umkehrabbildung. Da wegen (2) j und j, dasselbe Bild haben, ist 0 = j 10 j,: L — L
wohl-definiert und ein K-Automorphismus von L mit j o o = j,; Daraus folgt (1).

Fiir den Beweis von (1) = (4) sei P € K[X] ein irreduzibles Polynom mit einer
Nullstelle in x € L. Wir diirfen o.E. annehmen, dass P normiert ist. Zunachst beachte
man, dass jedenfalls ¢’ P zerfallt, etwa

L P = l_[k(X —ag).

Sei j: L — K? wie zuvor ein beliebiger K-Homomorphismus. Sofern wir nun die
Existenz von Elementen x;, € L mit a;, = j(x,) nachweisen konnen, folgt (4), denn
das obige kommutative Diagramm zeigt dann

FeP) =G o =P =] [ X—a)=] [ x =i
= j*(l—[k(X - Xk)),

woraus wir mittels der Injektivitit von j*, wie gewiinscht, auf

VP = l_[k(X —x;)

schliefen konnen. Zum Nachweis der Existenz der fraglichen Elemente x; beachte
man, dass es geméR Lemma 2.9 einen K-Homomorphismus j,: K(x) — K? mit j,(x) =
a, gibt. Diesen kann man mittels Lemma 2.13 zu einem K(x)-Homomorphismus
ji: L — K? fortsetzen. Wegen (1) ist j, = joo, fiir einen geeigneten Automorphismus
0 € Auty(L). Man veranschaulicht sich die gesamte Situation vielleicht anhand des
folgenden kommutativen Diagramms:

----- S L
TidL|K(x)
K(x).
Fiir x, = 0 (x) ist dann
JGx) = (o o)(x) = jilx) = (ko idLlK(x))(x) =ji(x) = a. O

Beispiele 3.11.
(1) Fiir jeden Korper K ist die triviale Korpererweiterung K /K normal.
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(2) Jede quadratische Korpererweiterung L/K ist normal, denn fiir x € L \ K
ist L = K(x) Zerfallungskorper vom Minimalpolynom von x. (Denn jedes
quadratische Polynom mit einer Nullstelle in einem Korper zerfallt {iber
diesem aus Gradgriinden schon in Linearfaktoren.)

(3) Jeder algebraische Abschluss t,: K — K? ist normal.

(4) Keine der Erweiterungen R/Q oder C/Q ist normal, denn diese sind nicht
algebraisch (siehe Aufgabe 3.1 (c)).

(5) Wir betrachten das irreduzible Polynom P = X*—2 {iber Q. In R hat P genau
eine Nullstelle, namlich v2 und zerlegt sich iiber Q( V'2) wie folgt:

X}—2=(X—V2)(X*+V2X + V/4).

Offensichtlich zerfillt X — 2 also nicht {iber Q(v/2), weswegen die Korperer-
weiterung Q(+/2)/Q nicht normal ist.
Ist nun { = exp(27i/3), so verifiziert man |[{| = 1 und { # (% # {3 = 1.
Uber den komplexen Zahlen ist daher

X} —2=(X—-V2)X =V2)(X —=*V2).

Der Korper Q(v/2,Z+/2,(%v2) = Q(¥/2, ) ist Zerfallungskorper von X — 2
und daher normal.

Mittels Lemma 2.9 kann man sich des Ubrigen auch iiberlegen, dass die Kor-
per Q(+/2) und Q(¢*v/2) (mit k = 1,2) jeweils verschiedene Q-isomorphe
Korper sind. Man vergleiche dies mit Abbildung 8.



KAPITEL 4

Endliche Korper

Endliche Korper haben vielerlei Anwendungen. Einfache Beispiele kennt man
schon in Form der Faktorringe Z/pZ fiir Primzahlen p. Weitere endliche Kérper —
bedingt durch die bindren Beschaffenheiten moderner Computerhardware oftmals
mit Charakteristik 2 — werden héufig fiir Kryptographie und Codierungstheorie
herangezogen, da diese sehr angenehme algebraische Eigenschaften aufweisen und
bestens verstanden sind.

In diesem Kapitel wollen wir endliche Korper verstehen; Dieses Ziel erreichen wir
in erstaunlich umfassender Weise: Wir lernen (bis auf Isomorphie) alle endlichen
Korper kennen und bekommen eine vollstandige Ubersicht iiber ihren gesamten
Teilkorperverband, sowie deren Einheitengruppen.

4.1. Existenz und Eindeutigkeit bis auf Isomorphie

Fiir eine Primzahl p schreiben wir F, fiir den Kérper Z/pZ. Einen endlichen
Korper mit ¢ = p" Elementen notieren wir im Folgenden stets als IF,. Dass zumindest
strukturelle Aussagen iiber diesen nur von q abhdngen ist Gegenstand des nichsten
wichtigen Satzes. Grof3e Teile des Beweises davon sind bereits aus Aufgabe 1.2 und
Aufgabe 4.2 bekannt. Wir wiederholen die relevanten Schritte dennoch.

Satz 4.1 (E. H. Moore, 1893).
(1) SeiK ein endlicher Korper. Dann ist #K eine Primzahlpotenz > 2.
(2) Sei q =p" = 2 eine Primzahlpotenz. Dann existiert bis auf I ,-Isomorphie nur
genau ein endlicher Korper IF, mit q Elementen, namlich der! Zerfillungskorper
von X?—X € F,[X] iiber F,. Uberdies ist die Erweiterung ¥, — IF, separabel.

Beweis. Zum Beweis von (1) sei K ein endlicher Kérper und F C K sein Primkérper.
Dann ist K als F-Vektorraum isomorph zu FIX¥1 und dieser Vektorraum hat genau
p®Fl > 2 Elemente, wobei p = #F die Charakteristik von K bezeichne. Das beweist
die erste Aussage. (Man erinnere sich auch an Aufgabe 1.2.)

Zum Beweis von (2) sei ¢ = p" eine Primzahlpotenz und F, ein Zerféllungskorper
von X9 —X. Wir haben also X —X = (X —x;)--- (X — x,) mit xy,...,x, € F,. Man
rechnet leicht nach, dass es sich bei der Menge {x;,...,x,} € FF, tatséchlich schon

Es wire hier wohl angemessener den unbestimmten Artikel zu benutzen, aber laut Propositi-
on 2.10 sind je zwei Zerféllungskorper desselben Polynoms tiber F, automatisch FF,-isomorph.

47
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um einen Kérper handelt.? Tatsichlich ist {x,,..., x,} auch schon Zerfillungskorper
von X?—X. Mit Proposition 2.10 schlieft man nun {x,...,x,} =F,. Da X?—X keine
doppelten Nullstellen besitzt (siehe Proposition 3.6) sind die Elemente x,..., X,
paarweise verschieden und wir haben #FF, = q. Das klért die Existenz eines Korpers
mit g Elementen und die Separabilitit der zugehorigen Kérpererweiterung von F,.
(Letzteres hatte man sich alternativ auch mittels Aufgabe 6.1 (b) iiberlegen konnen).

Sei nun K ein beliebiger Korper mit g Elementen. Wir zeigen nun, dass in diesem
das Polynom X?—X zerféllt. Mit Proposition 2.10 folgt dann, dass K und [, zueinander
IF,-isomorph sind. Die Einheitengruppe K* = K \ {0} von K hat q — 1 Elemente.
Dementsprechend folgt mit dem Satz von Lagrange x4~ ! = 1,. = 1y fiir jedes x € K*.
Demnach gilt x? = x fiir jedes x € K und wir sehen X?—X =[] (X —x). O

Vor allem in &lterer Literatur wird der Kérper I, auch mit GF(q) bezeichnet, wobei
,GF“ als Abkiirzung fiir ,,Galois field“ steht® und an den franzésischen Mathematiker
Evariste Galois erinnern soll.

4.2. Struktur der Einheitengruppe

Ziel dieses Abschnittes ist das Studium der Einheitengruppe endlicher Korper
und der Ziehung einiger wichtiger Konsequenzen daraus. Da das anvisierte Hauptre-
sultat (Satz 4.4) bereits als Konsequenz von [33, Korollar 7.7] bekannt ist, wurde
in der Vorlesung deutlich abgekiirzt. Das soeben zitierte Resultat wurde damals als
Konsequenz einer Nullstellenabschitzung fiir Polynome tiiber Integrititsbereichen
(Anzahl der Nullstellen < Grad) und dem Hauptsatz {iber endliche abelsche Gruppen
([33, Satz 5.3]) gewonnen. (Den Bezug zu Polynomen motivieren wir abermals in
Beispiel 4.2.) Es stellt sich heraus, dass jener Hauptsatz im Beweis vermeidbar ist;
dies fithren wir im Folgenden aus.

Wir beginnen mit einer einfithrenden ad-hoc Uberlegung:

Beispiel 4.2. Die Einheitengruppe F; des Korpers IF5 = Z/5Z ist zyklisch. Ja, tatsdch-
lich rechnet man leicht nach, dass 2 mod 5 die Gruppe (F;, -) erzeugt und Z — F;,
i — (2! mod 5) einen Isomorphismus zwischen den Gruppen (Z/4Z, +) und (F3, -)
induziert:

7 i—2' mod 5 F; .

Z/£Z /

Hitte man die Zyklizitdt von (F;, -) auch anders einsehen konnen? — Ja! Ware
namlich (F;, -) nicht zyklisch, so hétte man zwangsweise F; = (Z/2Z)x(Z/2Z) =: G,
denn andere Isomorphietypen von Gruppen mit genau vier Elementen gibt es nicht! In

’Das folgt leicht mit Lemma 3.2 und ein wenig Rechenarbeit.
3 Field“ ist der englische Begriff fiir ,, Kérper” (im Sinne der Algebra).
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G erfiillt jedoch jedes Element g € G die Gleichung 2g = 0, (additive Schreibweise!);
Z6ge man dies auf F} zuriick (multiplikative Schreibweise!) kime x* = L fiir jedes
x € F} und das Polynom X* — 1y, € F5[X ] hétte damit mindestens vier Nullstellen,
was aber unmdoglich ist.

Wenn man die Strukturtheorie endlicher abelscher Gruppen bemiiht, kann man
die obige Uberlegung leicht zu einem Beweis dessen ausbauen, dass die Einheiten-
gruppe eines jeden endlichen Korpers stets zyklisch ist (Korollar 4.5). Hier wollen wir
allerdings einen Beweis geben, der etwas weniger Vorwissen verlangt (aber schlus-
sendlich auf derselben Idee fuldt). Die Notation Z dln bezeichne die Summation tiber
alle positiven Teiler d von n.

Lemma 4.3. Sei G eine endliche Gruppe mit n = #G und fiir jeden positiven Teiler d
von n gelte Ny(G) = #{x € G : x¥ = 1.} < d. Dann ist G gzyklisch. Die Umkehrung
gilt auch.

Beweis. Ist G zyklisch, also G = (g) fiir ein g € G, so haben wir fiir jeden positiven
Teiler d von n*
(xeG:xi=1}={g"?:1<k<d}

und diese Menge hat hochstens (tatsdchlich genau gleich) d Elemente, wie vom
Lemma behauptet wird.

Sei G nun umgekehrt eine beliebige endliche Gruppe mit N,;(G) < d fiir alle Teiler
d > 1 von n = #G. Falls es in G tiberhaupt ein Element g der Ordnung d gibt, so
ist (g) € {x € G : x? = 1;} und aus Ordnungsgriinden gilt Gleichheit. Dann sind
also automatisch alle Elemente von G mit Ordnung d in der zyklischen Gruppe (g)
enthalten und wir haben N,;(G) = ¢(d) mit der Eulerschen ¢-Funktion

¢:N—N, d+— #{1<k<d:kteilerfremd zu d}

Insgesamt ist also stets N;(G) € {0, p(d)}. Sei nun C, eine zyklische Gruppe mit
genau n Elementen (z.B. (Z/nZ,+)). Dann ist

n=#G=» Ny(G)< > ¢o(d)= > Ny(C)=#C,=n.
d|n dln d|n
Daraus folgt N,;(G) = ¢(d) fiir alle positiven Teiler d von n. Insbesondere haben wir
somit N, (G) > 0 und G ist zyklisch. O

Satz 4.4. Sei K ein beliebiger (nicht notwendigerweise endlicher) Kérper und G € K*
eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe von K. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Da jedes Polynom X¢ —1, € K[X ] hochstens d Nullstellen in K besitzt, erfiillt
jede endliche Untergruppe G von K* die Voraussetzungen von Lemma 4.3 und ist
also zyklisch. O

“Das folgert man leicht aus dem tiblichen Ordnungskalkiil: Schreibt man ord(-) fiir die Ordnung
eines Gruppenelements, so ist ord(g""/?) = n/ ggT(k,d) fiir n = ord(g) und jeden Teiler d von n.



50 4. ENDLICHE KORPER

Korollar 4.5. Die Einheitengruppe eines endlichen Korpers ist stets zyklisch.

Satz 4.4 hat eine weitere bemerkenswerte Konsequenz: jede endliche Erweiterung
eines endlichen Korpers ist einfach im Sinne von § 2.1. Dies ist ein Spezialfall vom
sogenannten Satz vom primitiven Element, den wir in § 5.2 noch ndher betrachten
werden.

Korollar 4.6 (Satz vom primitiven Element, Teil ). Seiv: F — F’ eine Korpererweiterung
gwischen endlichen Kérpern. Dann ist F' = F(x’) fiir ein x’ € F'.

Beweis. Es geniigt x’ als einen Erzeuger der multiplikativen Gruppe von F’ zu wéhlen;
Ein solcher Erzeuger existiert geméal} Korollar 4.5 stets. OJ

Laut Satz 4.1 gibt es fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n eine Korperer-
weiterung . /F,. Diese hat natiirlich Grad n und laut Korollar 4.6 ist diese einfach:
F,. =F,(x) fiir ein geeignetes x € F .. Das Minimalpolynom von x {iber F,, ist dann
also ein irreduzibles Polynom iiber F, vom Grad n (vgl. Satz 2.1). Insbesondere gibt
es liber F, mindestens ein irreduzibles Polynom vom Grad n. In Satz 4.11 zeigen wir

noch eine deutlich stérkere, quantitative Form dieser Aussage.

4.3. Verband der Teilkorper

In diesem Abschnitt beschaffen wir uns einen vollstdndigen Uberblick iiber samtli-
che Zwischenkorper einer Erweiterung von endlichen Korpern (Satz 4.7; vgl. Auf-
gabe 7.2) und bestimmen in sehr konkreter Art und Weise deren relative Automor-
phismengruppe (Satz 4.9). Mit dem in Kapitel 5 zu besprechenden Hauptsatz der
Galois-Theorie (Satz 5.3) lief3e sich Satz 4.7 tatsachlich aus Satz 4.9 gewinnen, doch
an dieser Stelle geben wir ein ad-hoc-Argument.

Satz 4.7. Seien p eine Primzahl und n, k natiirliche Zahlen. Genau dann hat F . einen
— und dann auch nur einen — zu [ isomorphen Teilkorper, wenn k ein Teiler von n ist.
Die Aussage bleibt auch dann giiltig, wenn man p durch eine Primzahlpotenz q ersetzt
und den Isomorphiebegriff zu I -Isomorphie spezialisiert.®

Beweis. Seit: F,x — . eine Kérpererweiterung. Dann hat F . als [F,. : F« ]-dimen-
sionaler Vektorraum offenbar

(pk)[]Fpn :]Fpk ] — pk[IFpn :IFPk ]

viele Elemente. Wegen #IF,. = p" folgt dann, dass k ein Teiler von n ist. Uberdies
kann F,. keinen zweiten, zu ((F,) isomorphen Teilkérper enthalten, da die (laut
Korollar 4.5) zyklische Gruppe IF;H hochstens eine zu IE‘;k isomorphe Untergruppe
enthalten kann.

SAchtung: Der letzte Teil zur FF,-Isomorphie ist etwas unachtsam formuliert. Man beachte insbe-
sondere die weiteren Ausfiihrungen in den Losungshinweisen zu Aufgabe 7.2
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Sei nun umgekehrt k ein Teiler von n, also etwa n = kt. Dann hat ]F;n als zyklische
Gruppe der Ordnung®

p"—1=p"—1=(p"— D" V+p D+ . +p+1)

eine Untergruppe U der Ordnung pX — 1 (siche Lemma 4.3). Insbesondere zerfillt in
F,. also das Polynom
x'—x=x]Je-uw
uev
und F,. enthélt daher laut Proposition 2.10 einen Zerfallungskorper von XP* —X als
Teilkorper. In Satz 4.1 hatten wir gesehen, dass dieser Zerfallungskorper aus genau
p* vielen Elementen besteht.

Der Zusatz iiber Primzahlpotenzen q sei den Leserinnen und Lesern zur Ubung
iiberlassen (Aufgabe 7.2). O

Beispiel 4.8. Die Zahl 12 = 223 hat die positiven Teiler 1, 2, 3, 4, 6 und 12. Die
positiven Teiler von 6 sind 1, 2, 3 und 6. Sei nun p eine beliebige Primzahl und
q = p%. Im Folgenden fassen wir F,« mit d | 12 jeweils als Teilkorper von .. auf.
Das folgende Diagramm zeigt dann alle Teilkérper von F i

]Fqé plZ
vl
Fq3 — IF
/!
]FqZ \
2 2
F, F, /

(Die Pfeile sind jeweils die Inklusionsabbildungen und sind mit den Graden der
resultierenden Korpererweiterung annotiert.)

Bemerkung. Man beachte (vielleicht mit Blick auf das Diagramm in Beispiel 4.8),
dass es durchaus mehr Abbildungen von z.B. . nach 4 gibt, als hier gezeichnet

wurden. In der Tat erhilt man eine solche, indem man die’ Inklusion Fp = Fp

®Die letzte Gleichung bestétigt man durch Ausmultiplikation der rechten Seite; Es entsteht eine
Teleskopsumme, bei der nur die Randterme, also p** und —1 {ibrig bleiben.

"Der bestimmte Artikel ist hier gerechtfertigt, weil man in der Situation von Beispiel 4.8 den
Korper F. als Teilkorper von F,. aufzufassen beschlossen hat. Das korrespondiert dazu eine solche

Inklusion als bestimmt auszuzeichnen.
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mit den Frobenius-Automorphismus auf F . verkettet. Das erhaltene Bild in F . ist
natiirlich dasselbe (denn sonst hétte IF,» mindestens zwei zu IF .. isomorphe Teilkorper,
was Satz 4.7 widersprache), aber die erhaltenen Abbildungen sind verschieden.

Satz 4.9. Sei q = p" eine Primzahlpotenz. Dann ist die Gruppe Aut(FF,) der Korperau-
tomorphismen von I, zyklisch von der Ordnung n und wird vom Frobenius-Automor-
phismus erzeugt.

Beweis. Sei ¢: F, — FF, der Frobenius-Automorphismus. Mit dem Satz von Lagrange
folgt
¢"(x)=(po...0p)(x)=x"=x undalso ¢"=idg .
n mal

Andererseits ist ¢ # id]Fq fiir k < n, denn das Polynom X' —xe IF, hat hochstens

pk < #[F, viele Nullstellen. Demnach hat ¢ die Ordnung n.
Allerdings haben wir gemaf3 Proposition 3.4

#Aut(F,) = #AutFP(IFq) <[F,:F, i <[F,:F,]=n,
also insgesamt Aut(FF,) = { ¢*:1 <k <n}, wie behauptet. O

Der Hauptgegenstand des néchsten Kapitels ist eine Korrespondenz zwischen
Teilkorpern einer Korpererweiterung und Untergruppen der zugehorigen relativen
Automorphismengruppe. Im Fall endlicher Korper ist diese Automorphismengruppe
gemald Satz 4.9 sehr iiberschaubar und wir illustrieren die noch zu beweisende
Korrespondenz darum hier schon einmal an einem Beispiel; Wir bemiihen uns an
dieser Stelle nicht, die dabei gemachten Aussagen stichhaltig zu begriinden, da deren
Richtigkeit einen einfachen Spezialfall der spater entwickelten Theorie darstellt.

Beispiel 4.10. In Fortfiihrung von Beispiel 4.8 betrachten wir die zyklische Gruppe
AutFp(IFplz) = Aut(F 1), die vom Frobenius-Automorphismus ¢ erzeugt wird. Die

Untergruppen von G sind genau U; = { $*? : k € Z} fiir Teiler d > 1 von n, wobei
Potenzierung von ¢ als Verkettung zu lesen ist. Fassen wir die Korperhomomorphis-
men in Beispiel 4.8 als Inklusionen auf (man ersetze die Elemente von F« mit ihren
Bildern unter der jeweiligen Abbildung F,x — F ), und definieren wir

Gal(IE‘pu /Fpk) = Aut]Fpk (Fplz),
sowie
Fix(U)={x €F,.: VY €U.Y(x)=x}
fiir jede Untergruppe U von G, so erhalten wir dadurch inklusionsumkehrende,
zueinander inverse Abbildungen

Gal(F12/-)

{Zwischenkérper von F .. /F, } e {Untergruppen von Autg (Fpi2)}.
IX( -

(Die Aussage zum zueinander Invers sein konnte man an diesem konkreten Beispiel
nattirlich in aufwandiger Art und Weise per Hand verifizieren, allerdings beweisen
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wir die fragliche Aussage spater in Satz 5.3 (1) noch in allgemeinerem Rahmen.)
Man veranschaulicht sich dies auch in folgendem Diagramm:

]Fpu U12 i {ileplz}

........................................ — U3

a o S

F G = AutFP(Fplz).

Bemerkung. Sei F ein beliebiger endlicher Korper. Ein Blick auf die Beweise der
Hauptergebnisse dieses Kapitels zeigt die fundamentale Rolle, welche die Endlichkeit
der Einheitengruppe endlicher Korper in unseren Untersuchungen eingenommen
hat. Die Tatsache, dass alle(!) Elemente von F* dem Satz von Lagrange unterworfen
sind, und die — aus der Korpertheorie gezogene — Einsicht, dass wir die Anzahl
der Elemente in F* mit gegebener (multiplikativer) Ordnung beschrinken kénnen,®
war Dreh- und Angelpunkt unserer Argumente. (Geneigte Lesende mogen diese
Behauptungen verifizieren!)

4.4. Primzahlsatz in F [X ]

4.4.1. Motivation: Der Primzahlsatz in N. Wir beginnen mit der folgenden
klassischen Frage: Wie viele Primzahlen gibt es? Nach einem wohl-bekannten Euklid
zugeschriebenen Argument gibt es unendlich viele Primzahlen: Zu jeder endlichen
Menge & von Primzahlen ist n, = 1+ ]—[peg, p eine ganze Zahl, die von keiner
Primzahl aus & geteilt wird, weswegen man in der Primfaktorzerlegung von ny
eine neue Primzahl findet, die nicht in & enthalten ist. Also kann die Menge aller
Primzahlen nicht endlich sein!

Man kann sich nun fragen wie hdufig Primzahlen unter den natiirlichen Zahlen
< x auftreten. Unter diesem Betrachtungswinkel ist es naheliegend die Primzahl-
zdhlfunktion n: R — N, gegeben durch

n(x) =#{p € Nprim: p < x},

zu untersuchen. Mit etwas mehr Arbeit kann man das obige Argument von Euklid
quantitativ machen, indem man ausgehend von &, = {2} einen Primfaktor p, von ng,
wahlt, &, .= 2, U{p,} betrachtet, induktiv fortfahrt, und sich {iberlegt wie schnell die
Folge (p,), wachsen kann. Das folgende Argument von Paul Erdés fiihrt einfacher auf

8Fiir Letzteres wird die Endlichkeit von F aber nicht benotigt.
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eine quantitative Aussage: Man schreibe jede natiirliche Zahl n < x € N als Produkt
einer quadratfreien Zahl (das ist eine Zahl, die von keinem Quadrat einer Primzahl
geteilt wird) und dem Quadrat einer natiirlichen Zahl: n = rs2. Diese Darstellung
ist eindeutig, fiir s gibt es héchstens /x verschiedene Moéglichkeiten, und fiir r gibt
es hochstens 2™*) verschiedene Moglichkeiten (denn fiir jede Primzahl p < x gilt
entweder, dass p die Zahl r teilt, oder nicht, und die Zahl r ist durch diese Information
bereits eindeutig bestimmt). Also hat man 2™ /x > #{Zahlen < x} = x. Durch
Umstellen sieht man nun m(x) > @ log x.

Es geht aber deutlich besser! Zur Formulierung der nichsten Ergebnisse erweist
sich die sogenannte Landau-Notation als zweckmaRig: Der Ausdruck ,,o(f (x)) fiir
x — oo“ stehe als Platzhalter fiir eine Funktion g mit lim,_,, g(x)/f(x) = 0. In
dhnlicher Weise schreiben wir O(f (x)) als Platzhalter fiir eine Funktion g, fiir die es
eine von x unabhéngige Konstante ¢ > 0 gibt, sodass |g(x)| < cf (x) fiir alle x gilt.

Der unabhéngig von Adrien-Marie Legendre und Carl Friedrich Gaul$ kurz vor
dem 19. Jahrhundert vermutete, und — unabhéngig von einander — von Hadamard
und de la Valée Poussin bewiesene Primzahlsatz proklamiert die Asymptotik’

X

de

m(x)=Li(x)(1+0(1)) (flirx —> 00), mit Li(x)= @.

2

Mittels partieller Integration gewinnt man leicht die asymptotische Formel

Li(x) = —— + o(

) (fiir x — o0).
log x

X
(log x)?

Die bisher unbewiesene Riemannsche Vermutung wiirde einen in gewissem Sinne
optimalen Fehlerterm im Primzahlsatz liefern (und wiirde auch umgekehrt aus der
Richtigkeit dieser Asymptotik folgen):

m(x) =Li(x) + O(Wx logx) (fiir x — 00).
Bisher ist es (leicht vereinfacht dargestellt) lediglich gelungen
m(x) = Li(x) + O(x(logx)™) (fiir x = 00)

fiir beliebige k > 1 zu zeigen (wobei die in der O(...)-Notation versteckte implizite
Konstante von k abhingen mag), aber den O(...)-Term durch O(x'™¢) fiir irgendein
auch noch so kleines, aber konstantes € > 0 zu ersetzen, scheint weit abseits von
dem zu liegen, was mit aktuell bekannten Methoden erreichbar ist.

“Hier und fiir die weiteren Betrachtungen sei stets x > 2 angenommen um Probleme mit log x — 0
fiir x — 1 zu vermeiden.
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4.4.2. Mehr zum analytischen Beweis des Primzahlsatzes. Der iibliche Zugang
zu den obigen Ergebnissen benutzt komplexe Analysis, um eine gewisse komplexwer-
tige Funktion ndher zu verstehen, die man als eine Art ,,multiplikative erzeugende
Funktion“ der charakteristischen Funktion der Menge der Primzahlen auffassen kann.
In jedem Fall sind diese Untersuchungen sehr subtil und gehen mit einigem techni-
schen Aufwand einher. Darum beschranken wir uns hier darauf, lediglich ein paar
Eckpunkte der Beweisstrategie zu skizzieren und verweisen fiir Details auf entspre-
chende Standardliteratur, wie etwa [34, 31, 5]. Besonders empfehlenswert ist [27],
oder (fiir Fortgeschrittene!) [21].

Konkret startet man mit der mittels einer sogenannten Dirichlet-Reihe definierten
Riemannschen Zeta-Funktion

oo

OEDW S

n=1

Diese Reihe konvergiert fiir alle s mit Realteil > 1 kompakt und stellt daher eine auf
der Halbebene {s € C : Res > 1} holomorphe Funktion dar. Riemann zeigte 1859,
dass sich eben jene Funktion zu einer auf ganz C\ {1} holomorphen Funktion fortsetzt
und an der Stelle 1 einen einfachen Pol mit Residuum 1 besitzt. Ferner zeigte Riemann,
dass { einer gewissen Funktionalgleichung gentigt, welche ihre Werte bei s und bei
1 —s miteinander in Bezug setzt. Ausgangspunkt des zahlentheoretischen Interesses
an der Zeta-Funktion ist die schon Euler bekannte Produktdarstellung

()= ]a-p™)" (Res>1).

p prim

Diese gewinnt man, indem man das fragliche Produkt zunéchst auf die Primzahlen
p < x einschrankt, die Faktoren als geometrische Reihen entwickelt und die so
entstehenden Reihenprodukte (Cauchy-Produkt!) ausmultipliziert, um die Formel

(o)
| |(1 —p) = E: n”
p prim n=1
p<x pln=>p<x

aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z zu erhalten. (Die untere Summati-
onsbedingung soll bedeuten, dass man sich auf diejenigen n einschrankt, deren
Primfaktoren alle samt kleiner als x sind.)

Aus der komplexen Analysis kennen die Leserinnen und Leser moglicherweise das
logarithmische Differenzieren. Dieses hat den Vorteil, dass es Produkte in Summen
verwandelt und letztere sind den Methoden der Analysis oft einfacher zuganglich.
Dabei ist die logarithmische Ableitung von (1 —p~)~! (nach s) gleich

- logp
1 — (logp)Zp
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Mit Blick auf die obige Produktdarstellung erhalt man fiir die logarithmische Ableitung
der Zeta-Funktion also

_% = Z (logp);p—vs — ;A(n)n_s (Res > 1)

mit der von Mangoldtschen Lambda-Funktion

p prim v

logp falls n=p” eine Primzahlpotenz ist,

A(n) == {

0 sonst.

Mit Hilfe des Residuensatzes lasst sich die sogenannte Perronsche Formel beweisen,
welche die Koeffizientensummen von Dirichletreihen zu extrahieren vermag. Im
vorliegenden Fall erhidlt man fiir jedes ¢ > 1 und x > 1 mit x ¢ N

S [ (L9

n<x —ioco

Die linke Seite zdhlt Primzahlpotenzen < x mit logarithmischem Gewicht. Dabei l&dsst
sich der Beitrag der gezédhlten Primzahlpotenzen p” mit v > 1 leicht abschétzen und
das Gewicht vor den gezdhlten Primzahlen lasst sich ebenfalls leicht (mit einer als
partielle Summation bekannten Technik) entfernen. Das Ergebnis dieser Manipu-
lationen ist, dass sich ein gutes Verstdndnis der linken Seite der obigen Gleichung
direkt in ein Verstindnis der Primzahlzdhlfunktion m {ibersetzt. Um nun die linke
Seite zu verstehen, wenden sich Analytikerinnen und Analytiker furchtlos zur rechten
Seite. Die Idee besteht nun darin, den Integrationsweg weiter nach links (¢ < 1)
zu verschieben, da dort der Faktor x° im Integranden kleiner wird und man darum
vielleicht hoffen darf, die Integration durch grobe Abschitzungen zu behandeln.

Man beachte, dass hierfiir die analytische Fortsetzung der Zeta-Funktion von
ausgezeichneter Wichtigkeit ist, da erst dank dieser der Integrand tatsdchlich me-
romorph auf einem Gebiet von geeigneter Grofde ist. Gleichwohl wird man auch
vor das schwierige Problem gestellt, die Zeta-Funktion links der 1 zu verstehen.
Derartiges Verstdandnis scheint zwar bis heute schwer fassbar, aber dennoch gelang
der Mathematik schon der ein oder andere Blick, wenngleich unter erheblichem
Kraftaufwand.

Nutzt man nun den Residuenkalkiil fiir die erwdhnte Verschiebung, so handelt
man sich dabei natiirlich Korrekturterme bedingt durch Polstellen der logarithmischen
Ableitung von { ein. Diese Polstellen kommen einzig von dem Pol von { bei 1 und
den etwaigen Nullstellen von { in der Halbebene {s € C : Res > c¢ }.1° Die beriihmte
Riemannsche Vermutung proklamiert, dass es fiir c = 1/2 keine solchen Nullstellen
gibt. Bisher sind jedoch nur Ergebnisse bekannt, welche die Nullstellenfreiheit von ¢
in Gebieten der Form

{s€eC:Res>1—f(|Ims]|)}

19Genau genommen muss man auch sicherstellen, dass die Spur des gewihlten Integrationsweges
frei von Polstellen ist, aber wir ignorieren derartige technische Details hier.
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liefern, wo f: Ry, — (0,1/2) eine gewisse monoton gegen O fallende Funktion
ist. Bereits diese Ergebnisse erforderten geniale Ideen und erheblichen technischen
Aufwand; Wir besprechen hier allerdings nichts davon und wenden uns stattdessen
sogleich wieder der Algebra zu.

4.4.3. Zuriick in die Algebra. Die Frage nach dem Zihlen von Primzahlen in
Z liegt im Umfeld der hier entwickelten Theorie also zu tief, um diese im Rahmen
eines kurzen Abstechers behandeln zu konnen. Umso iiberraschender mag es erschei-
nen, dass wir hier — mit vergleichsweise sehr bescheidenem Aufwand — eine sehr
prézise Antwort auf die analoge Frage fiir F [ X ] geben konnen: Wir betrachten den
Polynomring F [X] iiber einem endlichen Korper F, mit Primzahlpotenz q. Dieser
Polynomring ist faktoriell; Irreduzible Elemente und Primelemente stimmen also
tiberein. — Wie viele gibt es davon?
Konkret sei

2, = {normierte, irreduzible Polynome in F,[X ] mit Grad n}.

Wir sind daran interessiert n_(n;q) = #%, zu bestimmen. (Man beachte, dass
unsere Einschrankung auf normierte irreduzible Polynome analog zu unserer obigen
Einschrankung auf positive Primzahlen/Primelemente in Z entspricht: Es geht in
beiden Fillen darum, zu vermeiden, dass man assoziierte Elemente mehrfach zihlt.)

Wir fixieren einen algebraischen Abschluss F;, — IE‘Z von IF. Aus Satz 4.7 folgt,
dass IF‘Z fiir jede natiirliche Zahl n genau einen zu F.. F -isomorphen Teilkorper
enthdlt. Wir identifizieren alle diese Kérper mit ihren Bildern in ]FZ. Im Sinne von
Satz 4.7 haben wir dann also F € F,. genau dann wenn k ein Teiler von n ist.

Die Nullstellen (in ]Fg) aller Polynome aus &, erzeugen nun eine endliche Kor-
pererweiterung F, — F und jede der betrachteten Nullstellen x erzeugt darin einen
Teilkorper F,(x) mit Grad [F,(x) : F,] = n, also F (x) = Fg. C IE‘Z Zusammen mit
der Separabilitit von Fy— Fgn (siehe Satz 4.1) ergibt sich also

nr_(n;q) = #{x €Fpu : [Fy(x): F,]=n}
=#{xE€Fpn:x ¢ U{Zwischenkérper F CFypvon Fpu/Fy}}
=#{x€Fu:x¢ U{maximale Korper F mit F, C F G Fo.}}.
Istnunn=p,'---p,* die Primfaktorzerlegung von n, so folgt aus Satz 4.7, dass die

maximal grofsen Korper F mit F, € F ¢ F,. genau durch F; :=Fup, mit 1 <i<¢
gegeben sind. Ferner ist fiir jede Indexmenge .¢ C {1,...,t}

ﬂ Fi=Fgpsn mit p(F)= l_[pi.

ies =84
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Abbildung 7. Das Prinzip der Inklusion—-Exklusion fiir die Vereinigung

Wir erinnern an das kombinatorische Prinzip der Inklusion—-Exklusion: Fiir
beliebige endliche Mengen ./, ..., ./, ist

# ) =D #di— Y D AN A D> # A, N N A TF

1<i) <ip<iz<t

1<i<t 1<i<t 1<i;<ip<t
= E: (—=1)m*? E:...E:#(&filﬂ...ﬂﬂfim).
1<m<t 1<ip) <...<ip <t

Wir haben also
t
nn_(n;q) = #(Fqn \ Ui=1 Fqn/pi)

:qn+ Z (_1)m ZZ #(Filn“‘mFik)

(4-1) 1<m<t 1<i)<..<i, <t
RPN DYSIELEE
1<m<t 1<i <...<i,, <t

Wir fiihren kurz die Mébiussche w-Funktion ein, die eine Zahl n, welche durch kein

Primzahlquadrat teilbar ist, auf u(n) = (—1)“®™ abbildet, wobei w(n) die Anzahl
der verschiedenen Primteiler von n bezeichne, und alle anderen n (teilbar durch ein
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Primzahlquadrat) auf O abbildet. Damit schreibt sich (4.1) auch kurz in der Form

1 qgt 1
_(n; :—2 d "/d:—+—§ d)g".
n_(n;q) ndlnu( )q " ndlnu( )q
d>1

Schreibt man in (4.1) d = p; ---p; , so durchléuft die dortige Summation genau die
quadratfreien Teiler d > 1 von n. Davon gibt es genau 2 — 1 viele, wie man sich
kombinatorisch iiberlegen kann: Fiir jeden der t Primteiler von n kann man sich
aussuchen, ob diese das zu konstruierende d teilen soll, oder nicht. Es gibt also 2°
Moglichkeiten quadratfreie Teiler d > 1 von n zu konstruieren, von denen wir aber

den Teiler d = 1 nicht zdhlen. Wir erhalten also
n

q 1 2!
m(mg—=|<= >, ¢P=Zg"2
n no 4= n
d quadratfrei
Mit 2 < p, folgt dann weiter
n DY
n_(n;q)— % < BB gz < g2,

Zusammenfassend haben wir also Folgendes bewiesen:

Satz 4.11 (Primzahlsatz in F,[X]). Sei q eine Primzahlpotenz. Fiir die Anzahl mt_(n; q)
der normierten irreduziblen Polynome in F,[X ] vom Grad n gilt dann

n

q
n_(n;q)— — 2

< q"2.

Bemerkung. Der hier gefiihrte Beweis von Satz 4.11 folgt Chebulo und Minac [10]
und gibt den einzelnen Termen in (4.1) eine kombinatorische Bedeutung. Der Satz
selbst war schon Gauf3 bekannt (siehe [17, S. 606-612]). In seinem Beweis zihlt
Gaul die irreduziblen Polynome und auf wie viele Arten sich reduzible Polynome
durch Produktbildung aus diesen ergeben. Fiir einen Zeta-funktionentheoretischen
Beweis von Satz 4.11 siehe [29].
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(b) Irreduzible Polynome in F,[X].

(a) Primzahlen.

Abbildung 8. Veranschaulichung zu den Primzahlsétzen: die Késtchen

korrespondieren, reihenweise von oben nach unten gelesen, den Zahlen

.,4096 bzw. Polynomen in F,[X ] mittels >}  a;2' — > .(a; +

27)X' (in Binirdarstellung). Kistchen zu Primzahlen bzw. irreduziblen

Polynomen sind schwarz hervorgehoben.

1,2,3,4,..



KAPITEL 5

Galois-Theorie und ihre Anwendungen

Wir betrachten im Folgenden stets Korpererweiterungen L /K, also solche Kor-
pererweiterungen t: K — L, bei denen K eine Teilmenge von L ist und ¢ mit der
Inklusion id, |, : K — L iibereinstimmt.

Fiir jede Untergruppe U € Aut(L) von Automorphismen von L betrachten wir den
zugehorigen Fixkorper:

Fix(U)={xeL:VfeU: f(x)=x}.

Wir bezeichnen L/K als eine Galois-Erweiterung, falls diese endlich, normal und
separabel ist. In diesem Fall schreiben wir

Gal(L/K) = Auti (L)

und nennen dies die Galois-Gruppe von L/K. Fiir jeden Zwischenkorper M von L/K
ist auch L/M eine Galois-Erweiterung’ und es ist Gal(L/M) € Gal(L/K).
Wie in Beispiel 4.10 erhalten wir inklusionsumkehrende Abbildungen
Gal(L/-)

—_—

(5.1) {Zwischenkorper von L/K} . {Untergruppen von Gal(L/K)}.

Fix(-)

Die Beziehung beider Abbildungen zueinander ist Thema des Hauptsatzes der Galois-
Theorie (siehe Satz 5.3) und dieser bietet ein Hilfsmittel zum Studium einer Kor-
pererweiterung L/K und ihres Zwischenkorperverbandes durch den (oft auch wie-
derholten) Wechsel zur Gruppentheorie.

Bemerkung. Unsere Definition von Galois-Erweiterungen fordert endlichen Grad.
Man kann auch auf diese Forderung verzichten und somit Galois-Theorie fiir Kor-
pererweiterungen mit potentiell unendlichem Grad studieren, muss hier allerdings
die relative Automorphismengruppe der fraglichen Korpererweiterung zusatzlich mit
der Struktur einer topologischen Gruppe ausstatten. In der Situation von (5.1) muss
man dann von abgeschlossenen Untergruppen sprechen. (Dies wirkt gewissermalien
dem Umstand entgegen, dass Gal(L/K) sonst viel reichhaltiger an Untergruppen ist,
als die Erweiterung L/K an Zwischenkorpern.)

IBenutze Satz 1.7, Satz 3.10, sowie Satz 3.5.

61
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5.1. Hauptsatz der Galois-Theorie

Ziel dieses Abschnittes ist Satz 5.3. Bevor wir jedoch zu diesem Satz kommen,
sammeln wir zwei Hilfsresultate {iber die Kérperautomorphismen. Das Erste davon
kennen wir im Prinzip schon:

Proposition 5.1. Eine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann eine Galois-
Erweiterung, wenn Aut,(L) aus genau [L : K] Elementen besteht.

Beweis. Das folgt direkt aus unseren Definitionen von Normalitdt und Separabilitit.
(Siehe auch die Diskussion auf Seite 43.) O

Das nédchste Resultat — welches als Lemma von Artin bekannt ist — besagt, grob
gesprochen, dass Korperautomorphismen viele Elemente fixieren und also stets einen
grol3en Fixkorper produzieren.

Lemma 5.2 (Artin). Sei L ein Kérper und U eine endliche Gruppe von Automorphismen
von L. Dann gilt [L : Fix(U)] < #U. Insbesondere ist #Autg;,;)(L) < #U.

Beweis. Zwecks Erzeugung eines Widerspruchs sei [L : Fix(U)] > #U =: k angenom-
men. Dann gibt es k + 1 viele Fix(U)-linear unabhingige Elemente v,, v;, ...,V € L.
Wir schreiben U = {fj,..., fi,} und bemerken, dass das (unterbesetzte!) lineare
Gleichungssystem

Xo

) fi(v) oo fi(v) x|, 0,

o) fi) o)\ ] o,

eine nichttriviale Losung x = (x4, X1, ..., x;) € L*1\ {0} besitzt. Wir wihlen eine

solche Losung mit maximal vielen Null-Eintrdgen und nehmen ohne Einschrankung

(durch etwaige Umnummerierung der vy, v;, ..., v, und Normierung) x, =1, an.
Die zu id; € U gehorige Gleichung im obigen System liefert

Vot+Vix; +...+vx, =0;.
Wegen der Fix(U)-linearen Unabhéngigkeit von v,, v, ..., v, konnen nicht alle Ele-
mente X, ..., X, in Fix(U) liegen. — Ohne Einschrankung sei x; ¢ Fix(U) und ent-
sprechend g € U derart, dass g(x;) # x;. Nun ist aber auch
g(x) = (g(XO): g(xl): s ’g(xk)) 7& X

eine Losung vom obigen Gleichungssystem (hier geht ein, dass U als Untergruppe
multiplikativ? abgeschlossen ist und das Vorschalten von g somit nur Permutation
der Zeilen des obigen Gleichungssystems bewirkt). Dann ist aber auch die Differenz

g(x)—x =(0,,8(x1) —xy,...,800) —x;) # 0
eine solche Losung, hat aber mehr Null-Eintrage als x, ein Widerspruch! O

’Die Verkniipfung in der Gruppe Aut(L) > U ist natiirlich die Verkniipfung von Abbildungen.
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Bemerkung. Die Voraussetzung an U in Lemma 5.2 eine Untergruppe zu sein ist
wichtig, wie das folgende Beispiel lehrt: wir betrachten den Koérper C der kom-
plexen Zahlen und die komplexe Konjugation 7: C — C, 2z — z. Natiirlich ist
R = Fix({t}) = Fix(U) mit U = (t) = {id¢, 7}. Nun ist 2 = [C : Fix(U)] < #U = 2,
aber [C: Fix({t})] =2 £ 1 = #{7}. Im Beweis von Lemma 5.2 wird die Untergrup-
peneigenschaft von U bei der Uberlegung gebraucht, welche g(x) als weitere Losung
des oben betrachteten Gleichungssystems identifiziert.

Nun kommen wir zum Schliisselergebnis dieses Kapitels, dem Hauptsatz der
(endlichen) Galois-Theorie. Der Rest dieses Kapitels wird anschlieRend bemiiht
sein, interessante Konsequenzen aus dem Hauptsatz zu ziehen. Wir verzichten im
Folgenden stets auf das zusatzliche Attribut ,,endlich®, behalten jedoch die Bemerkung
von Seite 61 im Hinterkopf, dass es auch eine unendliche Galois-Theorie gibt, fiir
deren Studium hier allerdings die Zeit fehlt.

Satz 5.3 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Sei L/K eine Galois-Erweiterung mit Galois-
Gruppe G = Gal(L/K) und M ein Zwischenkérper von L /K. Dann gilt:

(1) (Galois-Korrespondenz.) Bei den beiden Abbildungen Gal(L/-) und Fix(-)
aus (5.1) handelt es sich um zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijek-
tionen. (Insbesondere ist K = Fix(Gal(L/K)).)

(2) Ist Z ein Zwischenkérper von L/M, so ist

[Z:M]=[Gal(L/M):Gal(L/Z)].

Man illustriert sich diese Situation wie folgt:

PP {idL }

* I
| i

T e Gal( L / Z)
T Korpergrad = Untergruppenindex l

M oo Gal(L/M)
T
| ;

K oo Ga](L /K) .

(3) Die Erweiterung M /K ist genau dann Galois, wenn Gal(L /M) ein Normalteiler
von G ist. In diesem Fall indugziert die Einschrdnkungsabbildung

G — GallM/K), f+— (flu)
einen Isomorphismus G/ Gal(L/M) = Gal(M /K).

Beweis. Die Aussage iiber das Umkehren von Inklusionen in (1) ist offensichtlich.
Zum Beweis der gegenseitigen Inversionseigenschaft sei zunéchst Z ein beliebiger



64 5. GALOIS-THEORIE UND IHRE ANWENDUNGEN

Zwischenkorper von L /K. Wir betrachten den Korper Fix(Gal(L/Z)) 2 Z. Wir haben
(man beachte Fix(Gal(L/Z)) 2 Z)

Gal(L/Fix(Gal(L/Z))) = {Fix(Gal(L/Z))-Automorphismen von L}
= {Z-Automorphismen von L, die Fix(Gal(L/Z)) fixieren}
={f eGal(L/Z): f fixiert Fix(Gal(L/Z))}
=Gal(L/Z), tautologisch g

wobei wir fiir die letzte Gleichung benutzt haben, dass jedes f € Gal(L/Z) trivialer-
weise Fix(Gal(L/Z)) fixiert, da ja fiir diese Fixkorper-Bildung genau die Elemente
ausgewdhlt werden, die von allen Elementen von Gal(L/Z) (also insbesondere von f)
fixiert werden. Mit Proposition 5.1 folgt die Gleichheit der Grade

[L:Fix(Gal(L/Z))]=[L:Z],

und somit Fix(Gal(L/Z)) = Z geméal} Satz 1.7. Man veranschaulicht sich das soeben
gefiihrte Argument vielleicht anhand der folgenden Abbildung:

(Korperebene:) (Gruppenebene:)
L {id, }
T Gal(L/") l
Fix(Gal(L/Z)) 2 Gal(L/Z)
) 1 Fix 2
o I .
? hGal(L/) ........
K Gal(L/K).

Sei nun umgekehrt U eine Untergruppe von G. Zunéchst ist
Gal(L/Fix(U)) = {Fix(U)-Automorphismen von L} 2 U,

da ja jedes Element von U die Elemente von Fix(U) fixiert und somit ein Fix(U)-
Automorphismen von [ ist. Wegen Lemma 5.2 besteht Gal(L/ Fix(U)) aus hochstens
#U vielen Elementen. Das zeigt auch schon Gal(L/Fix(U)) = U.

Teil (2) erhdlt man unmittelbar aus Satz 1.7 und Proposition 5.1:

[L:M]  #Gal(L/M) _

[2:M) = = oy = [GallL/M) - Gal(L/2)],
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Zum Beweis von (3) bemerken wir zunéchst die Giiltigkeit der folgenden Identitat:
f(Fix(U))={x €L : f(x)€Fix(U)}
={xel:VYgeU: g(f(x)=F"1(x)}
={xeL:YgeU: (fogof Hx)=f(g(f (x)))=x}
=Fix(foUo f1).
Durch Anwenden der Galois-Korrespondenz folgt hieraus
foGal(L/M)o f~' = Gal(L/f(M))

fiir jeden Zwischenkorper M von L/K und jedes f € G. Zusammen der Galois-
Korrespondenz und Satz 3.10 (beachte Teil (2) davon) erhilt man damit nun

Gal(L /M) ist eine normale Untergruppe von Gal(L/K)
< (Vf € G: Gal(L/f(M)) = Gal(L/M))
— (VfeG: f(M)=M)
&= M /K ist eine normale Korpererweiterung.

Ist nun Gal(L/M) normal in Gal(L/K), so liefert die Giiltigkeit der mittleren Aussage
in obiger Aquivalenz unmittelbar, dass es sich bei der Einschrankungsabbildung

U: G— GalM/K), f+— flu

wirklich um eine wohl-definierte Abbildung handelt. Selbstverstindlich ist diese sogar
ein Gruppenhomomorphismus. Da sich jedes Element von Gal(L/M) zu id,, ein-
schrankt, ist Gal(L/M) C ker¥. Wegen M = Fix(Gal(L/M)) 2 Fix(ker¥) 2 M folgt
Fix(Gal(L/M)) = Fix(ker ¥) und die Injektivitdt von Fix( - ) liefert Gal(L/M) = ker .
Es verbleibt noch zu sehen, dass W surjektiv ist. Wir wiahlen nun eine Einbettung von
L/K in einen algebraischen Abschluss K von K und gehen 0.B.d.A. durch Umbenen-
nung von Elementen davon aus, dass es sich bei der Einbettung um eine Teilmen-
geninklusion handelt. Jedes f € Gal(M /K) setzt sich zu einem K-Homomorphismus
f: L — K? fort. Da L normal ist, hat f dasselbe Bild wie die Inklusion L < K?, nim-
lich L. Also ist f € Gal(L/K) und nach Konstruktion ist ¥(f) = f|,; = f . Insgesamt
ist ¥ also ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern Gal(L/M). 0

5.2. Satz vom primitiven Element

Ziel dieses Abschnittes ist es zu verstehen, wann eine endliche Korpererweiterung
L/K einfach ist, also L = K(x) fiir ein x € L erfiillt. — Ein solches x bezeichnet man
dann als primitives Element und daher rithrt der Name des Satzes. Das Hauptre-
sultat hierzu ist der Satz vom primitiven Element in seiner allgemeinen Form (siehe
Satz 5.5).

Ist #L endlich, so ist die Situation besonders einfach und mit Korollar 4.6 bereits
bestens verstanden. Fiir das weitere Vorgehen bendtigen wir ein Lemma aus der
linearen Algebra (siehe auch Abbildung 9):
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Abbildung 9. Illustration zu Lemma 5.4: Gezeichnet ist ein zweidimen-
sionaler reeller Vektorraum (als Ebene) und endlich viele (vier) darin
enthaltene Unterrdume der Dimension Eins (Geraden). Offensichtlich
gelingt es nicht die Ebene durch endlich viele solcher Unterraume aus-
zuschopfen. Auch im Dreidimensionalen (schwieriger zu zeichnen)
scheint es anschaulich unmoglich, den Raum durch eine endliche Verei-
nigung von Ebenen und Geraden (und dem Nullraum) auszuschépfen.
Dass diese anschauliche Vorstellung auch nicht irrefithrend ist, sondern
tatsdchlich stimmt, ist die Aussage von Lemma 5.4.

Lemma 5.4. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit unendlich vielen Elementen.
Dann ist V nicht die Vereinigung endlich vieler echter Unterrdume.

Beweis. Angenommen dies wire falsch und es gibe ein minimales t > 2 mit Un-
terraumen U, U,,...,U, SV und V = U; UU,U...UU,. Wegen U; S V gibt es
v € V \ U;. Wegen der Minimalitét von t ist U; € U, U...UU,; Es gibt also u; € U,
mitu; ¢ U, U...UU,.

Fir jedes A € K gibt es nun auch einen Index j mit Au; +v € U; und, da K
unendlich viele Elemente enthélt, gibt es auch A # A’ und ein j mit Au; +v, A'u;+v €
U;. Also ist auch

~ (Auy +v)—(Auy +v) E

. A—N Ui
und somit j = 1 nach Wahl von u;. Dann ist aber auch v = (Au; +v) — Au; € U;, im
Widerspruch zur Wahl von v. U

Satz 5.5 (Satz vom primitiven Element, Il). Sei L/K eine endliche Korpererweiterung.
Genau dann gibt es ein x € L mit L = K(x), wenn die Erweiterung L/K nur endlich
viele Zwischenkorper besitzt.

Beweis. Sei zunéchst L = K(x) und m, das Minimalpolynom von x tiber K. Sei L’
ein beliebiger Zwischenkdrper von L/K und m’ das Minimalpolynom von x {iber L’.
Dann ist m_ ein Teiler von m, in L[X 1.2 Tatsichlich ist die so konstruierte Abbildung

{Zwischenkorper von L /K} — {normierte Teiler von m, in L[X ]}

3Die schmutzigen Details hierzu hatten wir uns bereits im Beweis von Satz 2.12 iiberlegt.
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injektiv: Ist namlich L” der Zwischenkorper von L’/K, der von den Koeffizienten von
m’_erzeugt wird, so ist m’, auch in L”[X] irreduzibel und wir haben

[L:L"]=[L"(x):L"]=degm/ =[L'(x):L']=[L:L']

und somit L’ = L”. Da nun m, in L[X] nur endlich viele normierte Teiler besitzt,
folgt die Endlichkeit der Anzahl aller Zwischenkorper von L /K. Analog zum einen
Teil unseres Beweises von Satz 5.3 (1) kann man sich das eben gefiihrte Argument
vielleicht an folgender Abbildung verdeutlichen:

L"(x) L
T L,
L ﬂ
T,,z“? — Ja!

L//
T
K.

L'(x)

Zum Beweis der umgekehrten Richtung diirfen wir auf Grund von Korollar 4.6
davon ausgehen, dass L unendlich viele Elemente besitzt. Da jeder Zwischenkorper
von L/K ein K-Vektorraum ist, zeigt Lemma 5.4, dass es ein x € L gibt, welches
in keinem echten Zwischenkorper von L/K enthalten ist. Fiir dieses x gilt dann
notwendigerweise L = K(x). O

Proposition 5.6. Sei L/K eine endliche separable Erweiterung. Dann existiert eine
Galois-Erweiterung L8/K, welche L als Zwischenkorper enthdlt.

Beweis. Das ist Aufgabe 6.3. O

Die Korpererweiterung L8/K aus Proposition 5.6 bezeichnet man auch als die
Galois-Hiille von L/ K, sofern diese minimal in dem Sinne ist, dass es keinen Zwi-
schenkorper Z von L8/L gibt derart, dass Z normal ist. Unter Benutzung von L8/K
und dem Hauptsatz der Galois-Theorie lasst sich ein besonders brauchbarer Spe-
zialfall von Satz 5.5 isolieren, der auch als Satz vom primitiven Element bekannt
ist:

Korollar 5.7 (Satz vom primitiven Element, Ill). Sei L/K eine endliche separable
Erweiterung. Dann besitzt L /K nur endlich viele Zwischenkdérper. Insbesondere ist L =
K(x) fiir ein x € L.

Beweis. Gemal3 Proposition 5.6 diirfen wir L als Zwischenkorper in einer Galois-Er-
weiterung L&/K annehmen. Deren Zwischenkorper korrespondieren laut Satz 5.3
nun aber zu den Untergruppen der (endlichen!) Gruppe Gal(L#/K); Hiervon gibt es
nur endlich viele. Da jeder Zwischenkdrper von L /K auch ein Zwischenkorper von
L8 /K ist, folgt hieraus der erste Teil der Aussage des Korollars. Der zweite Teil folgt
aus dem ersten zusammen mit Satz 5.5. U
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Korollar 5.8. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und K habe entweder Charakte-
ristik 0, oder sei ein endlicher Korper. Dann gibt es ein x € L mit L = K(x).

Beweis. Hat K Charakteristik 0, so ist L /K automatisch separabel nach Korollar 3.7
und Korollar 5.7 liefert die Behauptung. (Der Fall wenn K endlich ist, ist nur eine
Wiederholung von Korollar 4.6.) O

5.3. Fundamentalsatz der Algebra

In diesem Abschnitt beweisen wir den beriihmten Fundamentalsatz der Algebra
auf — im Wesentlichen — rein algebraische Art und Weise.

Satz 5.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der komplexen Zahlen ist
algebraisch abgeschlossen. Insbesondere ist C/R ein algebraischer Abschluss von R.

Der gleich folgende Beweis von Satz 5.9 illustriert in beeindruckender Weise die
Kernidee des Hauptsatzes der Galois-Theorie: der stete Wechsel von Zwischenkdrpern
zu Gruppen und umgekehrt. Wir bendtigen zweierlei Information, deren Herleitung
letztlich auf Methoden der Analysis beruht:

Lemma 5.10.
(1) Jedes Polynom iiber R mit ungeradem Grad besitzt eine reelle Nullstelle.
(2) Jedes quadratische Polynom iiber C besitzt eine komplexe Nullstelle.

Beweis. (1): Ein reelles Polynom ungeraden Grades nimmt sowohl positive, wie auch
negative Werte an. Der aus der Analysis bekannte Zwischenwertsatz liefert daher die
Existenz einer reellen Nullstelle (vgl. Abbildung 10).

(2) folgt aus der bekannten Losungsformel fiir quadratische Gleichungen und der
Tatsache, dass man in C beliebige Quadratwurzeln ziehen kann; Letzteres verifiziert
man leicht anhand der wohl-bekannten Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen
(vgl. abermals Abbildung 10). Man beachte, dass man die angedeutete Uberlegung
auch als eine Konsequenz der Tatsache ansehen kann, dass es einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus (C, +) — (C*, -) gibt (ndmlich die Exponentialfunktion).
Dieser reduziert namlich das Quadratwurzelziehen in (C*, -) auf das Halbieren in
(C,+), was natiirlich stets moglich ist. Man vergleiche dies mit der Situation in R: es
gibt keinen surjektiven Gruppenhomomorphismus f: (R, +) — (R*, -). (Denn gébe
es ein solches f mit f(a) = —1, so wire —1 = f(a/2)? > 0, im Widerspruch zur
Anordnung von R.) OJ

Algebraisch interpretiert besagt obiges Lemma, dass Polynome in R[X ] mit un-
geradem Grad > 1 stets redugzibel sind und auch quadratische Polynome in C[X ]
stets reduzibel sind. Mittels des Bezugs von Korpergraden zu Graden von Minimal-
polynomen schliel3t dies die Existenz gewisser Kérpererweiterungen von R bzw. C
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(a) Plot einer Polynomfunktion R — R,
x — P(x) mit ungeradem Grad. Man hat bei
P(x) — o0 fiir x — 00 und also sowohl
positive, wie auch negative Funktionswerte.
Der Zwischenwertsatz liefert die Existenz ei-
ner reellen Nullstelle (hier z.B. der mittlere
markierte Punkt), auch ohne den Verlauf des
Funktionsgraphen im schraffierten Bereich
konkret zu kennen (natiirlich vorausgesetzt,
man weil3, dass die Funktion dort stetig ist).

(b) Schreibt man eine beliebige komplexe
Zahl z # 0 in der Form

z = |z] exp(iarg(2))
(Polarkoordinaten!), so ist

o = v/ |z|exp(iarg(z)/2)
eine Quadratwurzel von z, denn es gilt ja
2
z=p".
(Die zweite Quadratwurzel von z ist selbst-
verstdndlich —p.)

Abbildung 10. Zum Beweis von Lemma 5.10.

aus:

=
N

=
—/

W

Grade(2N+1)
—————————l

=

Ferner erinnern wir an das folgende Resultat aus der Gruppentheorie iiber Existenz
von p-Untergruppen (siehe etwa [33, Satz 3.1] fiir einen Beweis):

Lemma 5.11 (Sylow). Sei G eine endliche Gruppe und p” eine Primzahlpotenz, die #G

teilt. Dann besitzt G eine Untergruppe mit genau p” Elementen.

4

Wir fithren nun den Beweis von Satz 5.9. Leserinnen und Leser seien dazu an-
gehalten, speziell auf die Anwendung von Lemma 5.10, welche korpertheoretische
Information bereitstellt, und die Anwendung von Lemma 5.11, welche hingegen grup-
pentheoretische Information bereitstellt, zu achten. Insbesondere das wechselseitige
Ausnutzen dieser Informationen stellt ein Paradebeispiel fiir Galois-Theorie dar.

“#Falls p”*! kein Teiler von #G ist, so bezeichnet man eine Untergruppe wie aus dem Lemma als

eine p-Sylowgruppe von G.
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Beweis von Satz 5.9 (nach E. Artin). Sei L/C eine algebraische Erweiterung. Wir zei-
gen im Folgenden L = C. Hierzu betrachten wir die Galois-Hiille L&/R zu L/R und
eine 2-Sylowgruppe S von Gal(L8/R) (siehe Proposition 5.6 und Lemma 5.11). Dann
ist (siehe Satz 5.3)

oy.m1_  LLE:R] #Gal(L8/R) _ #Gal(L#/R)
PSR = e Fixs)] ~ #5 max(2: 2 teilt #Gal(Le/R)}

eine ungerade Zahl:

L# {ids}
. Fix(-) l
Fix(S) —= 2-Sylow S
Korpergrad Untergruppenindexl(ungerade!)
R Gal(L8/R).

Laut Korollar 5.7 ist Fix(S) = R(x) fiir ein x € L® und das Minimalpolynom von x
hat Grad [Fix(S) : R]. Dieser ist wegen Lemma 5.10 (1) also gleich 1. Wir haben also
Fix(S) = R und damit S = Gal(L#/R) (siehe wieder Satz 5.3).

Da nach dem eben Gezeigten #Gal(L#/R) eine Zweierpotenz ist, gilt dies auch fiir
#Gal(L#/C) (wegen Gal(L8/C) < Gal(L8/R)). Ist #Gal(L®/C) = 1, so sind wir fertig.
Anderenfalls besitzt die Gruppe Gal(L#/C) wegen Lemma 5.11 eine Untergruppe U
vom Index 2 und wir haben

[LE:C]

(V) Cl = ] =

Also ist Fix(U)/C eine quadratische Erweiterung von C. — So etwas gibt es laut
Lemma 5.10 (2) nicht! O

Man veranschaulicht sich die im zweiten Teil vom Beweis von Satz 5.9 angestell-
ten Uberlegungen vielleicht anhand von folgendem mit Koérpergraden annotierten
Diagramm (je weiter rechts hier ein Korper auftritt, desto spater kam dieser im Beweis
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vor):

Q---mgmmo

5.4. Galois-Gruppen als Permutationsgruppen

5.4.1. Operation auf Nullstellen. Sei K ein Kérper und P € K[X ] ein beliebiges
nichtverschwindendes Polynom. Fiir eine Korpererweiterung t: K — L erinnern wir
an die Notation t*P aus § 2.2, wollen hier aber nur Korpererweiterungen der Form
L/K betrachten. In diesem Spezialfall schreiben wir der Einfachheit halber nur P
statt (id, | )*P.

Sei L/K nun ein Zerfallungskorper von P. Wir setzen Aut(P) := Autg(L). Die
Erweiterung L/K ist normal; Falls diese auch separabel ist, schreiben wir Gal(P)
fiir Aut(P) und nennen dies die Galois-Gruppe von P. Die Notation Aut(P) nimmt
offenbar keinen Bezug mehr auf den gewahlten Zerfallungskorper L. Wir werden im
Folgenden jedoch oft stillschweigend voraussetzen, dass dieser konstruiert wurde
und L heif3t, sobald wir von Aut(P) sprechen.

Bemerkung 5.12. Gemil} des Satzes vom primitiven Element in der Form von
Korollar 5.7 ist die Galois-Gruppe Gal(L’/K) einer jeden Korpererweiterung L'/K
(bis auf Isomorphie) stets von der Form Gal(P) mit einem geeigneten irreduziblen,
separablen Polynom P.

Man kann die Gruppe Aut(P) wie folgt ,sehen (vgl. Abbildung 12): Sei
V(P)={xeL:P(x)=0,}

die Menge der Nullstellen von P in L (,,Verschwindungsmenge“ von P in L) und
f € Aut(P) beliebig. Wegen f |, = id, | folgt fiir x € L

P(f(x))=f(P(x))
und daher
P(f(x))=0, & P(x)=0,.
Da f injektiv und V(P) endlich ist, erhélt man so eine Abbildung
Aut(P) — Sym(V(P)), f+— (x— f(x)),
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welche man leicht als einen Gruppenhomomorphismus erkennt. In der Sprache
der Gruppentheorie operiert Aut(P) auf V(P). (Die aufmerksame Leserin oder der
aufmerksame Leser kennt diese Uberlegung bereits aus dem Beweis von Lemma 3.1
in etwas allgemeinerer Notation.)

Satz 5.13. Sei P ein nichtverschwindendes Polynom iiber einem Korper K, L/K ein
Zerfdllungskorper von P und Aut(P) = Auti(L). Dann gilt:

(1) Die soeben eingefiihrte Operation von Aut(P) auf der Nullstellenmenge V (P)
von P in L ist treu, d.h. der der Operation zugrundeliegende Gruppenhomo-
morphismus Aut(P) — Sym(V (P)) ist injektiv und identifiziert Aut(P) mit
einer Untergruppe von Sym(V (P)).

(2) Ist P iiberdies irreduzibel, so operiert Aut(P) transitiv auf V(P), d.h. fiir je
zwel Elemente x,x’ € V(P) gibt es ein j' € Aut(P) mit j'(x) = x’.

Beweis. Da L/K ein Zerfallungskorper von P ist, haben wir L = K(V(P)); Der einzige
K-Homomorphismus f € Aut(P) = Auty(L), der V(P) elementweise fixiert, ist daher
die Identitdt f = id;. Also ist der Kern von Aut(P) — Sym(V(P)) trivial und die
fragliche Operation somit treu.

Ist P nun irreduzibel und sind x, x” € V(P) zwei Nullstellen von P in L, so kann
man id, |x: K — L vermoge Lemma 2.9 zu einem K-Homomorphismus j': K(x) — L
mit j’(x) = x’ fortsetzen, und dieser lasst sich weiter (auf i.Allg. mehrere Arten) zu
einem K-Homomorphismus L — L fortsetzen, der als injektive Abbildung zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraumen sogar ein K-Isomorphismus ist, also ein Element
von Aut(P), welches x auf x’ abbildet. O

Bemerkung. Oft ist man bei der konkreten Berechnung einer Galois-Gruppe Gal(L /K)
nicht unbedingt primér daran interessiert die Elemente von Gal(L/K) als K-Automor-
phismen von L zu kennen, sondern begniigt sich damit, Gal(L/K) bis auf Isomorphie
zu bestimmen. Das geniigt im Sinne von Satz 5.3 dann auch schon, um qualitativ zu
sehen, wie sich die Zwischenkorper der Erweiterung L /K untereinander verhalten,
auch wenn man diese damit vielleicht noch nicht unbedingt explizit berechnet hat.

Bemerkung 5.14. Mit Blick auf Bemerkung 5.12 und Satz 5.13 (2) geben wir hier ei-
ne Liste der [somorphietypen samtlicher transitiver Untergruppen der symmetrischen
Gruppen S, = Sym({1,...,n}) fiirn =3,4,5:

S,, ...und Isomorphietypen transitiver, echter Untergruppen von &,
S; A
S, Ay Doy CGXCGEV on

G5 As Dys CsxC=(% %) G

Die hierin benutzten Abkiirzungen haben die folgenden Bedeutungen:
e A, ={0€6,:sgno =1}: die alternierende Gruppe,
e C,: zyklische Gruppe mit genau n Elementen,
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e V = (C, x C,: Kleinsche Vierergruppe,

e D, : Diedergruppe mit genau 2n Elementen.
(Fiir einen Beweis siehe [13, § 2.9].) Im Hinblick auf Satz 5.13 kann obige Liste
benutzt werden, um Galois-Gruppen mittels eines Ausschlussverfahrens zu berechnen.

Bemerkung (Semidirekte Produkte). Die in Bemerkung 5.14 benutzte Notation CsxC,
ist ein sogenanntes semidirektes Produkt. Seien (N,*) und (H,*) zwei Gruppen
und y: H — Aut(N) ein Gruppenhomomorphismus (Aut(N) bezeichnet hier die
Gruppe der Gruppenautomorphismen von N mit Komposition von Abbildungen als
Verkniipfung). Dann ist N %, H definiert als das (mengentheoretische) kartesische
Produkt N x H, zusammen mit der Verkniipfung

(n,h)-(n',h") = (nxy(h)(n'),h xh’).

Fiir unseren konkreten Fall ,,Cs % C,“ braucht man also einen Gruppenhomomor-
phismus C, — Aut(Cs) = C,. Es gibt genau zwei Gruppenautomorphismen von Cy,,
namlich die Identitit, und der Gruppenendomorphismus der die beiden Erzeuger von
C, vertauscht. Man erhélt also zwei Gruppenhomomorphismen C, — Aut(Cs): den
trivialen (triv: x — idcs) und einen nicht-trivialen, den wir @) nennen wollen. Mit
Cs X C, sei hier dann Cs %, C, gemeint. (Man beachte: Cs X, C; = Cs x C,; Ware also
Cs X4, C4 gemeint gewesen, so hétten wir von Anfang an einfach Cs x C, geschrieben.)
Hétte man als ¢ den Gruppenhomomorphismus C, — Aut(Cs) gewéhlt, der beziiglich
der obigen Uberlegung zu dem Gruppenendomorphismus C, — C, gehért, welcher
beide Erzeuger auf das (eindeutig bestimmte) Element mit Ordnung 2 abbildet, so
ist das zugehorige semidirekte Produkt eine sogenannte dizyklische Gruppe.

Bemerkung (Untergruppenverband von &;). Der Untergruppenverband von &5 =
D, 5 sieht wie folgt aus:

{id{1,2,3}} \
((12) ((13) ((23)).
((123),(132)) , 3
3
\ ;.

(Fiir einen Beweis, siehe die Losung zu Aufgabe 8.3.) Man bestétigt hier leicht die in
Bemerkung 5.14 aufgeworfene Behauptung iiber transitive Untergruppen von S.

5.4.2. Beispiele fiir Galois-Gruppen. Wir widmen uns nun der Aufgabe, einige
Galois-Gruppen (mehr oder minder) explizit zu bestimmen. Wir betrachten hierzu
drei Beispiele.
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Beispiel 5.15 (Ein Polynom mit Galois-Gruppe = V). Aus Beispiel 2.2 wissen wir
L = Q(v2,v3) = Q(x) mit x = ¥/2 + /3, wobei sich das Minimalpolynom P =
X*—10X?+ 1 von x iiber Q(x) wie folgt zerlegt:

xt—10x2+1= [ | (X—x,),

xo€V(P)

mit V(P) = {e,;vV/2—e,4/3: €,,€, € {£1}}; es handelt sich bei L also um den Zerfil-
lungskorper von P. Wir haben [ L : Q] = 4 und laut Proposition 5.1 dann #Gal(L/Q) =
4. Wir konnen auch leicht vier (und somit alle) Elemente von G = Gal(L/Q) konstru-
ieren: Mittels Lemma 2.13 lassen sich Abbildungen j; und j, konstruieren, die das
folgende Diagramm kommutativ machen, wobei die nicht-gestrichenen Pfeile jeweils
die Inklusionen sind:

L == Q(v2,v3) ————52---:3 L.

T -

WD)

idy lg

Q

Dabei lassen sich zwei verschiedene j; konstruieren: Namlich j, mit j,(+/2) = +/2 (das
fithrt auf j; = id; |gy3)) und j; mit j,(v/2) = —+/2. Die so erhaltenen Abbildungen j,
kann man dann je durch j,(+/3) = ++/3 fortsetzen. Dies liefert die behaupteten vier
Q-Automorphismen von L. Wir haben also

G= {jez,63 1 €3,63€ {+: _}}

mit den Q-Automorphismen j,, ..: L — L gegeben durch
jez,eB(‘/E) =€ ‘/5: jez,e3(‘/§) = 63‘/§

(diese zwei Bedingungen legen j., .. schon eindeutig fest).
Nummerieren wir die Elemente von V(P) wie folgt, so erhalten wir einen expliziten
Isomorphismus Sym(V(P)) = &,:

L +v2+ 43, 2:—v2+4V3, 3:4v2—-V3, 4 —v2-V3.

Die oben beschriebene (treue!) Operation von G auf V(P) lasst sich vermoge der eben
gewdhlten Nummerierung durch eine Untergruppe von &, beschreiben. Elementweise
haben wir die folgenden Entsprechungen zu Zyklen:

Joridposay Jos (2G4, j_ 1324, i - 1923

(Siehe auch Abbildung 11.) Man sieht auch leicht, dass G isomorph zur kleinschen
Vierergruppe ist: G =V = C, x C,. Die Galois-Korrespondenz aus Satz 5.3 nimmt
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hier die folgende Gestalt an:

PARN

ovd  eW®  eWd U U ).

\ (L / """" e

Achtung: Wir haben
G = Gal(L/Q) = Gal(P) = Gal(P) mit P=(X>—-2)(X>-3)eQ[X]

und G operiert treu und transitiv auf V(P). Allerdings operiert G treu, jedoch nicht
transitiv auf

V(P) = {£v2,£V3}!

Wir bemerken noch kurz, wie die jeweiligen Fixkorper berechnet werden konnen:
Jedes Element x von L schreibt sich auf eindeutige Art und Weise in der Form

x =21, + A vV2+ A,V3 + 4,16,

mit geeigneten Skalaren A,, A,, A3, A, € Q. Nun gilt x € Fix({(j__)) genau dann wenn
x von j__ fixiert wird. Anwenden von j__ liefert

x €Fix((j__)) <= x =11, —Azﬁ—13ﬁ+l4\/€
= 21,V2+22,V3=0,
S A, =243=0g

& x €spang{l,, \/g} = Q(\/g).

Also ist Fix({j__)) = Q(+/6), wie schon oben im Diagramm angezeichnet.

Bemerkung. Man sieht auch leicht, dass sich die im obigen Beispiel zur Fixkorper-
Berechnung benutzte Methode ohne Probleme auf Untergruppen von Galois-Gruppen
anwenden lasst, die von mehreren Elementen erzeugt werden: Man setzt allgemein
ein Element als Linearkombination einer Basis der fraglichen Kérpererweiterung an,
und wendet die Erzeuger darauf an. (Dabei macht man sich zu nutze, dass man
das Abbildungsverhalten der benutzen Erzeuger auf den gewéhlten Basiselementen
bereits kennt.) Gleichsetzen mit eben diesem Element liefert dann ein lineares Glei-
chungssystem, das es zu losen gilt. Die Losungen sind dann genau die Elemente des
gesuchten Fixkorpers.

Wir betrachten nun ein etwas interessanteres Beispiel, schreiten dabei jedoch
etwas zligiger voran.



76 5. GALOIS-THEORIE UND IHRE ANWENDUNGEN
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Abbildung 11. Veranschaulichung der Operation der Galois-Gruppe
Gal(P) = {j,., : €2,€3 € {+,—}} =V auf den Nullstellen von P =
X*—10X2+1 (weilRe Punkte). (Siehe Beispiel 5.15.)

Beispiel 5.16 (Ein Polynom mit Galois-Gruppe = D, ,). Wir betrachten das Polynom
P =X*—2iiber Q. Dieses ist laut dem Eisenstein-Kriterium irreduzibel. Sei a = v2.
In C hat P die Nullstellenmenge V(P) = {i”a : 1 < v < 4}. Ein Zerfallungskorper
L =Q(V(P)) =Q(a,i) von P hat liber Q Grad 8 und dies ist nach Proposition 5.1
dann auch die Ordnung der Galois-Gruppe G = Gal(L/Q). (Achtung: Man beachte,
dass P Grad 4 hat, aber die Galois-Gruppe G = Gal(P) eine echt gro3ere Ordnung
besitzt.) Mit Bemerkung 5.14 sieht man, dass G isomorph zur Diedergruppe D, , ist.
(Siehe auch Abbildung 12.)

Wir wollen nun abermals die Elemente der Galois-Gruppe G explizit konstruieren. Wir
verfahren analog zu Beispiel 2.11. Hierzu betrachten wir das kommutative Diagramm

L == Q(a,ia) ————ZZ—————; L,

-
-
-

Q@)

T

Q

wobei wir j; durch Fortsetzung von id; |, und j, durch Fortsetzung von j; erhalten
(jeweils mittels Lemma 2.9). Dabei gibt es fiir j; genau vier Moglichkeiten, denn man
kann sich fiir den Wert j,(a) ein beliebiges Element in V(P) aussuchen, sagen wir
j1(a) =1"a, und das legt den Q-Homomorphismus j; schon eindeutig fest. Nun hat

idylg
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ia € Q(a,ia) iiber Q(a) das Minimalpolynom X? + a?. Bei der Konstruktion von j,
kann man sich den Wert j,(ia) beliebig als eine der beiden Nullstellen von

X2+ @) =X*+ (") = (X — i @)X +i"a)

aussuchen. Damit erhalten wir die Q-Automorphismen® von L

a— ia a— ia
7 {ia —i2g=—q U T {ia — —i*tlg = —qa

aus Abbildung 12, sowie deren Verkniipfungen; Insgesamt erhalten wir 4 -2 = 8
Elemente, was auch zu #G = [L : Q] = 8 passt.

Nummeriert man die Elemente in V(P) in der Form v: i”a, so erhilt man wieder
einen expliziten Gruppenisomorphismus Sym(V(P)) = &, und also einen Gruppen-
monomorphismus ¥: G — &,. Nach einigen weiteren saloppen Identifikationen
(man iiberlege sich die Details!) nimmt die Galois-Korrespondenz aus Satz 5.3 die in
Abbildung 13 gezeigte Form an. (Die Bezeichner V und D, , sollen hier stets nur den
Isomorphietyp der jeweiligen Untergruppe von &, angeben. Welche Zyklen aus &,
konkret enthalten sind, entnimmt man den dariiberliegenden Zeilen.)

Beispiel 5.17 (Ein Polynom mit Galois-Gruppe = &;). Man betrachte das Polynom
P = X°>—4X + 2 iiber Q. Dieses ist nach Eisenstein irreduzibel. Anhand von P(—2) <
0 < P(0) < P(—=1) und P(1) < 0 < P(2), sowie der Tatsache, dass P’ = 5X* —4
genau zwei reelle Nullstellen hat, schlie3t man leicht, dass P genau drei reelle
und zwei komplexe, nichtreelle Nullstellen hat (siehe Abbildung 15). Sei L € C
der von diesen Nullstellen erzeugte Zerfallungskorper. Da die Galois-Gruppe G =
Gal(L/Q) laut Satz 5.13 transitiv auf der fiinfelementigen Menge V(P) operiert,
liefert die Bahnengleichung (siehe [33, Satz 2.16] oder [16, Satz 1.12.10]), dass #G
durch 5 teilbar ist (,,Bahnldnge = Stabilisatorindex®). Laut Lemma 5.11 hat G daher
ein Element der Ordnung 5. Die Untergruppe von &s, der G gemal} Satz 5.13 bei
entsprechender Nummerierung der Elemente von V(P) entspricht, enthélt also einen
5-Zyklus o. (Das sieht man, indem man das fragliche Element der Ordnung 5 in
disjunkte Zyklen zerlegt. Dann ist 5 ndmlich das kleinste gemeinsame Vielfache der
darin auftretenden Zyklenldngen. Da 5 prim ist, miissen alle diese Zyklen Lange 5
haben, und da wir uns in & befinden, kann es auch nicht zwei disjunkte solche
Zyklen geben.)

Die komplexe Konjugation eingeschrankt auf L liefert ein Element von G. Dessen
Operation auf der Nullstellenmenge von P bewirkt genau das Vertauschen der beiden
komplexen Nullstellen und entspricht also einer Transposition (a b) in &5.° Ersetzt

>Diese sind a-priori natiirlich erst mal nur Q-Endomorphismen, aber als Kérperhomomorphismen
ja injektiv und also als injektive Q-lineare Endomorphismen des endlich-dimensionalen Q-Vektorraums
L sogar auch surjektiv, also insgesamt bijektiv.

6Zusammen mit der Liste transitiver Untergruppen von S5 aus Bemerkung 5.14 wiirde allein
die Existenz einer solchen Permutation bereits geniigen, um G = &5 zu folgern, aber wir sind hier
bemdiiht, uns nicht zu sehr auf die (hier unbewiesenen) Aussagen von Bemerkung 5.14 zu stiitzen.
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man o durch eine geeignete Potenz von o, so darf man o = (a b ...) annehmen.
({o) ist zyklisch mit Primzahlordnung 5; alle Elemente in (o) \ {id;; 5345} haben
darum Ordnung 5 und konnen in ihrer Zyklendarstellung darum nur aus einen 5-
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Abbildung 12. Veranschaulichung der Operation der Galois-Gruppe
Gal(P)=(0,7) ZDg (mit c* =12 =(700)*=id;) vonP =X*—-2 ¢
Q[X] auf den komplexen Nullstellen iv/2 (mit k = 1,2, 3,4), wobei
wir uns hier den Zerfallungskorper L/Q von P als in die komplexen
Zahlen eingebettet vorstellen. (Fiir detailliertere Rechnungen hierzu,
siehe Beispiel 5.16.) Der Q-Automorphismus o: L — L operiert durch
Multiplikation mit i, und der Q-Automorphismus 7: L — L operiert
durch 7(£+/2) = Fiv/2. Man beachte, dass Gal(P) in diesem Beispiel
transitiv auf der Nullstellenmenge von P operiert (siehe insbesondere
Satz 5.13 (2)), aber nicht jede Permutation dieser Nullstellen durch ein
Element von Gal(P) bewirkt werden kann: z.B. gibt es kein f € Gal(P)
mit f(v/2) = —v/2 und f(iv/2) = v/2, wie man anhand der obigen
Bilder sieht. (Alternativ kann man auch bemerken, dass ein solches
f auch f(1) = —f(i)*> = —(f (iv2)/f (¥/2))? = —(—1)?> = —1 erfiillen

miisste, was absurd ist.)

Zyklus bestehen.)

Durch geeignete Nummerierung der Nullstellenmenge von P diirfen wir also 7 = (1 2)
und o = (1 2 34 5) annehmen. Wegen ((1 2),(12345)) =&; ist also G = & [33,
Aufgabe 7.2]. Wir verzichten hier auf den Versuch die Untergruppen der & (oder
gar die Zwischenkorper von L/Q) aufzulisten. — Davon gibt es 156 Stiick! Siehe

auch Abbildung 14.
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Q(a, i)
=

Q@  QUa) Q(a*+ia®)  Qa—ia) Q(a +ia),

/

N T T T
Q(a*) Q) Q(ia*)
WoGal(L/ ) X Q / Fixop1
{id1 5,541}
// \\, i
((13)) (24) ((13)24) (12)34) ((14)(23)).
N by ST
e | _

Abbildung 13. Die Galois-Korrespondenz zum Zerféallungskorper des
Polynoms X* — 2 iiber Q. (Siehe Beispiel 5.16.) Auf der Gruppenebene
sind wir hier etwas unprazise und schreiben zwei mal V, sowie Dg;
Welche Zykel jeweils enthalten seien sollen, ist aber anhand der zweiten
Zeile auf der Gruppenebene leicht rekonstruierbar.

5.4.3. Probabilistische Galois-Theorie. Die in Ubungsaufgaben und Beispie-
len zur Galois-Theorie vorkommenden Galois-Gruppen von Polynomen P tendie-
ren oft dazu isomorph zu einer echten Untergruppe der symmetrischen Gruppe
Ggegp zu sein. Tatsachlich entspricht dies nicht dem ,typischen“ Stand der Dinge;
van der Waerden [35] zeigte Folgendes: Sei &,(H) die Menger aller Polynome iiber
Z vom Grad n > 1, deren Koeffizienten alle betragsmaig durch H beschréankt sind.
Dann gilt

. #{Pe?Z(H):Aut(P)=6,}
lim =
H—o00 #(@n (H)
In diesem Sinne haben also ,fast alle“ Polynome (iiber Z) n-ten Grades eine zu G,,

isomorphe Automorphismen-Gruppe! Die urspriingliche Vermutung von van der Waer-
den wurde kiirzlich vom Fields-Medallisten Manjul Bhargava [6] bewiesen.

1.
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(... und 105 weitere Permutationen ...)
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Abbildung 14. Veranschaulichung der Operation der Galois-Gruppe
Gal(P) = &, auf den Nullstellen von P = X° — 4X + 2 (weille Punkte).
(Siehe Beispiel 5.17.) Diese Galois-Gruppe enthalt insgesamt 5! = 120
Elemente; Hier ist lediglich das Abbildungsverhalten von 15 solcher

Elemente gezeichnet.

x — P’(x) ; /
\ 20 | ’
A Y 4
A3 4
. 10| s
~ ’¢
ﬂ \\ . 'f

x> P(x)=x>—4x+2

Abbildung 15. Plot der Polynomfunktion R — R, x — x°> —4x + 2,
sowie ihrer Ableitung. Man sieht, dass die fragliche Funktion genau
drei reelle Nullstellen besitzt. Diese liegen ungefahr bei —1,52, 0,51

und 1,24. Siehe Beispiel 5.17.
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5.5. Einheitswurzeln und Kreisteilungskorper

5.5.1. Kreisteilungspolynome und Struktur ihrer Galois-Gruppe. Sei K ein
Korper. Elemente { € K* von endlicher (multiplikativer) Ordnung ord({) < oo
heilden Einheitswurzeln. Wir nennen { eine n-te Einheitswurzel, falls ord({) ein
Teiler von n ist. (Aquivalent: {" = 1,.)

Abbildung 16. Alle 12-ten Einheitswurzeln in der komplexen Zahle-
nebene (linke Seite), annotiert mit ihren multiplikativen Ordnungen
(rechte Seite).

Alle n-ten Einheitswurzeln von K sind Nullstellen von X" — 1 € K[X ] und umge-
kehrt ist jede Nullstelle von X™ — 1 eine d-te Einheitswurzel fiir einen Teiler d von n.
Ist die Charakteristik von K kein Teiler von n, so ist X" — 1 separabel und zerfallt
also in einem algebraischen Abschluss t,: K — K® von K in n paarweise verschiedene
Linearfaktoren. Wir schreiben dann

Kx]sx"-1= || @-0=]] 2.
e(K?)* d teilt n
gn=1

mit dem d-ten Kreisteilungspolynom
o= [] x-0erxl

ge(R™)*
ord({)=d

(In mancher Literatur heil3en diese Polynome auch Zyklotomische Polynome) Aus
der obigen Formel ergibt sich unmittelbar das folgende Resultat:

Lemma 5.18. &, = (X" —1) / l—[ ®,, falls die Charakteristik von K nicht n teilt.

d teilt n
d#n



82 5. GALOIS-THEORIE UND IHRE ANWENDUNGEN

Mit Lemma 5.18 kann man die Kreisteilungspolynome induktiv berechnen; Zum
Beispiel
X?-1 X*=1 Xx*-1 _,
=X+1, ¢,= = =X"+1, ...;
Anhand der Formel sieht man iiberdies induktiv, dass alle Kreisteilungspolynome &,
normiert sind und ganzzahlige” Koeffizienten besitzen (Division mit Rest in Z[X]).
In diesem Zusammenhang betrachte man auch Tabelle 1 und Abbildung 17.

o =X—-1, &,=

n deg®,=p(n) &,

1 1 X—1

2 1 X+1

3 2 X?24+X+1

4 2 X?+1

5 4 X*+X3+X2+X+1

6 2 X?—X+1

7 6 XO+X +X4+X3+X%2+X+1
8 4 X441

9 6 X°+X3+1

10 4 X*P—X34X2-X+1

11 10 XV 4+X%7+...+X2+X+1

12 4 X*—X2+1

13 12 X4+ XxYU 4. +X?2+X+1
14 6 X0O—X 4+X*—X3+X2°—-X+1
15 8 X8 —X"+X°—X*4+X3-X+1
16 8 X8+1

Tabelle 1. Die ersten 16 Kreisteilungspolynome ®,...,®.

Sei weiterhin die Charakteristik von K kein Teiler von n, sodass X" —1 in K? genau
n paarweise verschiedene Nullstellen besitzt. Die Menge {{ € (K?*)* : ord({) teilt n }
bildet zusammen mit der Koérpermultiplikation von K* eine endliche Gruppe und ist
darum laut Satz 4.4 zyklisch. Die Erzeuger dieser Gruppe nennen wir primitive n-te
Einheitswurzeln. Eine primitive n-te Einheitswurzel ist also ein Element von K? mit
multiplikativer Ordnung n.

Lemma 5.19. Sei L/K eine Korpererweiterung und { € L eine primitive n-te Einheits-
wurgel, wobei die Charakteristik von K kein Teiler von n sei. Dann ist K({)/K eine
Galois-Erweiterung und Gal(K({)/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von (Z/nZ)*.
Insbesondere ist Gal(K({)/K) abelsch.

’Gemeint ist natiirlich, dass man jedes &, als f,(®) mit einem normierten Polynom & € Z[X ] und
dem kanonischen Ringhomomorphismus f: Z — K? erhélt.
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[ Koeffizient = 0
B Koeffizient = —1
A mE B Koeffizient = 1
am [ Koeffizient = —2
b15=1-X+0X2+X3—X*+X°+0X6—Xx7+X®

Abbildung 17. Visualisierung der ersten 105 Kreisteilungspolynome
®,,...,9,05. Das Diagramm ist jeweils zeilenweise als Polynom c, +
c,.X +c,X?+... € Z[X] zu lesen, wobei die Koeffizienten cy,c;, o, ...
farbcodiert sind. Die erste Zeile zeigt ; = —1 + X und die letzte Zeile
zeigt ®10s = 1 + X + X2+ 0X3+0X*—X°— X6 —2X7 — X8 — .. + X%,
Man beachte, dass ®,,5 das erste Kreisteilungspolynom ist, welches
einen Koeffizienten ¢ {0, =1} besitzt.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. davon ausgehen, dass L/K in einen algebraischen Ab-
schluss K?/K eingebettet ist. Sei j: K({) — K? ein beliebiger K-Homomorphismus.
Offensichtlich ist mit ¢ auch j({) ein Element der Ordnung n in L und daher von der
Form j({) = {*¥ € K({) mit einem Exponenten ¥(j) € N, der modulo n eindeutig
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bestimmt ist und teilerfremd zu n ist (denn sonst héatte { () kleinere Ordnung als ().
Zum Beispiel:

4
— j+—— (7 mod 12).
{712k = o7

(fir alle k € Z)

Wir sehen mit Satz 3.10, dass K({) normal ist. Ferner ist K({) auch separabel (denn
das Minimalpolynom von ¢ teilt das nach Voraussetzung separable Polynom X" —1).
Die eben konstruierte Abbildung

Gal(K(¢)/K) — (Z/nZ)*, j+—> (v(j) mod n)

erweist sich leicht als Gruppenhomomorphismus, ja sogar ein Gruppenmonomorphis-
mus (denn j € Gal(K({)/K) ist durch sein Bild auf { eindeutig festgelegt). Daraus
ergibt sich die Behauptung. OJ

Selbstverstandlich ist in der Situation von Lemma 5.19 Gal(K({)/K) im Allgemei-
nen eine echte Untergruppe von (Z/nZ)*. (Man denke beispielsweise an den trivialen
Fall, wenn { bereits in K enthalten ist. Dann ist Gal(K({)/K) = {idg,} die triviale
Gruppe. Alternativ beachte man K(exp(27i/4))/K mit K = Q(i) c C.)

Da eine zyklische Gruppe der Ordnung n genau ¢(n) Erzeuger hat (hier ist ¢
die Eulersche ¢-Funktion, sieche Lemma 4.3) folgt, dass ®, Grad ¢(n) hat. Falls
wir wiissten, dass @, irreduzibel ist, dann hitte K({)/K in Lemma 5.19 mindes-
tens Grad ¢(n) und wegen #((Z/nZ)*) = p(n) und Proposition 5.1 wire dann
Gal(K({)/K) = (Z/nZ)*. Das ist natiirlich nicht immer der Fall.® Uber den rationalen
Zahlen 16st sich aber alles in Wohlgefallen auf:

Satz 5.20 (Kronecker 1854). Sei n € N. Dann ist das n-te Kreisteilungspolynom &,
irredugzibel iiber Q.

Beweis (Dedekind, van der Waerden). Da &, normiert ist, gentiigt es Irreduzibilitat
iiber Z zu zeigen. Sei also ®, = FG mit normierten Polynomen F,G € Z[X ] und F
sei irreduzibel. Ferner sei { eine Nullstelle von F in C. Wir behaupten, dass fiir jede
Primzahl p die n nicht teilt auch {? eine Nullstelle von F in C ist. Dies zeigen wir
gleich, doch zunichst iiberlegen wir uns, weshalb daraus schon die Irreduzibilitat von
@, folgt. In der Tat ist jede Nullstelle von ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel und
schreibt sich als {” fiir ein geeignetes v, welches teilerfremd zu n ist. Schreibt man
vy = p; -+ p, als Produkt von (nicht notwendigerweise verschiedenen) Primzahlen, so
sind all diese nattirlich teilerfremd zu n und unsere Behauptung zeigt, dass auch

gr =g =((g)7)”

8Man betrachte z.B. K = R: Dort sind alle Polynome vom Grad > 2 reduzibel, aber deg ®, > 2 fiir
n > 6. Alternativ kann man auch den Fall K = C betrachten (beachte Satz 5.9).
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eine Nullstelle von F ist. Dann hat aber F mindestens Grad ¢(n) und aus Grad- und
Normiertheitsgriinden ist dann &, = F.

Nun zur obigen Behauptung. Wir nehmen an, diese sei falsch. Sei also p prim
und ¢? keine Nullstelle von F. Da {? aber eine Nullstelle von ¢, = FG ist, muss ¢?
eine Nullstelle von G in C sein. Dann ist { aber eine Nullstelle von G(X?) und da F
Minimalpolynom von { ist, handelt es sich bei F um einen Teiler von G(X?). Es ist also
G(XP) = FH fiir ein Polynom H € Q[X ]. Da G(X?) und F beide normierte Polynome
mit Koeffizienten aus Z sind, liefert das Lemma von Gaul3, dass H ebenfalls ganzzah-
lige Koeffizienten besitzt. Der Reduktionshomomorphismus ~: Z[X | — (Z/pZ)[X ],
welcher die Koeffizienten von ganzzahligen Polynomen modulo p reduziert, fiihrt
dann zu

FH=G6(x")=G6X")=(GCX)y =0,
wobei wir fiir die letzte Gleichung den Frobenius-Endomorphismus von (Z/pZ)[X ]
benutzt haben. Zerlegt man die linke und die rechte Seite der obigen Gleichung iiber
einem algebraischen Abschluss von Z/pZ in Linearfaktoren, so sieht man, dass F
und G gemeinsame Nullstellen haben. Dann hat das Polynom X" — 1, welches ja von
®, = F G geteilt wird, aber eine doppelte Nullstelle in eben jenem algebraischen
Abschluss und ist somit nicht separabel. Das ist aber widerspriichlich, da X" —1
wegen p { n separabel ist. O

Korollar 5.21. Sei { € C eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist Gal(Q({)/Q) =
(Z/nZ)*.

Der Korper Q(¢) aus Korollar 5.21 mit primitiver n-ter Einheitswurzel ¢ heif3t n-
ter Kreisteilungskorper.

5.5.2. Anwendung auf Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal. In diesem
Abschnitt setzen wir Vertrautheit mit der Charakterisierung von mit Zirkel und Lineal
konstruierbaren Zahlen voraus. Diese sollte aus [33, Satz 11.7] oder [16, Satz 4.5.9]
bekannt sein.

Korollar 5.22. Das regelmdfsige 5-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Wir merken an, dass unser Hauptziel hier nicht die Aussage von Korollar 5.22
selbst ist, sondern viel mehr in der im Zuge des Beweises gewonnenen Einsicht
begriindet liegt. In der Tat kann man Korollar 5.22 auch schlicht dadurch beweisen,
indem man anmerkt, dass

(5.2) Re(exp(ia)) = cos(a) = %(—1 ++5) (a=2n/5)

jedenfalls konstruierbar ist und durch Fillung eines Lotes und Schneiden mit dem Ein-
heitskreis dann auch Im(exp(iat)), womit sich exp(ia) schon als konstruierbar erweist.
Der Beweis der letzten Gleichheit in (5.2) ist damit eine Standard-Ubungsaufgabe in
Trigonometrie: Wegen 27t = 2a + 3a haben wir

cos(3a) = cos(2m —2a) = cos(—2a) = cos(2a).
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Andererseits liefern das Additionstheorem fiir den Kosinus und der , Trigonometrische
Pythagoras*

cos(2a) = cos(a)? —sin(a)? = 2 cos(a)* — 1.

Abermalige Anwendung von Additionstheorem, Pythagoras und der soeben gewon-
nenen Identitét liefern

cos(3a) = cos(2a) cos(a) — sin(2a) sin(a)
= (2cos(a)*—1)cos(a) — (2 cos(a) sin(a)) sin(a)
= 2cos(a)® —cos(a) — 2 cos(a) sin(a)?
= 2cos(a)® —cos(a) — 2 cos(a)(1 — cos(a)?)

= 4cos(a)® — 3 cos(a).
Zusammen mit der eingangs erhaltenen Identitdt sehen wir
2cos(a)®*—1 = cos(3a) = cos(2a) = 4 cos(a)® — 3 cos(a).
Umstellen liefert
0 =4cos(a)® —2cos(a)* —3cos(a) + 1 = (cos(a) — 1)(4 cos(a)? + 2 cos(a) — 1).

Wegen cos(a) # 1 folgt, dass cos(a) Nullstelle des Polynoms 4X?2+2X —1 ist. Auflésen
und Beriicksichtigen von cos(a) > 0 liefert (5.2).

Die obige Rechnung bestdtigt (5.2) und beweist (wie oben begriindet) auch
Korollar 5.22. Man lernt allerdings nicht viel daraus und es ist vollkommen unklar,
wie man beispielsweise die Konstruierbarkeit des regelmaéligen 17-Ecks beweisen
kann; der Ausdruck (5.2) féllt ja vom Himmel und sofern einem nicht auch fiir
Re(exp(2mi/17)) ein solcher Ausdruck vorgegeben wird, scheint es hoffnungslos,
diesen mit den obigen Methoden zu erraten. Hier schafft Galois-Theorie Abhilfe und
liefert eine transparente Methode, um sich Ausdriicke wie (5.2) zu beschaffen.

Beweis von Korollar 5.22. Das fragliche Problem lauft darauf hinaus die primitive 5-
te Einheitswurzel { = exp(27i/5) € C zu konstruieren. GemaR Korollar 5.21 (siehe
auch Beispiel 4.2) haben wir

Gal(Q(¢)/Q) = (z/52)" = C,.

Also ist Gal(Q(&)/Q) zyklisch! Ein Erzeuger von Gal(Q({)/Q) ist z.B. der K-Homo-
morphismus f, welcher { auf {? abbildet. Wir haben dann folgende absteigende
Kette von Automorphismengruppen und zugehorigen aufsteigenden Korperturm von
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Fixkorpern:
Q) e (idoco))
| |
Fix((f2)) 0o (£2)
ZT Fix(+) lz
(O — - {f)

Jede Erweiterung Fix({f %))/ Fix({f*)) mit k = 1,2 ist quadratisch und alle Elemen-
te in solchen Erweiterungen sind mit Zirkel und Lineal konstruierbar (siehe [33,
Satz 11.7] oder [16, Satz 4.5.9]). Das zeigt auch schon die Aussage des Satzes. []

Wir wollen uns nun aber auch noch tiberlegen, wie man explizit Erzeuger der
fraglichen Fixkorper aus dem obigem Beweis bestimmen kann (siehe hierzu insbe-
sondere die Bemerkung auf Seite 75). Fithrt man dies bis zum Ende aus, so gewinnt
man eine Formel fiir { = exp(2mi/5) als Wurzelausdruck, aus der man mit etwas
Geduld eine explizite Konstruktionsanleitung herleiten kann. Wir behalten hierzu die
Notation aus Korollar 5.22 bei. Jedes Element x von Q({) schreibt sich in der Form®

x =M+ A0+ A8 + 4,80
Wegen
F200) = 28+ 2,80 + A%+ Ay
zeigt ein Koeffizientenvergleich, dass x genau dann in Fix({f2)) enthalten ist, wenn
A=A, und A,=A,.
Jedes x € Fix({f?2)) schreibt sich also in der Form
X =28+ A0+ A,8° + A0 = A(C+ CN + 4,(87 + ).
Daher ist eine Basis von Fix({f?2)) gegeben durch die zwei Elemente
y=¢+¢ und P+ =1+{+C+C+-1-y=-1—y.

=<I>;(E):0

Aus Galois-theoretischen Griinden wissen wir, dass y in einer quadratischen Erweite-
rung von Q liegt und also 1, y und y?* Q-linear abhingig sind. Es liegt also nahe, y>
berechnen zu wollen, um schlieRlich ein quadratisches Polynom mit y als Nullstelle zu

“Vielleicht schiene der Ansatz x = g + Ul + 3 8% +uy 3 natiirlicher, jedoch bildet 2 das Element
¢ auf {* ab, welches wir dann zunichst beziiglich der Q-Basis {1, , {2, {3} darstellen miissten, bevor
wir einen Koeffizientenvergleich durchfiihren kénnen. Das ist zwar auch nicht wirklich schwierig (da
¢ Nullstelle von &5 = X*+ X3 + X2 + X + 1 ist, siecht man {* = —{3 — {2 —{ —1), aber insgesamt doch
etwas umstédndlicher.
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bestimmen und sodann y als geeigneten Wurzelausdruck zu erhalten. Man verifiziert
miihelos

V=042 +03=1—y.
Durch Auflésen sieht man y € {(—1 + +/5)/2}. Man kann sich wegen Re y > 0 auch
y = (—=1+ +/5)/2 iiberlegen, aber auch ohne dies ist nun klar, dass

Fix((f2)) = Q((—1 + v5)/2).
Die Erweiterung Q(¢)/Fix({f?)) hat Grad 2. Darum ist {1,{} eine Fix({f?2))-Basis
von Q(¢). Man berechnet leicht
F=y{-1.
Es folgt { € {(y £ 4/¥2—4)/2} und also (beachte Im > 0)

y+iva—y? S8 g4 CLOE _T1+V5 V5445
2 2 4 272

Bemerkung. Bei Aluffi [1, Seite 470f.] findet man die zu Korollar 5.22 und unserer
darauffolgenden Betrachtung analogen Uberlegungen fiir das regelmiRige 17-Eck.
Man sollte hier primir die Einsicht haben, dass die Uberlegungen zum regelmiRigen
17-Eck rechenintensiver sind, aber eigentlich keine Ideen bendtigen, die wir nicht
auch schon bei unserer Diskussion des regelméf3gen 5-Ecks aufgeworfen haben.

(=

In der Vorlesung Einfiihrung in die Algebra wurde im Anschluss an [33, Satz 11.7]
bemerkt, dass nicht alle algebraischen Zahlen x € mit [Q(x) : Q] = Zweierpotenz
konstruierbar sind. Als Beispiel wurden hier die Nullstellen von X* + X + 1 angefiihrt
und fiir Details wurde auf diese Vorlesung Algebra verwiesen. Wir skizzieren daher
kurz, was zu tun ist. Sei x daher eine beliebige Nullstelle von P = X*+X +1 in C und
L C C Zerfallungskorper von P. Dank [33, Satz 11.7] geniigt es jedenfalls zu sehen,
dass es keinen quadratischen Zwischenkorper in der Erweiterung Q(x)/Q gibt. Hierzu
tiberlegt man sich, dass P irreduzibel ist und Galois-Gruppe Gal(P) = Gal(L/Q) = &,
besitzt; das mag mit den hier entwickelten Methoden vielleicht etwas zu schwierig
sein, kann aber mit etwas mehr Theorie durch Betrachtung von P modulo einiger
Primzahlen erfolgen. Fiir mehr Details hierzu verweisen wir auf [26, Chapter VI, § 2,
Example 7, sowie Theorem 2.9 in Chapter VII, § 2]. Gdbe es nun einen Turm von
quadratischen Erweiterungen

Cc K C X),
(Grad 2) (Grad 2) Q( )

so erhielte man mittels der Galois-Korrespondenz eine absteigende Folge von Unter-

gruppen
;= GalL/Q) > GalL/K) >  GallL/Q(x)).

Man kann sich nun durch Betrachtung der &, iiberlegen, dass es so etwas nicht gibt.
(Man iiberlege sich zunéchst, dass A, die einzige Index 2-Untergruppe von &, ist und
A, selbst keine Index 2-Untergruppe besitzt.)
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5.6. Auflosbarkeit durch Radikale

5.6.1. Radikalerweiterungen. Ein Hohepunkt der Galois-Theorie ist die Vernei-
nende Beantwortung der Frage, ob es zu vorgegebenem Polynomgrad n > 5 eine
allgemeine Formel geben konne, welche ausgehend von dessen Koeffizienten und den
rationalen Zahlen nur unter Ausnutzung von Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division und Ziehung k-ter Wurzeln eine Nullstelle des fraglichen Polynoms gewinnt.

Satz 5.23 (Abel-Ruffini). Die Nullstellen von Polynomen vom Grad 5 oder hoher lassen
sich im Allgemeinen nicht durch Wurzelausdriicke angeben.

Wir verweisen hierzu auf Seite v und die dort besprochenen Beispiele. Da wir
nun die Galois-Korrespondenz auch tatséchlich kennengelernt haben, wiederholen
wir erneut die folgende Uberlegung vom Beginn der Vorlesung:

Die Zahl x = v/ 1 — +/2 € C ist Nullstelle des (irreduziblen) Polynoms P = X°®—2X3 —
1 € Q[X]. Beim Ausrechnen von x mittels obigen Wurzelausdrucks erhélt man die
Zwischenergebnisse

1, 1—-+2, x

und diese fithren auf einen Turm von Korpererweiterungen

Q=Q(1) c Q(1—v2) c Q(x).

Bemiiht man nun die Galois-Korrespondenz die zum Zerfiallungskorper L € C von P
gehort, so libersetzt sich dieser Turm in eine absteigende Reihe von Untergruppen

Gal(L/Q) > Gal(L/Q(x)) > Gal(L/Q(1 — v2)) > {id, }.

Fiir den rigorosen Beweis ist es aus technischen Griinden (zur Gewéhrleistung von
Normalitdt der Teilerweiterungen) gilinstig, den obigen Erweiterungen noch eine
geeignete Einheitswurzel hinzuzufiigen und kleinschrittiger vorzugehen. Dann liefert
einem das Verstdndnis der Adjunktion in den Teilschritten ein Verstdndnis der zugeho-
rigen Faktorgruppen auf der Ebene der Galois-Gruppen. Solche gruppentheoretischen
Eigenschaften lassen sich nun gegebenenfalls nachpriifen (oder auch ausschlie3en),
ohne die Nullstellen des gegebenen Polynoms a-priori als Wurzelausdriicke zu kennen!
(Man erinnere sich etwa an Beispiel 5.17, wo uns die Bestimmung der Galois-Gruppe
des Polynoms X° — 4X + 2 iiber Q gelang, ohne dessen Nullstellen zu berechnen.)

Mit Blick auf die obigen Uberlegungen, sei t: K — L eine Koérpererweiterung.

Wir nennen diese eine Radikalerweiterung, falls es Elemente x,, x;,...,x, € L und
Exponenten v, v4,..., ¥, €N gibt mit L = K(x, xq,...,X,), xg" € K und
e
x;" € K(xq,...,X;.1)

firj=1,...,t. Mittels v= v,v; --- v, kann man die Exponenten alle identisch wéh-
len.) Um auch in Charakteristik p > 0 eine zufrieden stellende Theorie zu erhalten,
miisste man den obigen Begriff einer Radikalerweiterung noch geringfiigig modifi-
zieren und Adjunktion von Nullstellen von sogenannten Artin—Schreier-Polynomen
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XP —X — a zulassen (siehe etwa [26, Chapter VI, § 7] und beachte auch [33, Auf-
gabe 14.4]). Wir blenden diese Details einfach aus, indem wir uns weiter unten an
geeigneter Stelle auf Charakteristik O beschrianken.

Lemma 5.24 (Adjunktion n-ter Wurzeln). Sei K ein Korper und { € K eine primitive
n-te Einheitswurzel, im Sinne von ord({) = n. Ferner sei a € K* beliebig. Dann ist
P = X" —a € K[X] separabel, und Aut(P) = Gal(P) ist eine gyklische Gruppe; Ihre
Ordnung teilt n und ist gleich n, falls P irreduzibel ist.

Bemerkung. Man beachte die wichtige Voraussetzung in Lemma 5.24, dass der Korper
K bereits eine primitive n-te Einheitswurzel enthalt. So wissen wir beispielsweise aus
Beispiel 5.16, dass das Polynom X*—2 € Q[X] eine zu D, , isomorphe Galois-Gruppe
besitzt, und diese darum insbesondere nicht zyklisch ist. Betrachtet man stattdessen
X*— 2 iiber dem Koérper Q(i) € C, der ja eine primitive 4-te Einheitswurzel (nidmlich
+i) enthélt, so erhélt man als Galois-Gruppe eine zyklische Gruppe mit genau vier
Elementen.

Beweis von Lemma 5.24. Wir denken uns K in einen algebraischen Abschluss einge-
bettet. Sei x dann eine (beliebige) Nullstelle von P in diesem. Dann sind {’x mit
j=1,...,n samtliche Nullstellen von P und diese sind alle verschieden. Also ist P
separabel. Ferner ist K(x) =K({{’x:j=1,...,n}) =L ein Zerfallungskorper von
K.

Wir betrachten nun die Abbildung

W: Gal(P) — ({) €K*, f+—> f(x)/x.

Sein f, g € Gal(P) beliebig. Wegen ¥(g) € K* C Fix((f)) ist ¥(g) = f(¥(g)) und
also

W(f)¥(g) =w(f)f (¥(g)) =

Also ist ¥ ein Gruppenhomomorphismus. Uberdies ist ¥ injektiv, denn W(f) = 1.
impliziert f(x) = x und wegen K(x) = L dann f = id;. Es folgt also, dass Gal(P)
isomorph zu einer Untergruppe der zyklischen Gruppe ({) = C, ist. Ist P zudem
irreduzibel, so hat Gal(P) mindestens n Elemente und daher dann genau n Elemente.

O

() f(g(x)) _ U gy

X X

5.6.2. Auflosbare Gruppen. Wir schicken den nédchsten Untersuchungen einen
kurzen Ausflug in die Gruppentheorie vorweg. Eine Gruppe G heil3t auflosbar, wenn
es eine aufsteigende Folge von normalen Untergruppen

{1;}=U,< U, «...<U,_; < U, =G.

mit abelschen Faktorgruppen gibt. Es sei hier noch explizit betont, dass hier zwar
jedes U;_; normal in U; zu sein hat, aber U;_, nicht normal in U; fiir j > i zu sein
braucht. (Gelegentlich ist es notationsbedingt giinstig die Indizierung umzudrehen
und also absteigende Folgen zu betrachten. Offensichtlich fiihrt dies auf denselben
Auflosbarkeitsbegriff.)
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Beispiele. Wir geben hier einige Beispiele; Die Details hierzu sind in Aufgabe 10.3
auszufiihren.

(1) Die Diedergruppe D, , mit 8 Elementen entsteht als Symmetriegruppe ei-
nes regelméaf3igen 4-Ecks (ein Quadrat). Sie enthélt eine 90°-Drehung o.
Man kann nun die nachstehenden Folgen von normalen Untergruppen (mit
abelschen Faktorgruppen) bilden:

Dyy> (o) >{1p,,}, Dyy®> (0?) > {1p,,},
D4 > (o) > {0?) > {1p,,}-
(2) 6,>A,>((12)(34),(13)(24), (14)(23)) > {id1 534}

Der Zusammenhang zwischen Auflosbarkeit einer Galois-Gruppe und Auflosbar-
keit durch Radikale wird spater durch Lemma 5.28 hergestellt. Wir schicken diesem
jedoch zunéchst eine ndhere gruppentheoretische Betrachtung des Auflosbarkeitsbe-
griffs voraus.

Sei G nun eine beliebige Gruppe. Die Kommutatoruntergruppe G’ von G ist
diejenige Untergruppe von G, die von allen Elementen der Form [a, b] = aba™'b™!
mit a, b € G erzeugt wird. (Elemente der Form [a, b] nennt man Kommutatoren.)
Wegen

(5.3) ab=(baa b Yab = ba(a*b tab) = bal[a', b }]
misst die Kommutatorgruppe G’ die Abweichung von G davon abelsch zu sein.

Lemma 5.25 (Eigenschaften von Kommutatoruntergruppen). Gegeben sei ein Grup-
penhomomorphismus f: G — H zwischen zwei Gruppen G und H. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(1) Esist f(G') C H'. Ist f surjektiv, so gilt hierin sogar Gleichheit.

(2) Ist N ein Normalteiler von G, so ist auch N’ normal in G.

(3) G’ ist normal in G und die Faktorgruppe G/G’ ist abelsch.

(4) Ist N ein Normalteiler von G und G/N abelsch, dann ist N 2 G’.

Beweis. Zum Beweis von (1) beachte man

f([a, b)) = f(aba'b7") = f(a)f (b)f ()" f (D)™ = [f(a), f (D)].

Insbesondere gilt f(G") € H'. Ist f surjektiv, so gilt, wie behauptet, sogar f(G') = H’,
wie man direkt mit Blick die obige Gleichung sieht.

Zum Beweis von (2) sei N normal in G. Jeder innere Automorphismus i,: x —
axa~! von G induziert (durch Einschridnkung) einen Endomorphismus von N. Zu-
sammen mit (1) folgt nun i,(N’) € N’ fiir jedes a € G. Also ist N’ normal in G.

Da G normal in sich selbst ist, folgt die Normalitidt von G’ in G sofort aus (2).
Dass G/G’ abelsch ist folgt leicht mittels (5.3):

(aN)(bN) = (ab)N = (ba[a !, b *])N = (ba)N = (bN)(aN).
Das beweist (3).
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Zum Beweis von (4) beachte man
(aN)(bN) =(bN)(aN) < 1;N =[aN,bN]=[a,b]N < [a,b]€N.

Ist also G/N abelsch, so enthélt N sdmtliche Kommutatoren [a, b]. Also ist dann
N2G'. O

Durch G© := G und sukzessives Bilden von Kommutatoruntergruppen
GO = (G* VY (k=1,2,3,...)
erhalten wir also eine absteigende Reihe
GecVec¥pe.. 26V
Diese ist ,allgemein genug®, um Auflosbarkeit von G zu erkennen:

Proposition 5.26 (Auflosbarkeitskriterium). Eine Gruppe G ist genau dann auflésbar,
wenn G = {1} fiir ein t € N gilt.

Beweis. Ist G\) = {1,} fiir ein t € N, so zeigt die oben notierte absteigende Folge
offensichtlich die Auflosbarkeit von G. Ist nun umgekehrt G auflosbar, so wollen wir
G = {1,} fiir ein t € N nachweisen. Sei hierzu

G=U,>U>Uy,>...0U_,>U, ={1;}.

eine absteigende Folge mit abelschen Faktorgruppen. Gemaf Lemma 5.25 (4) haben
wir stets U; 2 U/, da die Faktorgruppe U,_,/U; ja abelsch ist. Nun ist U; 2 U, =
G’ = G und dann induktiv U; 2 U/_, 2 (G" VY = G, wie man sich auch anhand
des folgenden Diagramms verdeutlichen mag:

G=—=U,>U > ...>U_,4 > U > ... > U =—= {1}

Ul Ul Ul Ul Il

/ . / / /

Uy K Uiy Ui, U, == {1}

Ul Ul Ul Ul [l
GGV .. . >G> Gch> . > 6 = {1.}.

= Y v 7
Induktionsanfang Induktionsschritt

Fiir i = t erhilt man {1,} = U, 2 G® 2 {1,}, also G = {1,}, wie gewiinscht. [

Korollar 5.27. Untergruppen auflésbarer Gruppen sind auflosbar und homomorphe
Bilder von auflosbaren Gruppen sind auflosbar. Ist G eine Gruppe mit auflosbarem
Normalteiler N und auflésbarer Faktorgruppe G/N, so ist auch G auflosbar.

Beweis. Das ist Aufgabe 11.1. O
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5.6.3. Radikalerweiterungen und Auflésbarkeit. Nach dem vorangegangen
Exkurs in die Gruppentheorie schlagen wir nun wieder den Bogen zur Korpertheorie
und verkniipfen die Begriffe der Auflosbarkeit von Gruppen und Auflésbarkeit von
Polynomgleichungen durch Radikale.

Lemma 5.28. Sei K ein Korper mit Charakteristik O und R/K eine Radikalerweiterung.
Dann ist R ein Zwischenkorper in einer Galois-Erweiterung L /K mit auflosbarer Galois-
Gruppe.

Beweis. Sei R/K eine Radikalerweiterung. Es gibt also Elemente x,, x;,...,X, € R

und einen Exponenten v € N mit R = K(xg, x;,...,X,) und x; € K, sowie
xj” € K(xg,.++,Xj_1)
fir j = 1,...,t. Nun ist die Erweiterung R/K im Allgemeinen nicht normal und

enthélt auch nicht notwendigerweise eine primitive v-te Einheitswurzel. Um diesen
Defekt zu beheben, sei m; das Minimalpolynom von x; und L /K der Zerfallungskorper
(in einem fixierten algebraischen Abschluss, der auch R/K enthilt) des Polynoms
(X¥—=1)mym; - --m,. Mit Korollar 3.7 folgt nun, dass L/K eine Galois-Erweiterung
ist, welche R als Zwischenkorper enthalt. Wir schreiben n = [L : K].

Ferner enthélt L™ genau v Elemente deren Ordnung v teilt, ndmlich die Nullstellen
von X” —1 (erneut ist hier Separabilitat wichtig). Diese Elemente bilden eine Gruppe
und jene ist laut Satz 4.4 zyklisch. Also enthilt L eine primitive v-te Einheitswurzel
lelLl.

Mittels Satz 5.13 und Satz 5.3 (3) sieht man (via eines Zwischenschrittes tiber
die Galois-Gruppe von m;), dass Gal(L/K) transitiv auf den Nullstellen von m; in L
operiert. Demnach ist also

L=K{{}U{f(x,):0<j<t, f €Gal(L/K)}).

Zu 0 < j < t seien nun X;,X;,,...,X;, die Elemente {f(x;) : f € Gal(L/K)}
in irgendeiner Reihenfolge (zur Vereinfachung der Notation erlauben wir hier die
mehrfache Nennung von solchen Elementen). Wir betrachten nun den Korperturm

K C K({) == K,
c Ko(xo,l) c KO(XO,IaXO,Z) c... ¢ KO(XO,1:XO,2:--~ax0,n) — K,
< K1(x1,1) c K1(x1,1aX1,2) c... ¢ Kl(X1,1:X1,2:---:X1,n) — K,
C K,(x.1) €K (x;1,x.5) € ... €K (x;1,%X;2,...,%,) = L.

Nach Lemma 5.19 ist K, /K eine Galois-Erweiterung mit abelscher Galois-Gruppe

Gal(L/K)
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Jeder weitere Schritt ist von der Form K’ € K'(x), mit x = f (x;) fiir ein f € Gal(L/K)
und ein j < t. Nach Voraussetzung ist va € K(xo,-..,X;_;) und daher auch

a:=x"=f(x]) € f(K(xo,...,x;1)) =K(f(xo), ..., f(x;1)) € K'.

Also ist das Minimalpolynom von x ein Teiler des Polynoms X” —a € K'[X]. Ist K” 2
K'(x) ein Zerfallungskorper von X” — a iiber K’, so haben wir also laut Satz 5.3 (1)
ein Diagramm der Form

T
1 1

| /G — > Gal(K”/K"),

wobei Gal(K”/K’) laut Lemma 5.24 zyklisch ist. Da Gal(K” /K’) also insbesondere
abelsch ist, ist die Untergruppe Gal(K”/K’(x)) < Gal(K” /K’) automatisch normal.
Mittels Satz 5.3 (3) erkennen wir dann aber auch die Faktorgruppe

Gal(L/K") Gal(K”/K")
—————— = Gal(K'(x)/K") =
Gal(L /K (x)) - KK = G o)
als zyklisch; Diese so auftretenden Faktorgruppen sind genau die Faktorgruppen, die

zu der absteigenden Folge gehoren, die man nach Anwenden von Fix(-) auf den
obigen Korperturm erhélt. Das zeigt die Behauptung. OJ

Bemerkung. Man mag sich fragen, ob man im obigen Beweis nicht auch L als R
adjungiert eine geeignete Einheitswurzel setzen konnte und so schneller ans Ziel
kadme. Dies ist allerdings nicht so einfach, wie das folgende Beispiel zeigt: Betrachte
die Radikalerweiterung Q(x,,x;)/Q mit x, = +/2 und x, = /2. Die Hinzunahme
von x, = xf ist in Gegenwart von x; offensichtlich redundant, doch wir haben damit
einen Korpertum
Q < Q(x0) € Q(x, x7)

mit x; € Q und x? € Q(x,). In der Situation vom Beweis von Lemma 5.28 kann man
also v = 2 und die primitive v-te Einheitswurzel —1 ist freilich schon in Q(x,, x;)
enthalten. Dennoch ist Q(x,,x;)/Q nicht normal, denn v/2 hat iiber Q das Mini-
malpolynom X* — 2, dessen Nullstellen in C durch £+/2 und +iv/2 gegeben sind.
Die letztgenannten beiden sind allerdings nicht in Q(x,, x;) enthalten. Man beachte
jedoch, dass beide Erweiterungen Q(x,, x;)/Q(x,) und Q(x,)/Q als quadratische
Erweiterungen normal sind, ihre Verkettung ist allerdings nicht.

Korollar 5.29 (Galois). Sei K ein Korper mit Charakteristik O und P € K[X] ein
irreduzibles Polynom. Hat P eine Nullstelle in einer Radikalerweiterung von K, so ist
Gal(P) auflésbar.
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Beweis. Ist R/K eine Radikalerweiterung, welche eine Nullstelle von P enthélt, und
L/K wie aus Lemma 5.28, dann zerfillt P in L, da L/K normal ist. Insbesondere ent-
hélt L/K einen Zerfallungskoérper Z von P als Zwischenkorper. Man veranschaulicht
sich die vorliegende Situation vielleicht anhand des folgenden Diagramms:*°

L
T

(Galois mit

auflosbarer
Galois-Gruppe) > Z .

R
(Radikalerw.)T (Zerfallungskorper von P)

K/

Die Galois-Gruppe von P ist also nach Satz 5.3 (3) isomorph zu einer Faktorgruppe
der auflésbaren Gruppe Gal(L/K):

Gal(L/K)
Gal(P)=Gal(Z/K) & ——————.
al(P) = Gal(Z/K) Gal(L/Z)
Dabher ist Gal(P) selbst auflosbar geméaf? Korollar 5.27. O

Satz 5.30. Fiir n > 5 ist die symmetrische Gruppe &,, nicht auflésbar.

Beweis. Fiir n > 5 kann man sich iiberlegen, dass die Kommutatoruntergruppe &’
von &, mit A, tibereinstimmt. Da A, allerdings einfach und nicht abelsch ist, folgt
weiter 6” = A, und also fo) = A, fir alle t € N. Nun lasst sich Proposition 5.26
anwenden. Die Details hierzu sind Aufgabe 10.3 (b). O

Nun gelingt auch endlich der Beweis des Satzes von Abel-Ruffini:

Beweis von Satz 5.23. Man beachte, dass Beispiel 5.17 ein Polynom mit der gemaf3
Satz 5.30 nicht-auflosbaren Gruppe &; als Galois-Gruppe liefert. Mit Satz 5.30 folgt
dann auch schon die Behauptung aus Korollar 5.29. O

1OMan méchte hier vielleicht behaupten, dass R in Z liegt, da R ja laut Annahme eine Nullstelle
von P enthalt. Allerdings konnte R noch weitere Elemente enthalten, die nichts mit Z zu tun haben.
Zum Gliick ist die Frage, ob R C Z gilt, aber egal fiir den Fortschritt des hiesigen Beweises.






Teil 2

Modultheorie






KAPITEL 6

Grundziige der Modultheorie

,Much in the theory of modules over a ring
is arrow-theoretic.“ —Serge Lang [26]

Moduln' sind ,Vektorrdume iiber Ringen.“ Bevor wir uns formal mit diesen be-
schiftigen, denken wir uns diese als nichts anderes als einen Ring R zusammen mit
einer abelschen Gruppe M und einer ,Skalarmultiplikation“ R x M — M, die alle
Eigenschaften erfiillt, die man von der Skalarmultiplikation von Vektorrdumen kennt.

6.1. Motivation durch Beispiele

Neben den Vektorrdumen kennen wir bereits andere Moduln sehr gut: Abelsche
Gruppen.

Beispiel 6.1 (Abelsche Gruppen = Z-Moduln). Jede abelsche Gruppe G lasst sich in
natiirlicher Weise als Modul iiber Z auffassen. Die Skalarmultiplikation ist hier durch

g+...+g falls n > 0,
ZxG—G, (Tl,g)‘-’ OG fallsn:0,
(—g)+...+(—g) fallsn<O0

gegeben, wobei die angedeutete Addition jeweils aus |n| Summanden bestehe. Die
Struktur von endlich erzeugten abelschen Gruppen hat man gut verstanden. Jede
solche ist isomorph zu einem (und nur einem) Isomorphietyp der Form

Z" x G, X Cy, x ... x C (kart. Produkt von Gruppen)

mit nichtnegativen ganzen Zahlenn,d, k,, ..., k; und k; teilt k,, k, teilt k5, etc. (Siehe
auch Beispiel 8.5.)

Auch Vektorrdume hat man sehr gut verstanden:

Beispiel 6.2 (K-Vektorraume und Dimension). Jeder endlich erzeugte (d.h. endlich-
dimensionale) K-Vektorraum V ist isomorph zu K" = EB;.l:l K fir ein (und nur ein)
n € N,: Fiir geeignete Elemente v,,...,v, € V ist

(6.1) v:éva%éK.
j=1 j=1

1Singular: Der Modul; Plural: Die Moduln.

99



100 6. GRUNDZUGE DER MODULTHEORIE

Beispiel 6.3 (Darstellung eines Endomorphismus). Fixiert man zusétzlich zu einem
endlich-dimensionalen K-Vektorraum V auch einen Endomorphismus f: V — V, so
ist man erneut bemiiht V — wie in Beispiel 6.2 — in , kleinere Bausteine“ zu zerlegen,
auf denen man f getrennt untersuchen kann. Man zerlegt den Vektorraum V hierbei
nicht blof$ in eine Summe von eindimensionalen K-Vektorraumen K, sondern in eine
Summe von f -invarianten Unterrdumen:

d
(6.2) v=Pw, mit fw,)cw,.

j=1

Dabei ist man besonders an maximal feinen Zerlegungen interessiert, also denjenigen,
bei denen man kein W; weiter in eine direkte Summe nicht-trivialer f-invarianter
Unterrdume zerlegen kann. Im bekannten Kalkiil der linearen Algebra korrespondiert
dies zu einer Darstellung von f durch eine Matrix A, welche diagonal ist, oder
zumindest ,fast“ diagonal ist.

f

Vv——V

| |

K XA pn
(Wenn man eine Basis von V durch Aneinanderreihung von Basen der Unterrdume
W; generiert, so nimmt die zugehorige Darstellungsmatrix von f eine Blockdiagonal-
gestalt an, deren Blocke die Darstellungsmatrizen der eingeschrinkten Abbildung
f |WJ,: W; — W, beziiglich der Basen von W; gegeben sind.)

Selbst bei diesem Standardproblem der linearen Algebra sto6f3t man auf Moduln,

die selbst keine Vektorrdume sind: Durch

KIX]xV—V, (Bv)— (P(f)))

wird eine Skalarmultiplikation definiert, wobei fiir ein Polynom P = 21:21 a, X* der
Endomorphismus P(f): V — V durch P(f) = >, _, a.f* definiert sei und f® die
k-fache Hintereinanderausfiihrung von f bezeichne:

fO=id,, fO=f FfP=fof ..;

Die Untermoduln beziiglich dieser Modulstruktur sind nun genau diejenigen Un-
terraume von V (beziiglich der K-Vektorraumstruktur von V), welche f -invariant
sind.

Unter diesem Gesichtspunkt entpuppt sich die Zerlegung (6.1) aus Beispiel 6.2 als
Analogon zu der Zerlegung (6.2), sofern man sich diese auch hinreichend fein denkt.
Eine sehr feine Zerlegung der Art (6.2) kennt man wohl aus der linearen Algebra
schon als Jordan-Normalform fiir die Kérper R und C.
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Beispiel. Wir fithren die Idee aus Beispiel 6.3 exemplarisch fiir V. =R? und f(v) =
(1 2) -v aus. Beziiglich der durch f auf V gestifteten K[X ]-Modulstruktur ist dann

6.3) V= R[X]G) - R[X]((l)) ® R[X]((l)).

Man beachte, dass V hier von einem Element erzeugt werden kann, aber auch direkte
Summe der Erzeugnisse von zwei anderen Elementen ist. Dies ist ein fundamentaler
Unterschied zur bekannten Theorie der Vektorrdume! Ubrigens beachte man

) (0)-()-(C) )
oefl)-(()

Eine Darstellung eines Elements von V als

(2 ()

mit Polynomen (Skalaren!) P,, P, € R[X] ist also nicht eindeutig. Dennoch ist die
Summe in (6.3) direkt. Wenn man nur lineare Algebra kennt, scheint dies vielleicht
paradox, klart sich aber spiter noch durch Proposition 6.9.

also

In diesem Kapitel untersuchen wir Moduln zunéchst allgemein. Dem wichtigen
Spezialfall von endlich erzeugten Moduln iiber Hauptidealbereichen wenden wir
uns spater in Kapitel 8 zu. Deren Strukturtheorie, die wir dort entwickeln, schlief3t
insbesondere die hier besprochenen Beispiele als Spezialfille mit ein.

6.2. Definitionen und einfache Eigenschaften

Sei (R, +, -) ein Ring und (M, +) eine abelsche Gruppe zusammen mit einer
Abbildung *: R x M — M, welche fiir alle A,u € R und v,w € M die folgenden
Axiome erfiillt:

e Ax(v+w)=Axv)+(Axw),

e A+wxv=>A*xv)+ (uxv),

o (A-uw)xv=2Ax(uxv),

e lpxv=v.
Dann bezeichnen wir (M, +, *) als einen Links-R-Modul. Ist x hingegen eine Abbil-
dung der Form M x R — M und gelten die in offensichtlicher Weise modifizierten
Axiome, so bezeichnet man (M, +, ) als einen Rechts-R-Modul. Wie tiblich schreibt
man haufig nur + und - fir alle auftretenden Abbildungen und spricht auch nur
von einem Links(-/Rechts)-R-Modul M. Die Skalarmultiplikation wird auch gerne
vollstdndig unterdriickt und man schreibt bloR Av fiir A xv bzw. A - v.
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Wir sprechen abkiirzend oft nur von einem R-Modul und meinen stets einen Links-
R-Modul. (Diese Festlegung ist {iblich, aber letztlich selbstverstandlich willkiirlich.)
Im Zusammenhang mit R-Moduln nennen wir die Elemente von R auch Skalare.

Ein R-Modulhomomorphismus ist eine Abbildung f: M — N zwischen zwei R-
Moduln M und N, welche ein Homomorphismus der zugehorigen additiven Gruppen
ist, und im folgenden Sinne mit den Skalarmultiplikationen x,,, x5 auf M bzw. N
vertraglich ist:

F sy m) = Ay f(m)
fiir alle A € R und alle m € M. Wir bezeichnen R-Modulhomomorphismen auch als
R-lineare Abbildungen.

Ein Untermodul eines R-Moduls (M, +, *) ist eine Untergruppe U von (M, +),
welche stabil unter Skalarmultiplikation ist: Fiir alle A€ Rund u € U gelte Axu € U.
Wie iiblich definiert man Kern und Bild von R-Modulhomomorphismen f: M — N
und stellt fest, dass es sich bei ker f um einen Untermodul von M und bei im f um
einen Untermodul von N handelt. Wie in der linearen Algebra beweist man, dass ein
R-Modulhomomorphismus f: M — N genau dann injektiv ist, wenn ker f = {0} ist.

Beispiel 6.4. Jeder Ring R wird durch die Ringmultiplikation als Skalarmultiplikation
zu einem Modul iiber sich selbst. Die (Links/Rechts-)Untermoduln von R sind dann
genau die (Links/Rechts-)Ideale von R.

Ein injektiver/surjektiver/bijektiver R-Modulhomomorphismus heifst R-Modul-
mono /epi/iso-morphismus. Sind Quell- und Zielbereich identisch, handelt es sich
also um einen R-Modulhomomorphismus M — M, so nennen wir diesen einen R-
Modulendomorphismus. Die Menge aller R-Modulhomomorphismen von M nach N
bezeichnen wir mit

Homg(M,N).
Diese bildet zusammen mit der durch
+: Homg(M,N) x Homg(M,N) — Homg(M,N), (f,8)— (x — f(x)+g(x))

definierten Addition eine abelsche Gruppe. Ist der Ring R iiberdies kommutativ, so
wird Homg(M, N) mittels der Skalarmultiplikation
R x Homgz(M,N) — Homgy(M,N), (A,f)— Af =(x— Af(x))

sogar zu einem R-Modul. Die Kommutativitdt von R ist hierbei wichtig, um sicherzu-
stellen, dass es sich bei Af wieder um eine R-lineare Abbildung handelt:

(Au)f (x) = Alwf (x)) = Af (ux)
= (Af)(px) = wAF)(x) = w(Af (x)) = (LA)F (x).

Bemerkung 6.5. Sei K ein Korper. Dann stimmen die Begriffe ,,K-Modul“ und ,K-
Vektorraum“ tiberein (denn die jeweiligen Axiome sind dieselben). Insbesondere ist
fiir jedes fixierte Element v eines K-Moduls V die Abbildung K — V, A — Av (via
Skalarmultiplikation) injektiv.
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Bemerkung 6.6. Ist M ein R-Modul {iber einem Ring R und R’ ein zweiter Ring mit
einem Ringhomomorphismus f: R" — R, so wird M durch

RxM—M, (r',x)— f(r')x (mittels R-Skalarmultiplikation)

zu einem R’-Modul. Dieser Operation haben wir uns bereits in der Kérpertheorie
extensiv bedient, als wir mittels einer Kérpererweiterung t: K — L (den eindimensio-
nalen L-Vektorraum) L als K-Vektorraum aufgefasst haben. Man bezeichnet die eben
eingefiihrte Operation als Einschrdnkung der Skalare (auch wenn der Ringhomo-
morphismus f nicht injektiv ist).

6.3. Summen und Produkte

Ein zentrales Konzept der Linearen Algebra ist es, eine lineare Abbildung zwischen
Vektorrdumen dadurch zu verstehen, dass man sowohl die zugrundeliegenden Rdume,
als auch die Abbildung selbst, in niedriger-dimensionale Bestandteile zerlegt (siehe
Beispiel 6.2 und Beispiel 6.3).

Sei (M), eine Familie von R-Moduln, wobei die Indizes i eine (nicht notwendi-
gerweise endliche) Indexmenge durchlaufen. Das (mengentheoretische) kartesische

Produkt
l_[i M;

wird durch komponentenweise definierte Addition und Skalarmultiplikation selbst
zu einem R-Modul. Fiir jeden fixierten Index j ist die Projektion

T l_[l.Mi — M;, (x;); — x;

linear. Ferner definieren wir die direkte Summe
(6.4) @i M; = { (x;); € l_[i M; : x; # 0 fiir hochstens endlich viele i }
Fiir jeden fixierten Index j haben wir hier die Inklusion

v M; — @iMi’ x — (x;);

mit x; = O fiir i # j und x; = x. Diese ist ebenfalls linear.
Handelt es sich bei (M;); um eine endliche Familie M, ..., M,, so stimmen die
beiden R-Moduln [ [, M; und ép; M; iiberein. Wir schreiben dann auch

M; x...xM, fir l_[~Ml" sowie M;®...®M, fiir @iMi’

bevorzugen aber in solchen Fillen die Notation mit ,,&“ bzw. ,,“. In diesem Zusam-
menhang (und in der Kategorientheorie) spricht man hier auch von Biprodukten.
Leserinnen und Leser sollten im Hinterkopf behalten, dass die oben definierten Projek-
tionen 7t; und Inklusionen t; Teil der Struktur von Produkten bzw. direkten Summen
(bzw. Biprodukten im Ubereinstimmungsfall) sind, genau so, wie man auch schon im-
mer von einer Gruppe G spricht, aber formal eigentlich das Tupel (G, o) aus zugrunde
liegender Menge G und Gruppenverkniipfung o: G x G — G meint.
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Satz 6.7. Sei (M;); eine Familie von R-Moduln und N ein R-Modul.

(1) Fiir jede Familie (f;); von R-Modulhomomorphismen f;: N — M, gibt es genau
einen R-Modulhomomorphismus f: N — [ [. M,, der fiir jeden Index j das
folgende Diagramm kommutativ macht:

(2) Ist X ein R-Modul zusammen mit R-Modulhomomorphismen ;0 X — M;
derart, dass die Aussage in (1) auch fiir X statt [ |, M; und ft; statt 7; gilt,
so gibt es genau einen(!) R-Modulisomorphismus f: X — [ [. M;, welcher fiir
jeden Index j das folgende Diagramm kommutativ macht:

X

. |

i NET;
N

M, —— [ m..

(3) Fiir jede Familie (g;); von R-Modulhomomorphismen g;: M; — N gibt es genau
einen R-Modulhomomorphismus g: €; M; — N, der fiir jeden Index j das
folgende Diagramm kommutativ macht:

Uberdies hat man die Formel g = >..(g; o ;).
(4) Eine zu (2) analoge Eindeutigkeitsaussage gilt auch in der Situation von (3).

Beweis. Wir beweisen zunichst die Existenz von f in (1). Hierzu setze man f(n) =
(f;(n)); und rechnet nach, dass dies einen R-Modulhomomorphismus f wie in (1)
stiftet. Fiir die Eindeutigkeitsaussage beachte man, dass die geforderte Gleichung
7; 0 f = f; bereits bestimmt, dass f wie eben konstruiert gegeben sein muss.

Zum Beweis von (2) beachte man, dass es laut (1) genau ein f gibt, welches
die Diagramme aus (2) kommutativ macht. Da X zusammen mit (7;); eine analoge
Eigenschaft erfiillt, erhalten wir auch einen R-Modulhomomorphismus f : [ M;—>X

mit 7; of = 7; flir jeden Index j. Nun ist f of: X — [ I, M; aber eine Abbildung mit
njo(f of):(njof)of:ﬁjof:nj:njoidniMi;
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[

l_[iMi'

Die Eindeutigkeitsaussage in (1) liefert dann aber f o f = id[y. », und in analoger

Weise bestitigt man f o f = idy. Bei f handelt es sich also tatsiachlich um einen
Isomorphismus.
Die Aussagen (3) und (4) beweist man analog — siehe Aufgabe 12.2. OJ

Korollar 6.8. Fiir jede Familie (M;); von R-Moduln und R-Moduln M,N haben wir
kanonische Isomorphismen von abelschen Gruppen:

Homg(N, l_[i M) —— l_L Homg(N, M;),
Homg (€D, M, N) —— ]_[i Homg(M;, N).

(Ist R kommutativ, so handelt es sich sogar um R-Modulisomorphismen.)

Beweis. Hier sei 7;: [ [; M; — M; wie oben. Wir betrachten die Abbildung

w: Homg(N, | [ M) — [ | Homa(N, M),  f— (mi0f),.

Man rechnet leicht nach, dass es sich hierbei um einen Homomorphismus von abel-

schen Gruppen handelt (ja, sogar einen R-Modulhomomorphismus, falls R kommuta-

tiv ist). Nun liefert Eindeutigkeitsaussage in Satz 6.7 (1) unmittelbar die Injektivitét

von ¥ und die {iberdies darin enthaltene Existenzaussage liefert die Surjektivitat.
Fiir den zweiten Teil betrachte man die Abbildung

HomR(EBi Mi’N) B l_[l. Homg(M;,N), g+—(gov);
(mit v;: M; — €D; M;) und argumentiere wie zuvor. UJ

Bemerkung. Mit Blick auf Korollar 6.8 mag man sich fragen, ob auch

HomR(l_[i M;, N) und l_[i Homg(M;,N)

isomorph sind? — Das ist i.Allg. allerdings nicht der Fall: Es ist beispielsweise

l_[ Hom,(Z/mZ,Q) = {(Nullabbildung: Z/mZ — Q),,en}

m=1

einelementig, aber
oo

Homz(l_[(Z/mZ), Q)

m=1
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enthilt mehr als nur ein Element. Die Behauptete Gleichheit ist leicht zu sehen,
da in Z/mZ jedes Element (additiv) endliche Ordnung besitzt und also von einem
Z-Modulhomomorphismus auf ein Element von Q mit endlicher Ordnung abgebildet
werden muss. Das einzige derartige Element ist 0 € Q. Die zweite Behauptung
folgt daraus, dass es einen Z-Modulhomomorphismus [ [ (Z/mZ) — Q gibt, der
(12125 12/22, - - ) auf 1 abbildet. Letzteres ist allerdings etwas schwieriger einzusehen
und soll an dieser Stelle nicht bewiesen werden.

Sei (M;); eine Familie von Untermoduln eines R-Moduls M und (g;); die zugeho-
rige Folge von Inklusionsabbildungen g;: M; — M (g; = idy ;). Dann identifizieren
wir @; M; mit seinem Bild g(€D; M;) € M unter der Abbildung g aus Satz 6.7 (3),
sofern diese injektiv ist. In diesem Sinne gilt dann

P M cme
P M =M

falls g sogar surjektiv ist. Es ist wichtig hierbei im Hinterkopf zu behalten, dass M
hier sicher nicht (als Menge) gleich @, M; gemal} der in (6.4) gegebenen Definition
ist. Allerdings stellt die Eindeutigkeit von g in Satz 6.7 (3) sicher, dass wir — falls g
injektiv ist — klar sagen konnen, welchem Element M ein beliebiges Element von
D, M; entspricht.

und wir haben

Wir illustrieren die obige Konvention anhand eines Beispiels. Aus der linearen
Algebra kennt man sicherlich bereits Aussagen wie

1 0 )
(6.5) ,,R(O) ® R(l) =R,

Hierbei sind die Summanden auf der linken Seite natiirlich eindimensionale Unter-
raume von R? und ihre Elemente sind Tupel aus reellen Zahlen. Thre direkte Summe
im Sinne der in (6.4) gegebenen Definition ist also

2(0)o2() =10} (2)) 2wemf=A(o 1) rmez)

wobei wir in der letzten Gleichung (fiir die Dauer dieses Beispiels) lediglich eine
abkiirzende Notation eingefiihrt haben. Wir haben die beiden Inklusionen

v #(o)=#(0)e=(2)} (6)=(5 o)
w53 =#(o)e=() ()0 0)

g: RG)) ® RG’) M,

Die Abbildung
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welche man mittels Satz 6.7 (3) durch Anwendung auf

81=idM|R((1)) und g2:idM|R((l))

erhalt, bildet also wie folgt ab:

(6 u)=(0 8)+)(8 2))=#((6 o)+ 1))

- 0
=(o)+(u)=(2)
0 Y u)
Diese ist offensichtlich bijektiv und in diesem Sinne gilt auch (6.5).

Proposition 6.9 (Direktheitskriterium). Sei M ein R-Modul mit Untermoduln M, und
M,. Dann gilt genau dann M; ® M, = M, wenn M; N M, = {0} und die Summe von
M, und M,,

M1+M2 = {Xl +XZ L Xq €M1, Xo GMZ})
gleich M ist.

Beweis. Es gilt zu tiberpriifen, wann die Abbildung g, welche das Diagramm

M

IIV g] w‘)

t1 2
kommutativ macht, ein Isomorphismus ist.
,=":Sei M = M; + M, und M; N M, = {0}. Aus Satz 6.7 (3) haben wir die
Formel
g =InklM o, + Inkl® o 7r,.
Wegen M = M, + M, ist jedes m € M von der Form m = m; + m, mit geeigneten
Elementen m; € M; und m, € M,. Dann ist aber

g(my, my) = Inkl™ o 1t,(my, m,) + Inkl® o 71,(m;, m,)
= InklP(m,) + Inkl®(m,) = m, + m, = m.
Also ist g surjektiv. Ferner ist g auch injektiv, denn fiir (m;, m,) € ker g folgt mit
obiger Formel leicht m; +m, = 0, also m;, m, € M;NM, = {0}, weswegen ker g = {0}
ist. Also ist g ein Isomorphismus.

»,—>“: Sei nun g ein Isomorphismus. Insbesondere gibt es zu jedem m € M
ein (m,,m,) € M; & M, mit g(m,,m,) = m. Die obige Formel zeigt dann m =
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m, +m,, also, da m € M beliebig war, M = M, + M,. Sei nun m € M; N M,. Dann ist
g(m,0) = g(0,m), also (da g injektiv ist) (m,0) = (0, m) und daher m = 0. Es folgt
M, N M, = {0}. O

6.4. Freie Moduln

Sei I eine beliebige Indexmenge und R ein Ring. Wir fassen R als R-Modul iiber
sich selbst auf und betrachten den freien R-Modul iiber I
RD =(PRr.
iel
Wir schreiben — zumindest fiir den Moment — i = (;(1), denken uns in Zukunft
aber i als ein Element von R, meinen damit jedoch formal i. Mit dieser Notation
schreibt sich jedes Element von R?) in eindeutiger Weise als Summe
Sai
i€l
mit Skalaren A; € R (hochstens endlich viele von Oy verschieden). Im Falle I =
{1,2,...,n} mit n € N schreiben wir auch R" statt R®).
Stellt man sich die Elemente von R" als mit I indizierte Tupel vor, so ist i nichts
Anderes, als das Tupel
(---,OR’OR’ ]-R ’OR,OR,---)-
(i-te Stelle)
Proposition 6.10. Sei I eine beliebige Menge. Fiir jeden R-Modul M und jede Abbildung
G: I — M gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus g: R — M mit g(i) = G(i)
fiirallei €I:

Man hat einen Isomorphismus von abelschen Gruppen
Abb(I, M) —— Homy(R"", M), G+~—>g.
(Ist R kommutativ, so handelt es sich sogar um R-Modulisomorphismen.)
Beweis. Man rechnet leicht nach, dass es sich bei der Abbildung
Homg(R,M) =R, f— f(1z),

um einen R-Modulisomorphismus handelt. Damit und mit Satz 6.7 (3) bzw. Korol-
lar 6.8 folgt auch schon die Behauptung. (Siehe auch Aufgabe 13.1.) O

Man beachte, dass es sich bei Proposition 6.10 um eine direkte Verallgemeinerung
der folgenden aus der linearen Algebra bekannten Aussage handelt: Fiir jeden K-
Vektorraum V mit Basis (b;);c; und jede Abbildung G: I — W in einen K-Vektorraum
W, gibt es genau eine lineare Abbildung g: V — W mit g(b;) = G(i). — Man kann
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die Bilder von Basisvektoren beliebig vorschreiben (Existenz von g), hat damit dann
aber auch die fragliche lineare Abbildung vo6llig bestimmt (Eindeutigkeit von g).

Bemerkung 6.11. Ein R-Modul F heil3t frei, falls es eine Abbildung I — F von einer
Menge I und einen R-Modulisomorphismus R — F gibt derart, dass folgendes
Diagramm kommutiert:

RWD ~ F.
N
I

Ganz dhnlich wie in Satz 6.7 (2) und (4) iiberlegt man sich, dass dies genau dann
der Fall ist, wenn die Aussage von Proposition 6.10 auch giiltig bleibt, wenn man
darin RV und i > ,(13) durch F respektive die Abbildung I — F ersetzt. Wir sagen
auch F sei frei iiber I, um den Bezug zur Abbildung I — F zu betonen.

Beispiele 6.12.
(1) Jeder Ring R ist als Modul iiber sich selbst frei (iiber {1z} in naheliegender
Weise).

Modul, der nur aus dem Nullelement besteht.)

(3) Z/27Z (oder allgemeiner: Z/nZ mit n > 1) ist nicht frei als Z-Modul, denn
jeder freie Z-Modul ist isomorph zu Z\ fiir eine geeignete Indexmenge I
und Z" besteht entweder aus genau einem (I = @) oder unendlich vielen
Elementen, jedoch nie aus genau 2 (respektive n) Elementen.

(4) Ist a ein Ideal eines kommutativen Rings R mit Elementen x,y € a, so ist
x -y +(—y)-x =0. Man {iberlegt sich leicht, dass a als R-Modul daher nicht
frei iiber einer Menge mit mehr als einem Element sein kann. Ist a aber frei
iiber einer (dann notwendigerweise einelementigen) Menge, so ist a ein
Hauptideal. Insbesondere ist das von 2 und X erzeugte Ideal von Z[X ] als
Z[X ]-Modul nicht frei (siehe [33, Beispiel 6.5]).

(5) Auch Hauptideale eines Ringes sind i.Allg. nicht automatisch frei als Modul
iber selbigem Ring: Man betrachte etwa den kommutativen Ring Z/4Z mit
dem von 2 + 47 erzeugten Hauptideal a. (Man iiberlege sich weshalb a hier
als Z/4Z-Modul nicht frei ist; Es scheitert hier an Nullteilerfreiheit, aber
auch schon elementarer daran, dass a bereits aus Kardinalitatsgriinden nicht
isomorph zu (Z/47)" fiir irgendeine Menge I sein kann.)

6.5. Faktorenmoduln, Exaktheit, und Splitting

6.5.1. Faktorenmoduln. Sei M ein R-Modul und M’ ein Untermodul. Wir be-
trachten die Faktorgruppe M /M’ der zugrundeliegenden abelschen Gruppen. Auf
dieser lasst sich durch

Rx(M/M)—M/M', (A,x+M)— (Ax)+M’
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eine Skalarmultiplikation einfithren? und man rechnet leicht nach, dass M /M’ so zu
einem R-Modul wird und es sich bei der kanonischen Projektion

mM-—M/M', x+—x+M

um einen R-Modulhomomorphismus handelt. Fiir eine grafische Veranschaulichung
von Faktormoduln siehe Abbildung 21 auf Seite 137.

Proposition 6.13. Seien M und M” jeweils R-Moduln und M’ ein Untermodul von
M, sowie g: M — M" ein R-Modulhomomorphismus mit ker g 2 M’. Dann gelten die
folgenden Aussagen:
(1) Es gibt genau einen R-Modulhomomorphismus g: M /M’ — M”, welcher fol-
gendes Diagramm kommutativ macht:

M —> M.

M/M’

(2) Durch die in (1) beschriebene Zuordnung g — g erhdlt man einen kanonischen
Isomorphismus von abelschen Gruppen

{g € Homg(M,M") : ker g 2 M’} —— Homg(M /M’, M").

(Ist R kommutativ, so handelt es sich sogar um einen R-Modulisomorphismus.)
(3) Speziell in der Situation ker g = M’ erhdlt man durch g einen Isomorphismus
von M /ker g auf im g.

Beweis. Diese Aussage ist im Wesentlichen bereits aus der Gruppentheorie im Rahmen
des ersten Homomorphiesatzes bekannt. Es bleibt hier lediglich noch die Vertraglich-
keit mit der Skalarmultiplikation nachzurechnen. Die Details seien den Leserinnen
und Lesern zur freiwilligen Ubung iiberlassen. U

6.5.2. Exaktheit. Sei (M;); eine (endliche oder unendliche) Folge von R-Mo-
duln zusammen mit einer Folge von R-Modulhomomorphismen f;: M; — M;_;. Wir
visualisieren dies in der Form des Diagramms>

fi+l fi

T My M; -1 T e

und nennen dieses Diagramm eine Sequenz.* Diese Sequenz hei3t exakt an der Stel-
le i (oder exakt bei M;, sofern hierdurch die Position unverwechselbar beschrieben

2Hierbei ist es freilich notwendig sich zunéchst davon zu iiberzeugen, dass die Zuordnung x+M’ —
(Ax) + M’ unabhingig von der Wahl des Reprisentanten x der Restklasse x + M’ ist. Das ist aber
einfach: jeder Représentant x’ von x + M’ schreibt sich als x” = x + m’ mit einem m’ € M’ und dann
ist wegen Am’ € M’ auch Ax’ = Ax + Am’ ein Reprisentant der Nebenklasse (Ax) + M’.

3Man kann sich die Position der Indizes so merken: Der in f; unten stehende Index erniedrigt den
Index von M;; Man bildet also von M; nach M;_,; ab.

“Der Begriff Folge ist auch in Gebrauch.
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wird), falls im f;,; = ker f; gilt. Die Sequenz heift exakt, falls sie dies an jeder’ Stelle
ist.

Wir schreiben im Folgenden oft auch O fiir den Null-R-Modul, also denjenigen
Modul, dessen zugrundeliegende abelsche Gruppe die einelementige Gruppe ist.°
Eine Sequenz der Form

00— M M M” 0

nennt man auch kurgz. Ist diese exakt, so spricht man von einer kurzen exakten
Sequenz.

Lemma 6.14. Seien M’', M, M" jeweils R-Moduln.

(1) Die Sequenz 0 — M’ L, M ist genau dann exakt, wenn f injektiv ist.

(2) Die Sequenz M £ M —0ist genau dann exakt, wenn g surjektiv ist.

(3) Die kurze Sequenz 0 M L v 5 M7 0 ist genau dann exakt,

wenn f injektiv, g surjektiv und im f = ker g ist.

Beweis. Die fraglichen Aussagen sind unmittelbare Folgerungen aus der Definition
von Exaktheit. U

6.5.3. Splitting. Wir betrachten nun eine kurze exakte Sequenz

f g

00— M’ M M” 0.

Dann denken wir uns M’ als mit f(M’) € M identifiziert und fassen M’ so als
Untermodul von M auf. Da g surjektiv ist, liefert Proposition 6.13 (3) unmittelbar
M/M’ = M” via des durch g induzierten Isomorphismus g: M/M’ — M”. Etwas
behutsamer — ohne M’ mit f (M’) zu identifizieren — stellt man diesen Sachverhalt
durch das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen dar:

0 M —L s —5 0
i | d
0 — f(M') ™ M " M/f(M) — 0.

Wir stellen uns in der vorliegenden Situation in der Regel vor, dass f(M") und
M/f(M’) in gewisser Weise , kleiner“, oder wenigstens einfacher zu verstehen sind
als M.

SAn etwaigen Randstellen, also solchen i, fiir die entweder f;,, oder f; nicht definiert sind, wird
hierbei keine Exaktheit gefordert.

®Man sieht selbstverstindlich sofort, dass ,,der“ Null-R-Modul bis auf eindeutige Isomorphie
eindeutig bestimmt ist und es somit gerechtfertigt ist, hier den bestimmten Artikel zu gebrauchen.
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Bemerkung 6.15. Seien M; und M, zwei R-Moduln. Dann ist die folgende kurze
Sequenz exakt:

l1 T2

0 M, M, &M, M, 0.

Lemma 6.16 (Splittinglemma). Fiir eine kurze exakte Sequenz

00— M ——>M—S5M —0

sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt einen Isomorphismus V: M, ®M, — M, welcher das folgende Diagramm
kommutativ macht:

0 M, M M, 0
N
1 ! Ty
0 M, M, &M, M, 0.

(2) f besitzt eine Retraktion r: M — M,. (D.h. es existiert ein R-Modulhomomor-
phismus r mit r o f =idy,.)

(3) g besitzt einen Schnitt s: M, — M. (D.h. es existiert R-Modulhomomorphis-
mus s mit g os =1id,.)

Beweis. Fiir die Implikation (1) => (2) beachte man (7; oW ') o f = m 01y = idy,
weswegen r = 1, o U~ ! das Gewiinschte leistet.

Zum Beweis von (2) = (3) beachte man, dass es zu jedem m, € M, wegen der
Surjektivitdt von g ein x € M mit g(x) = m, gibt. Dieses x ist i.Allg. sicher nicht
eindeutig bestimmt, aber s(m,) := x — (f o r)(x) héngt tatsichlich nur von m, ab,’
denn ist y € M ein zweites Element mit g(y) = m,, so ist g(x — y) = 0 und daher

x—(for)x)=y—(f or)(y) wegen
(f © Plerg = (F © Mlims = (ida)lims = (idyr) herg

Hierbei ist = eine bekannte mengentheoretische Konsequenz: Schrankt man den
Wertebereich der injektiven Abbildung f auf ihr Bild im f ein, so ist die so erhaltene
Abbildung bijektiv; Fiir diese ist r aber nach Voraussetzung ein Linksinverses und
dann (hier geht die Bijektivitit ein!) auch ein Rechtsinverses (vgl. auch Abbildung 19).
Man verifiziert nun leicht, dass es sich bei der oben definierten Abbildung s: M, — M

77ur Motivation mache man sich Klar, dass im Endeffekt die Giiltigkeit von (2) auch (1) impliziert.
Hierin erkennt man M als (im Wesentlichen) nichts anderes als M; & M,; Die Abbildungen f, g,r,s
spielen hierbei die Rollen von ¢, 5, 1, t5. Man mochte im aktuellen Beweisabschnitt also ¢, durch
die bereits bekannten Abbildungen ¢, 7t,, 7, ausdriicken. Natiirlich soll t,(m,) = (0, m,) gelten. Mit
der Wahl eines 7,-Urbildes (m;, m,) hat man also schon fast das gewiinschte Element in der Hand,
muss aber noch die erste Koordinate ,,vergessen®. Hierfiir beachte man (0, m,) = (m;, my)— (m;,0) =
(my, my)— (t; 0 m1)(my, my), was sich unmittelbar in s(m,) := x — (f o r)(x) wiederfindet.
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um einen R-Modulhomomorphismus handelt. Dieser erfiillt nach Konstruktion (mit
m, und x wie oben)

(g 05)(my) = g(s(my)) = g(x — (f o r)(x))
=glx)—((goflor)(x)=my—0=m,,
und also g os =id, . Das zeigt (3).
Zum Beweis von (3) = (1) definieren wir ¥(m,, m,) = f(m;) + s(m,), also
¥ = f o1y +s o m,. Dann gilt jedenfalls
Vo =(fom+som,)oyy=fomot;+som,otl,
= foidy, +s00y .y, =1,
und in dhnlicher Weise g o ¥ = 71,. Also kommutiert das Diagramm in (1) und es
verbleibt lediglich der Nachweis der Injektivitdt und Surjektivitit von W.
Sei (m,, m,) € M; & M, mit ¥(m,, m,) = 0 gegeben. Dann ist f (m;) = s(—m,) und
Vorschalten von g liefert
0=(gof)(m;)=(g0os)(—my)=—my.
Wir haben also bereits f(m;) = f(m;)+s(0) = ¥(m,,m,) = 0; Da f injektiv ist, folgt
m; = 0 und insgesamt (m,, m,) = (0, 0), weswegen V¥ injektiv ist.
Sei x € M gegeben. Dann ist x — (s o g)(x) € kerg =im f. Also gibt es m; € M; mit
flm)=x—(sog)(x) bzw. x=f(m)+s(g(x))=V(my,g(x))e€im¥,
was die Surjektivitdat von W beweist. 0

r Of = idMla
f or #id,, (i.Allg.), aber
(f ° r)limf = (idM)limf‘

Retraktion r

Abbildung 18. Zum Beweis von Lemma 6.16: Bei der Retraktion r zu
f handelt es sich um eine linksinverse Abbildung zu f, jedoch nicht
notwendigerweise um eine Rechtsinverse (in der hier gezeichneten
Situation ist (f or)(¥) =v # ? und also f or # id,,). Auf der Menge
im f € M stimmt die Abbildung f or hingegen doch mit der identischen
Abbildung iiberein.
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|
N

Abbildung 19. Zum Begriff von Schnitten und Retraktionen. Man
stelle sich m: M — N als eine Projektion von einem gréReren Modul
M auf einen kleineren Modul N vor. Uber jedem Punkt n von N stelle
man sich die Faser ©*(n) = m + kerr (mit geeignetem m € M) wie
einen Getreidehalm auf einem Getreidefeld (= N) vor. Ein Schnitt s
von r wihlt dann zu jedem Halm einen ,,Schnittpunkt“ s(n) € r~!(n)
aus. Dann gilt automatisch 7 os = idy. Anschaulich gesprochen, setzt
s hierbei einen ,,Schnitt durch das Getreidefeld“. Stellt man sich nun
N als Teilmenge von M vor (anschaulich: das Getreidefeld beriihre
den Boden), so kann man den , Boden“ N auch als Schnitt durch das
Getreidefeld auffassen und die Projektion 7 driickt alle Halme auf die
Stelle im Boden aus der diese wachsen. — Hier ,,zieht“ (retrahiert)
man die Halme zuriick.

Fiir eine anschauliche Interpretation der Begriffe Schnitt und Retraktion sei auf
Abbildung 19 verwiesen. Fiir interessante analytische Anwendung von Schnitten in
der komplexen Analysis zur Fortsetzung holomorpher Funktionen, siehe etwa [32,
Kapitel 4].

Gilt eine (und dann alle) der dquivalenten Bedingungen aus Lemma 6.16, so sagt
man, dass die kurze exakte Sequenz

0— M Lo M-—S4s5M—0

zerfalle oder spalte (Engl.: split).

Beispiel 6.17. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz

0 27, My 7 T, 7/27 — 0.

Diese zerféllt offensichtlich nicht, da es zu 7 keinen Schnitt gibt: Ja, iiberhaupt gar
keinen Z-Modulhomomorphismus Z/2Z — Z, der nicht bereits die Nullabbildung ist.

In obigem Beispiel gilt Z % 2Z.&(Z/27Z), was offensichtlich auch etwaiges Zerfallen
der fraglichen kurzen exakten Sequenz ausschlie3t. Dass hingegen umgekehrt aus
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M = M, & M, i.Allg. nicht folgt, dass die kurze exakte Sequenz

0 — M, > M ¢

M, 0

zerfallt, wird durch das nachste Beispiel illustriert; Zerfallen einer kurzen exakten
Sequenz ist mehr als die blof3e Isomorphie M = M; & M, und behauptet ndmlich
auch, dass f und g fiir M die Rollen von t; bzw. 7, spielen.

Beispiel 6.18. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz

0 — 2z -5 zePz/22) - Pz/22) — 0

mit Z-Modulhomomorphismen f, g gegeben durch

f(x) - (2)(, Oz/zz, Oz/zz, .. .), g(x,yl,yz, .. .) - (x + ZZ,yl,yz, .o .).
Man beachte, dass der mittlere Z-Modul in der Sequenz die direkte Summe der

dulderen beiden Moduln ist. Trotzdem zerfallt die fragliche kurze exakte Sequenz
nicht! — Denn sonst miisste es zu g einen Schnitt

s: P(z/22) — ze P(z/22)
N N

geben: g os = id. Dieser miisste dann jedoch das Element v = (13,57, 07/22, 02,22, - - -)
auf ein Element in g7'(v) = {(x,04/52,05/5z,...) : x ungerade } abbilden, aber diese
Menge enthélt gar kein Element endlicher Ordnung.

6.5.4. Splitting bei freien Moduln. Wenn es sich in der Situation von Lem-
ma 6.16 bei M, um einen freien R-Modul handelt, so hat man ,,genug Freiheit“, um

einen Schnitt von g zu konstruieren, und so das Zerfallen der kurzen exakten Sequenz
in Lemma 6.16 gewahrleisten zu konnen:

Satz 6.19. Sei I eine Indexmenge und

00— M —L5 M —5, RO 0

eine kurgze exakte Sequenz. Dann sind die drei (dquivalenten) Aussagen (1)—(3) aus
dem Splittinglemma (Lemma 6.16) erfiillt. Insbesondere ist M = M’ & RV,

Beweis. Es geniigt Lemma 6.16 (3) nachzuweisen. Wir wollen also eine Abbildung
s: RD — M mit gos = idgz. Da g gemiR Lemma 6.14 (2) surjektiv ist, gibt es zu jedem
i €1 ein Element S(i) € M mit g(S(i)) =i. So erhalten wir eine Abbildung S: I - M
und Proposition 6.10 liefert nun einen R-Modulhomomorphismus s: R? — M mit
s(i) =S(i):

M—s RO — 0.
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Ferner ist

(gos)(i) =g(s(i)) = g(S(1)) =i = idrw (i)
und zusammen mit der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 6.10 folgt hieraus gos =
idga), wie gewiinscht. O

In der Modultheorie gibt es den Begriff eines projektiven Moduls und auch den
dazu dualen Begriff eines injektiven Moduls. Beide Begriffe sind ubiquitér in einem
Teilgebiet der Algebra, welches als homologische Algebra bezeichnet wird. Dieses
wiederum erwuchs aus der algebraischen Topologie und homologische Methoden
durchziehen mittlerweile weite Teile der Mathematik von Topologie, Gruppentheorie,
algebraischer Geometrie etc. Eine mogliche Definition fiir einen R-Modul P projektiv
genannt zu werden, lautet, dass jede kurze exakte Sequenz

0 M’ M P 0

von R-Moduln spaltet. Mit dieser Sprache besagt Satz 6.19 also kurz: alle freien
Moduln sind projektiv.



KAPITEL 7

Matrizen und Smith-Normalform

Unser Ziel in diesem Kapitel ist ein genaueres Verstindnis von Modulhomo-
morphismen zwischen freien Moduln iiber einem Hauptidealbereich, was uns zur
Smith-Normalform fiihrt. In Kapitel 8 lésst sich dieses Verstindnis dann auf nicht
notwendigerweise freie Moduln {iber einem Hauptidealbereich ausdehnen.

Die Darstellung in den spateren Abschnitten orientiert sich lose an [1] und [30].
Fiir mehr Informationen ist vielleicht auch ein Blick in [2] oder [ 7] hilfreich.

7.1. Noethersche Ringe und Moduln

In § 6.4 hatten wir freie Moduln als die naheliegenste Verallgemeinerung von
Vektorraumen mit gewahlter Basis behandelt. Aus der linearen Algebra weils man,
dass unter Berufung auf das Zornsche Lemma, Lemma 2.14 gezeigt werden kann,
dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Ganz anders verhélt es sich mit Freiheit von
Moduln. Man sollte die Eigenschaft eines Moduls frei zu sein, als eine sehr seltene
Eigenschaft betrachten. Schlimmer noch: Freiheit geht schnell verloren. Die Beispiele
7 — 7/27,n — n+ 27, und (2,X) C Z[X] aus Beispiel 6.12 zeigen namlich, dass
weder homomorphe Bilder freier Moduln, noch Untermoduln freier Moduln selbst
frei zu sein brauchen. Welcher dieser beiden Defekte schlussendlich fiir die Theorie
unbequemer ist, braucht hier nicht diskutiert werden; Schliel3lich scheitert es ohnehin
an beiden Stellen. Es dréangt sich also die Frage auf, ob es eine andere ,Endlichkeits-
bedingung“ fiir Moduln gibt, welche ihre Praxistauglichkeit durch grof3ere Robustheit
unter {iblichen Konstruktionen der Modultheorie gewinnt (z.B. Faktorbildung, Uber-
gang zu Untermoduln, etc.). Eine derartige Endlichkeitsbedingung ist Thema des
vorliegenden Abschnittes.

In diesem gesamten Abschnitt sei R stets ein kommutativer Ring. (Man kdme
auch ohne die Kommutativititsvoraussetzung aus, miisste dann aber vorsichtiger
zwischen Links-, Rechts-, und beidseitigen Idealen unterscheiden.) Ein R-Modul M
heildt noethersch, falls jede aufsteigende Kette

M,CM, CM,CMC...

von R-Untermoduln von M ab einem gewissen Punkt stationédr wird, also M, =
M, ., =... fiir ein n erfillt. Ein kommutativer Ring R heil3t bekanntlich noethersch,
falls dieser als Modul iiber sich selbst noethersch ist; Da Untermoduln in diesem
Fall genau die Ideale von R sind, ist dies dquivalent zu der aus der Einfiihung in die

117
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Algebra bekannten Definition des Begriffs ,noethersch.“ Wie dort beweist man leicht
das folgende Ergebnis (vgl. [33, Satz 8.11] oder [16, Satz 2.8.8]):

Satz 7.1. Sei R ein kommutativer Ring. Fiir einen R-Modul M sind die folgenden
Eigenschaften dquivalent:

(1) M ist noethersch;

(2) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt (beziiglich der durch
Inklusion indugierten partiellen Ordnung) ein maximales Element;

(3) Alle Untermoduln von M sind endlich erzeugt.

Beweis. (1) = (2): Wir argumentieren via Kontraposition; Ist (2) falsch, so kann man
leicht eine unendliche, nicht-stationédre Kette von Untermoduln von M konstruieren,
weshalb M dann nicht noethersch ist.

(2) = (3): Zu gegebenem Untermodul M’ von M wende man (2) an, um ein
maximales Element in der Menge der endlich erzeugten Untermoduln von M’ zu
finden. Man sieht leicht, dass dieses dann mit M’ {ibereinstimmen muss. Also folgt (3).

(3) = (1): Sei jeder Untermodul von M endlich erzeugt. Betrachte eine beliebige
aufsteigende Kette My, € M; € M, C ... und definiere M, = | J. M;. Dabei handelt es
sich um einen Untermodul von M und dieser ist nach Voraussetzung endlich erzeugt,
etwa Mo, = (X, ..., X;). Nun gibt es ein n fiir welches M, alle diese Erzeuger enthélt.
Ab diesem Punkt ist die Kette dann aber stationir. ]

Unser nédchstes Ergebnis gibt ein brauchbares Werkzeug um fiir einen Modul M
die Noether-Eigenschaft nachzuweisen, wenn sich dieser in geeigneter Weise in Teile
zerlegen lésst, fiir die die Noether-Eigenschaft bereits bekannt ist.

Proposition 7.2. Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Ist0 — M’ EN M %5 M” — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln, so
ist M genau dann noethersch, wenn dies auf M’ und M" zutrifft.
(2) Sind My, ..., M, noethersche R-Moduln, so ist auch @;_, M; noethersch.

Beweis. Zum Beweis von (1) seien M’ und M” beide noethersch und
M.:M,CM,CM,C...
eine aufsteigende Kette von R-Untermoduln von M. Die Ketten
f_l(Mo) c f_l(M1) c f_l(Mz) C... und g(M,)<cg(M;)cgM,)c<...

sind beide ab einem gewissen Index stationér; Ab einem Index, ab dem beide Ketten
gleichzeitig stationir sind, ist dann aber auch die Kette M, von dort an stationér.
(Wegen der Exaktheit. — Da die Kette unter g ab dem betrachteten Punkt stationar
ist, kann ein Zuwachs der Ausgangskette nur durch Hinzukommen von Elementen
im Kern von g passieren, aber das ist wegen ker g = im f und der Stationaritét der
f1-Kette ausgeschlossen.)

Als néchstes sei M noethersch. Eine aufsteigende Kette in M’ (oder M”) fiihrt
durch Abbildung mit f (oder Zuriickziehen mit g') auf eine (dann notwendigerweise
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schlief3lich stationdre) Kette in M. Hieraus erhalt man leicht, dass die urspriingliche
Kette schlief3lich stationar ist. Zum Beweis von (2) benutze man die offensichtliche
kurze exakte Sequenz

n n—1
tn (7150 TTpq)
O Mn an(O :::: O’XTI) @ Ml (xl""rxn—lxxn)’_)(xl 5555 xn—l) @ Ml O :
und fihre eine Induktion mittels (1). O

Korollar 7.3. Sei R ein (kommutativer) noetherscher Ring. Dann sind alle endlich
erzeugten R-Moduln noethersch.

Beweis. Jeder endlich erzeugte R-Modul M passt in eine kurze exakte Sequenz

O—>kerg<m—kl'>€BR M 0.
i=1

Die Aussage folgt nun aus Proposition 7.2. O

Beispiele 7.4.

(1) Jeder R-Modul mit nur endlich vielen Untermoduln ist noethersch. Insbe-
sondere sind endliche Ringe und endliche R-Moduln noethersch.

(2) Jeder Korper ist noethersch (beachte (1)) und jeder endlich-dimensionale
Vektorraum ist noethersch (via Korollar 7.3).

(3) Jeder Hauptidealbereich ist noethersch (denn alle seine Ideale sind endlich
erzeugbar — namlich stets von einem Element).

(4) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealbereich und daher noethersch
und jeder Faktorring Z/nZ ist noethersch (wegen (1), oder auch mittels
Proposition 7.2 (1)).

(5) Der hilbertsche Basissatz (siehe [33, Satz 8.13] oder [16, § 3.2]): Ist R
noethersch, so ist auch der Polynomring R[X ] noethersch, und damit (mit-
tels Induktion) auch der Polynomring R[X;,...,X,] in n Unbestimmten.
Insbesondere, mit (2), ist der Polynomring (in n Unbestimmten) iiber einem
Korper noethersch.

(6) Unendlich-dimensionale Vektorraume lassen sich nach Definition nicht von
endlich vielen Elementen erzeugten. Demnach sind diese nicht noethersch.

(7) Sei R ein kommutativer Ring. Der Polynomring R" = R[{X; : i € N}] in
abzahlbar vielen Variablen ist nicht noethersch. Man {iiberlegt sich etwa,
dass das Ideal (X, : i € N) nicht endlich erzeugt ist. Dennoch ist R" als R’-
Modul endlich erzeugt (man wahle 15, als Erzeuger).

Bemerkung. Aus den obigen Beispielen folgt, dass ein K-Vektorraum V genau dann
endlich-dimensional ist, wenn dieser noethersch ist. Ist dim, V < 00, so ist

dimy V = sup{n € N : 3 Kette von Unterrdiumen M, &S M; S ... S M, von V }.
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In diesem Sinne mag man die Noether-Eigenschaft als eine mogliche Verallgemeine-
rung des Begriffs der Endlichdimensionalitdt von Vektorrdumen auf die Situation von
Moduln ansehen. Da auch nicht-freie Moduln noethersch sein konnen, ist die Noether-
Eigenschaft oft brauchbarer (weil weniger restriktiv), als etwa die Eigenschaft frei
iiber einer endlichen Menge zu sein.

7.2. Homomorphismen zwischen freien Moduln, Matrixdarstellung

Sei R ein kommutativer Ring. Mittels Korollar 6.8 und Proposition 6.10 erhalten
wir eine Serie kanonischer R-Modulisomorphismen’

Homg(R™,R") = HomR(éR, éR) = HomR(é r[ [R)
j=1 i=1

j=1 =1

~ ﬁ HomR(EmB R,R) ~ ﬁ ﬁ Homg(R,R)
i=1 j=1

i=1 j=1

~ ]_[ ﬁAbb({o},R) =~ ]_[ ﬁR =: R,

i=1 j=1 i=1 j=1
(Man beachte, dass die Kommutativitdt von R hier wichtig war, um hier sogar von R-
Modulisomorphismen, statt lediglich Isomorphismen von abelschen Gruppen, spre-
chen zu diirfen.) Der so durch Zusammensetzung erhaltene R-Modulisomorphismus
hat die Gestalt

[_ ]nm HOI‘HR(Rm,Rn) N Rnxm’ f — [f]; — ((ngn) of o L](-m))(lR))

mit den bekannten Projektions- und Inklusionsabbildungen

n,m

i,j=1

ngn): R"—R, L](.m): R— R™.

(Zum besseren Verstandnis: LJ(.m)(l r) liefert das j-te Standardbasiselement im freien
R-Modul R™, dessen Bild unter f dann berechnet wird. Anschliel3end stellt man
dieses Bild — ein Element des freien R-Moduls R" — vermdge Projektion gemél$ der
Standardbasis des R" dar. Dieses Vorgehen ist vollig analog zu der aus der linearen
Algebra bekannten Methode zur Berechnung von Darstellungsmatrizen fiir lineare
Abbildungen zwischen Vektorraumen beziiglich bereits gewdhlter Basen.)

Die Elemente von R"*™ nennen wir Matrizen (Singular: die Matrix), und manch-
mal auch (nxm)-Matrizen, um den Bezug auf n und m zu betonen. Eine nxm-
Matrix notieren wir (wie in der linearen Algebra) in Tabellenform mit n Zeilen und

m Spalten:
(A_u ...Am)
Anl o 'Anm

Hierbei ist wichtig, dass wir die freien ModREY®™ und R™ jeweils als mit bereits gewéhlten Basen
ausgestattet sehen: (1g, Og,Og,...), (Og, 1, Og,...), etc.

Zeilen
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Durch die Abbildungen [ - ]fn (m,n € Ny) haben wir nun Vorschriften, die R-Mo-
dulhomomorphismen von R™ nach R" in sehr konkrete Objekte tiberfithren. Natiirlich
kann man solche Homomorphismen auch verketten, sofern Zielbereich und Definiti-
onsbereich geeignet zusammenpassen. Wir betrachten daher nun ein kommutatives
Diagramm der Form

gof

R" (el
Dies legt die Definition
(8], -[f1, =[gofI,

nahe. Wie sieht dieses Produkt konkret aus? Wir benutzen die Formel

n
idg. = Z 1o g™
i=1

im (s, j)-ten Eintrag C,; der Matrix C =[go f]’ (mit1<s<rund1<j<m)
Csj = (ﬂjgr) o g Of o L'gm))(lR) = (T[gr) [©) g o ian Of o l';m))(]-R))

und erhalten so

Cy=(n"ogo (Z (P on™)ofoil™)(15) (mit Zi = Zn:)
=D (=0 g ™) o (n"0 £ 0ul™)))(10)
= (1 og o) (70 f 0 d™)(1p).

Die inneren Terme sind jeweils von der Bauart u(r) mit einem R-Modulhomomor-
phismus u: R — R. Wir schreiben nun r als r = r - 1; und fassen den ersten Faktor
als Skalar auf, welches wir sodann aus dem Argument von u herausziehen diirfen:
u(r) =u(r - 1z) = ru(1R). Da die R-Skalarmultiplikation auf R nichts anderes als die
Multiplikation der Ringstruktur von R ist und R ja als kommutativ vorausgesetzt ist,
diirfen wir sogar u(r) = u(1)r schreiben. Damit ergibt sich dann

Cy= 2 (n 0 g ou)(1)- (w7 o f o)1y,
Insgesamt hat man also
,m rm . _ _
[l LF 1 = (G = (D BaAy) o, mit B=[gl, A=[fI.

Das ist die wohl-bekannte Formel fiir Matrixmultiplikation! (Siehe auch Abbil-
dung 20 auf Seite 122.)
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A: n Zeilen, m Spalten

B: r Zeilen, n Spalten C =B -A: r Zeilen, m Spalten

Abbildung 20. Veranschaulichung der Matrixmultiplikation nach dem
bekannten Schema ,Zeile mal Spalte“.

(Adaptiert nach Alain Matthes, https://www.TXample.net.)

Die Abbildung [-]" kann man auch leicht explizit umkehren. Zu einer Matrix
A € R™™ betrachten wir nun die Abbildung

fa:R"—R", x+—A-x,

wobei wir hier stillschweigend Spaltenmatrizen aus R"*! mit Elementen von R"
identifizieren (und analog fiir R™*!) und fiir ,,- “ in obiger Formel die eben definierte
Matrixmultiplikation benutzen. Man rechnet leicht nach, dass es sich bei f, um einen
R-Modulhomomorphismus handelt. Auf3erdem rechnet man ebenfalls leicht nach,


https://www.texample.net/tikz/examples/matrix-multiplication/
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dass die so erhaltenen Abbildungen

=T

Homg(R™,R") . ~ > R™m
fa—A

zueinander inverse R-Modulisomorphismen sind.
Bemerkung. Zusammenfassend sehen wir also, dass das Diagramm

) (g.f)—gof

Homg(R",R") x Homgz(R™,R" Homg(R™,R")

zJ(g,f)H([g];,[f],”n) 2[h~>[h]ﬁn

(B,A)—~B-A

RT‘XTl XRnxm Rer

kommutiert. Uberdies bildet Homg(R", R") mit der Verkniipfung von Abbildungen als
Multiplikation einen (i.Allg. nicht kommutativen) Ring, und das obige Diagramm
zeigt fiir n = m = r, dass Homg(R",R") als Ring isomorph zu R™" ist.

7.3. Smith-Normalform: Existenz

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir gesehen, dass sich R-Modulhomomor-
phismen zwischen R™ und R" mittels Matrizen beschreiben lassen: Homomorphismen
und Matrizen sind jeweils nur verschiedene Seiten ein und derselben Medaille! In
diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich diese Matrizen auf eine gewisse Normal-
form bringen lassen. Auf der Matrizen-Seite zeigen sich deratige Untersuchungen
in einem mehr oder minder algorithmischen Gewandt. Den Leserinnen und Lesern
sollte diesbeziiglich aber schon aus der linearen Algebra bekannt sein, dass auf der
Homomorphismen-Seite derartige Ergebnisse tiefe Einblicke in die Struktur von
Homg(R™,R") erlauben. Die weitere Substantiierung dieser Behauptung ist Hauptin-
halt von Kapitel 8, wo wir durch Diskussion diverser Anwendungen auch sehen
werden, weshalb ein Verstandnis von Homg(R™,R") {iberhaupt wiinschenswert ist.
Fiir den Rest des Kapitels stellen wir die Matrizen-Seite in den Vordergrund.

Eine Matrix A € R™" heilst invertierbar, falls Sie als Element des Rings R™*"
eine Einheit ist. Wie in der linearen Algebra kann man elementare Zeilen- und
Spaltenumformungen einfiihren. Diese bestehen aus

e Addition einer mit einem beliebigen Element des zugrundeliegenden Rings
multiplizierte Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile/Spalte,
e Vertauschen zweier Zeilen oder Vertauschen zweier Spalten,
e Multiplikation einer Zeile/Spalte mit einer Einheit des zugrundeliegenden
Rings.
Zeilenumformungen lassen sich durch Multiplikation von links mit geeigneten Ma-
trizen (sogenannten Elementarmatrizen) realisieren. Beispielsweise haben wir in
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hoffentlich selbsterkldrender Blockschreibweise fiir i < j
. \ (—an—) (— A —)

1 A, A, —

\ T )

Wir verzichten darauf die iibrigen Elementarmatrizen explizit auszuschreiben; Ist
man daran interessiert, wie diese konkret aussehen, so braucht man nur die ge-
wiinschte Umformung auf die n xn-Einheitsmatrix 1, loszulassen. Alternativ kann
man diese auch sehr pragnant wie folgt beschreiben: Sei E;; die nxn-Matrix, welche
nur aus Nulleintrédgen besteht, bis auf eine Eins im Eintrag der zur i-ten Spalte und
j-ten Zeile gehort. Die folgende Liste gibt nxn-Matrizen und deren Wirkung bei
Linksmultiplikation an eine andere Matrix an (i # j):

1 + AEij: Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile (siehe (7.1));
e 1,+E;; +E;; — E; — E;;: Vertauschen der i-ten und j-ten Spalte;
e 1.+ (A—1R)E;;: Multiplikation der i-ten Zeile mit A.

Man {iiberlegt sich leicht, dass sdmtliche Elementarmatrizen invertierbar sind
und sich Spaltenumformungen durch Multiplikation von rechts mit der zur analogen
Zeilenumformung gehorigen Elementarmatrix schreiben lassen.

Zusatzlich zu den Elementarmatrizen betrachten wir zu x, y, A, u € R mit 1 =
XA+ yu noch Matrizen der Bauart

L3 )

(7.2) 1p

..1R

(Die augenscheinliche Sonderstellung der ersten beiden Zeilen/Spalten ist hier tat-
sdchlich irrelevant, da man den oberen Block mit Zeilen- und Spaltenvertauschungen
geeignet umher bewegen kann.) Auch diese Matrizen sind invertierbar, wie man sich
leicht anhand der Formel

Aop\ (x —u _ 1z
-y X)) \y A Ig
tiberlegt (hierbei geht 1, = xA + yu ein).

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring. Wir schreiben im Folgenden kurz 1 =1,
und 0 = 0. Sind wieder x, y,A,u € R mit 1 = xA + yu gegeben, aber x zusitzlich
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als invertierbar vorausgesetzt, so lasst sich die Matrix

=G )

als ein Produkt von Elementarmatrizen schreiben: In der Tat erhalt man durch
Sukzessive Zeilenumformungen

A=y )0 a¥ur)=(6 T

“(o )= (o 1)

Die erste Zeilenumformung (Multiplikation der ersten Zeile mit 1/x € R*) wird durch
Linksmultiplikation mit der Elementarmatrix

()

bewirkt. Die nichste Zeilenumformung (Addition des —y-fachen der ersten Zeile zur
zweiten Zeile) wird durch Linksmultiplikation mit der Elementarmatrix

(5 )

bewirkt. Wir haben also beispielsweise

((1) k:l;//;f/x) - (—1y 1) ' (UX 1) A

und (indem man die iibrigen beiden Umformungen auch noch explizit notiert)

O=C ()0 ) )

Linksmultiplikation mit dem Inversen des Matrixprodukts vor A liefert dann

(D ) Gl )

Also ist A ein Produkt von Elementarmatrizen, wie behauptet.

(Falls man statt der Invertierbarkeit von x die Invertierbarkeit einer der iibrigen
Eintrdge fordert, kann man ganz dhnliche Rechnungen durchfiihren und kommt zu
demselben Ergebnis.)

Im Allgemeinen ist x allerdings nicht invertierbar und tatsachlich gibt es Hauptideal-
bereiche R und Matrizen der Bauart (7.2), die sich nicht als Produkt von Element-
armatrizen schreiben lassen. (Siehe etwa die fundamentale Arbeit von Cohn [11,
Seite 23].)



126 7. MATRIZEN UND SMITH-NORMALFORM

Satz 7.5 (Smith Normalform, Existenz). Sei R ein Hauptidealbereich und A € R™™ eine
beliebige Matrix. Dann gibt es invertierbare Matrizen S € R™" und T € R™™, sowie
r > 0 von Oy verschiedene Elemente d,,d,, ..., d, mit

(di) 2{dy) 2...2(d,) 2 {0}

und

SAT = d €R".

Die Matrix rechter Hand bezeichnet man als Smith-Normalform von A. Uberdies lassen
sich die Matrizen S und T als Produkte von nxn- bzw. mxm-Elementarmatrizen und
Matrizen der Bauart (7.2) (mit 1 = xA + yu) schreiben.

Beweis. Mit (A) bezeichnen wir das Ideal von R, welches durch alle Eintrdge von A
erzeugt wird.” Wir beginnen mit einer Voriiberlegung: Ist U € R™" beliebig, so sind
die Eintrdge von UA Linearkombinationen der Eintrdge von A, weswegen (UA) C (A)
gilt. Ist U invertierbar, so haben wir ferner

(A) = (UT'UA) < (UA) € (A)

und also {(A) = (UA). Analoge Uberlegungen gelten auch fiir Rechtsmultiplikation mit
(invertierbaren) Matrizen V € R™*™. (Fiir eine Verallgemeinerung dieser Uberlegun-
gen siehe Lemma 7.8.)

Die Eintrdge von A bezeichnen wir wie iiblich mit A;;. Wir betrachten zunéchst
den Fall (A;;) # (A) und unterscheiden drei Flle:

(1) Falls A;; nicht alle Elemente der ersten Zeile teilt, sagen wir A, teilt nicht
Aj,, so betrachten wir das Ideal (A;;,A;,). Da R ein Hauptidealbereich ist,
gilt (A;;,A;,) = (d) fiir ein d # Og. Nun hat d eine Darstellung der Form
d = xA;; + YA, mit x,y € R und wir haben auch A;; =dA und A;, =du
fiir geeignete A, u € R. Es folgt

d=xdA+ydu=d(xA+yu)
= d(xA+yu—13) =0 = xA+yu— 1z =0,

’Da A € R™™ angenommen ist und R™™ fiir n # m kein Ring ist, sollte es hier schwer fallen die
Notation (A) mit einem etwaig von A erzeugten Ideal zu verwechseln (was hier auch nicht gemeint
ist).
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da R ein Integritdtsbereich ist. Also ist 1; = xA + yu und wir beachten

A A | A Ay X —u d *|Apg- Ay,
>|< >|< * ...... * y A’ * * * ...... *
>!< * >|< ...... >|< . 1R — * * * ...... * ,
S sk 1 R %

wobei der Eintrag ,x“ fiir A;;(—u) + A4 € (Aq7,A12) = (d) steht und durch
d teilbar ist. Nun iteriert man die Fallunterscheidung mit der Matrix rechter
Hand als neue Matrix A. (Man beachte, dass gemaf3 unserer Voriiberlegung
das von den Eintrdgen der Matrix rechter Hand erzeugte Ideal von R mit
(A) iibereinstimmt.)

(2) Falls A;; nicht alle Elemente der ersten Spalte teilt, so konnen wir analog
zum ersten Fall argumentieren.

(3) Wir diirfen davon ausgehen, dass A;; alle Elemente der ersten Zeile und der
ersten Spalte teilt. Durch Abziehen von geeigneten Vielfachen der ersten Zei-
le/Spalte von allen iibrigen Zeilen und Spalten finden wir also invertierbare
Matrizen X und Y (die Produkte von Elementarmatrizen sind) mit

XAY =

Wegen der Annahme (A;;) # (A) teilt d nicht alle Elemente ,%“. Durch
Addition einer geeigneten Zeile zur ersten Zeile landen wir also wieder im
ersten Fall. Die Folge der so erhaltenen Eintréige d ist — nach Ubergang
zu den davon erzeugten Idealen — aufsteigend und durch (A) beschrankt.
Da R noetherisch ist (siehe Beispiel 7.4 (3)), sehen wir, dass endlich vielen
Durchfiihrungen der obigen Schritte irgendwann (d) = (A) erreicht wird.

Im néchsten Schritt diirfen wir davon ausgehen invertierbare Matrizen X, Y wie
im dritten Fall zu haben, wobei d; = d alle iibrigen Matrixeintrage teilt. Wir fiihren
die bisherigen Uberlegungen nun auch mit dem kleineren Block

d
* * ...... * / 1 \
>|< * ...... *
* * ...... *
in XAY = Kok *
* * ...... * .
* * ...... *
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durch und erhalten Matrizen invertierbare Matrizen X’ und Y’ mit
/1R|OR OROR\ [1R|OR OROR\ {dl
d,

OR OR
QR X / X AY QR Y / = >|< ..... *
Ox Ox oo M

und einem Element d,, welches alle Elemente ,x“ teilt und von d; geteilt wird. Induktiv
erhilt man die Behauptung des Satzes. OJ

Beispiel 7.6. Der Beweis von Satz 7.5 liefert ein (im Wesentlichen) konstruktives
Verfahren, welches dem aus der linearen Algebra bekannten Gauf3-Algorithmus dhnelt.
Wir betrachten die Matrix

1 130 2 X—-1 -3 0 -2

1 000 —1 0O X 0 1

A=X 1 |7lo11 17| o -1 x-1 -1
1 020 3 0 -2 0 X-3

iiber dem Polynomring C[X ]. Mogliche Umformungsschritte wie im Beweis von
Satz 7.5 sehen etwa so aus:

-3 X-—1 0 —2 —3 X—1 0 —2

A | X0 0 1 | |0 X&x-1) o 1-3X
-1 0 X-1 -1 0 —(XxX-1) X—1 -1+2
-2 0 0 X-3 0 —2(X-1) 0 X-3+%

1 \ /1] )
X(X-1) 0 1-2x —(X-1) 3(x—-1) -1
~lx-1) x-1 -1 ML X(X—1) 0 3—2XJ

K —sx-1) o0 Xx-2 —2(X—1) 0 3X —5

2X—3 X(X—-1) 0

)
1 —X—-1) 3x—-1)
5—-3X —2(X—1) 0 )

XX-1D)+(2X-3)(X—-1) —-3X—-1)(2Xx—-3)
(X -1+ X -1)(5-3X) —3(X—-1)(5-3X)

)
—-X—-1 3X —1) J

X—17 X—1D2X-3) |
(X—1)* (X—1)(3X—5)

$
/ﬂ/_'\\/'
o O
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Fiir das weitere Vorgehen beachten wir (auf diese Gleichungen kann man mit dem
erweiterten euklidischen Algorithmus auch gelangen, ohne sie vorher zu sehen)

10X~ 1)(2X —3) + (—2)(X — 1Y = —(X — 1),

sowie (vergleiche den ersten Fall in der Fallunterscheidung im Beweis von Satz 7.5)

B SN )

_( X—1 0 )
T\ X -3 -1) X—2)(X—1)%)

Nun sieht man

d2 . d2 = 1,
A d, mit dy=X—1,
d, d, =X —1)*(X —2).

Da es sich bei K[X] sogar um einen euklidischen Ring handelt, hitte man in
Beispiel 7.6 auch ganz ohne das umstdndliche Arbeiten mit (7.2) auskommen kon-
nen. Wir illustrieren dies hier jedoch lieber anhand von Matrizen mit ganzzahligen
Eintridgen, da dort die Arithmetik ({ibungsbedingt?) einfacher scheint.

Beispiel. Es sei eine Smith-Normalform von
(20 17) ez

zu bestimmen. Der euklidische Algorithmus liefert

20=1-17+3,
17=5- 3+2,
3=1- 2+1.

Wir ziehen nun also ein mal die zweite Spalte von der ersten ab, dann fiinf mal die
neue erste Spalte von der zweiten und abschliel3end ein mal die neue zweite Spalte
von der vormals neuen ersten. In Zeichen:

(20 17)w (3 17)= (3 2)= (1 2).

Nun teilt der erste Eintrag den zweiten Eintrag und abermaliges Abziehen fiihrt auf
die Matrix (1 O) in Smith-Normalform. Zur Illustration wollen wir uns nun noch
iiberlegen, dass Arbeiten mit (7.2) auf dasselbe Ergebnis fiihrt (modulo der Freiheit
mit Einheiten zu multiplizieren, aber wir wahlen hier schon alle Zahlen so, dass am
Ende alles iibereinstimmt). Lost man in der obigen Anwendung des euklidischen
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Algorithmus riickwérts jeweils nach dem Rest auf, so erhélt man schlieRlich 6 - 20 —
7-17 = 1. Aus Fall (1) im Beweis von Satz 7.5 entnehmen wir, dass wir das Produkt

(All A12) ’ (;C, _iu) mit (A112A12) A’J u,x, J’) = (205 17: 20) 17) 65 7)

zu betrachten haben, also
6 -—17
(20 17)- (_7 20 ) =(1 0).

Beispiel 7.7. Wir wollen die Matrix

— 2 -2 2x2
1= (2 P)ez

iiber Z auf Smith-Normalform transformieren und auch passende invertierbare Ma-
trizen S und T wie in Satz 7.5 bestimmen. Hierzu betrachten wir die Blockmatrix

1
0, ‘ 1, ‘ )
11 2 —2
L A 1‘1 3

Wendet man nun das Verfahren aus dem Beweis von Satz 7.5 auf den zu A gehorigen
Block an und fiihrt die entsprechenden Operationen aber auf der gesamten Blockma-
trix durch, so baut man sukzessive auch die Matrizen S und T in den zusitzlichen
Blocken auf. (Die Anordnung sorgt dafiir, dass der obere Einheitsmatrixblock nur auf
A angewandte Spaltenumformungen ,registriert“ und analog mit dem linken unteren
Einheitsmatrixblock und auf A angewandte Zeilenumformungen.) Dieses Verfahren
mag den Leserinnen und Lesern vielleicht aus der linearen Algebra unter dem Namen
Gauf3-Jordan-Algorithmus bekannt sein. Wir illustrieren dies nur kurz und gehen
davon aus, dass sich die Leserin oder der Leser die Details selbst iiberlegt. Durch
Umformung erhélt man

1 -3 1 3

S -

™ 111 3|7 111 0
1 —2|0 -8 1—2‘08

Man beachte, dass die letzte Matrix im unteren rechten Block in Smith-Normalform
sind. Die Diagonaleintriage sind hier lediglich bis auf Multiplikation mit Einheiten
(Assoziiertheit!) wohl-bestimmt. — Siehe auch Satz 7.9. Man beachte aufferdem

() 5)=(0 8)

(Fiir eine geometrische Interpretation der hiesigen Uberlegungen siehe Abbildung 23
auf Seite 141.)
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7.4. Smith-Normalform: Eindeutigkeit

Unser nachstes Ziel ist eine Eindeutigkeitsaussage zu Satz 7.5. Dies gelingt mit
gewissen aus Determinanten gewonnenen Invarianten, welche ihre Niitzlichkeit
daraus schopfen, invariant unter dem Prozess zu sein, welcher von einer Matrix
auf ihre Smith-Normalform fiihrt. Damit lassen sich dann die Daten aus der Smith-
Normalform alleinig aus der Ausgangsmatrix bestimmen und miissen daher a-fortiori
eindeutig sein.

Zur Realisierung des oben angerissenen Programms sei R zunédchst nur als Integri-
tatsbereich vorausgesetzt. Wir identifizieren R mit seinem Bild unter der kanonischen
Abbildung in seinen zugehorigen Quotientenkorper K = Quot(R); Wir erlauben uns
also ,,R C K“ zu schreiben. Eine Matrix A iiber R ist damit auch eine Matrix tiber K.
Ist A quadratisch, so ist (iiber K) ihre Determinante detA € K (wie aus der linearen
Algebra bekannt) wohl-definiert. Mit dem Entwicklungssatz von Laplace sieht man,
dass detA sogar ein Element von R ist. Die iiblichen Rechenregeln fiir Determinanten
gelten auch in R, da diese schon im Korper K giiltig sind; Mehr Details hierzu kennen
die Leserinnen und Leser bereits aus [33, Kapitel 7] unter dem Stichwort ,universelle
Identitdten*.

Zu einer nxm-Matrix A (nicht notwendigerweise quadratisch!) ist ein k xk-Minor
definiert als Determinante einer beliebigen k x k-Matrix, die man durch Streichen von
n—k Zeilen und m —k Spalten von A erhélt. (Die so erhaltenen Matrizen nennen wir
k xk-Streichungsmatrizen.)

Beispiele (Streichungsmatrizen und Minoren).
e Die 3x3-Matrix
Apn Ap Ag
A=Ay Ay Ay
Aszp Az Az
hat als einzigen 3x3-Minor die Determinante von A selbst. Ferner hat A die
2x2-Streichungsmatrizen

A12 A13 All A13 All A12
A22 A23 A21 A23 A21 A22

2 2

sowie sechs weitere (via Streichen der ersten/zweiten Zeile allen Spalten-
kombinationen). Die obigen drei Matrizen liefern dann drei der insgesamt
neun 2x2-Minoren von A:

A12A23 _A13A22’ A11A23 _A13A21$ A11A22 _A12A21'

Die 1x1-Minoren sind sdmtliche Eintrdge von A.
e Die 2x3-Matrix
A= (All A12 AlS)
AZl AZZ AZS
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hat keinen 3x3-Minor. Ferner hat A als 2x2-Streichungsmatrizen nur

( Ay Aps ) ( Apy Az ) ( A Ap )

Ay Ay ) Ap Ay ) Ay Ap '
Die zugehorigen 2x2-Minoren sehen genau so aus wie die im Beispiel zuvor
explizit angegebenen 2x2-Minoren.

Bemerkung. Man kennt Minoren vermutlich schon aus der mehrdimensionalen
Analysis vom Hauptminorenkriterium fiir positive/negative Definitheit einer sym-
metrischen Matrix (manchmal auch Hurwitz-Kriterium oder Sylvester-Kriterium
genannt).

Lemma 7.8. Sei R ein Integritdtsbereich und A eine beliebige nxm-Matrix iiber R. Sei
J,(A) das Ideal von R welches von allen kxk-Minoren von A erzgeugt wird. Fiir beliebige
Matrizen U € R™" und V. € R™™ gilt dann

3.(UA) € 3.(A), und 3.(AV) C 3,.(A).
Ist U oder V invertierbar, so ist die jeweils relevante Inklusion sogar eine Gleichheit.

Beweis. Der Zusatz zur Invertierbarkeit ist eine formale Konsequenz aus den Inklu-
sionen; Man vergleiche hierzu die Argumente zu (A) aus dem Beweis von Satz 7.5.

Wir beweisen nur die Inklusion ,,J,(UA) € J,(A)“. — Die Inklusion ,,J,(AV) C
J,(A)“ funktioniert ganz dhnlich. Wir haben
DUneAg - 2 UiAm
UA= 3 ' er™™ (mit 3, =3,_,).

DuUnhpy - D UniAim

Die k x k-Streichungsmatrix S, welche die Zeilen i; < i, < ... < i, und Spalten
j1 <...<j, von UA iibrig lasst, hat die Form

Uiy, 20 Ui A, — DUy, —
_ DUy, Ui A, — DUy, —
Uiy, o Ui A, — Uiy, —

Linearitat der Determinante in der ersten Zeile liefert

Z Aflj.

—— U A —
detS = Z Uy, det ‘ l:2 !

fl ’

— 2 Uiy, —
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Setzt man dies fiir die iibrigen k — 1 Zeilen fort, so erhalt man

Aflj.

detS = > >3 Uy, Uyr, Uy, ) det Ay,

G 6 G A
Lije

Mit der Alternierungseigenschaft der Determinante folgt dann

— A, ——

A 4
detS = Z (Sgno-)(Uilfl Uizfz Tt Uikfk) det G(IKZ)]. 5

) '
7 — Aspi, ——

wobei die Summation iiber alle k-Tupel £, = (£,,¢,...,£{;) mit paarweise verschie-
denen Eintrdgen aus {1,...,n} zu erstrecken ist und o € Sym({£,,¢,,...,{;}) die
Permutation bezeichne, welche die Eintrage von £, der Grofde nach ordnet. Die De-
terminanten rechter Hand sind nun aber stets kxk-Minoren von A und damit erweist
sich detS als eine Linearkombination von diesen; Es folgt detS € J,(A) und also
insgesamt J,(UA) € J,(A). O

Wir illustrieren die Rechnung aus Lemma 7.8 anhand eines Beispiels. Letztlich
ist darin auch schon die gesamte Rechnung abgebildet, doch wirkt diese hier wegen
fehlender Indizes deutlich lesbarer.

Beispiel. Wir berechnen
det 1 2\/(5 6 — det 1-5+2-7 1-6+2-8
3 4)\7 8))73:5+4.7 3-6+4-8)
Unter Ausnutzung von Linearitit in Zeilen erhalten wir

5 6 7 8
d_l'det(3-5+4-7 3~6+4~8)+2'det(3~5+4~7 3-6+4-8)

5 6 5 6 7 8 7 8
—1-3-det(5 6)+1-4-det(7 8)+2-3-det(5 6)+2-4-det(7 8)'

Die dulleren beiden auftretenden Determinanten verschwinden offenbar, da die
zugehorigen Matrizen zwei gleiche Spalten besitzen.

5 6 5 6
d—1-4-det(7 8)—2-3-det(7 8)'
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Dieselbe Rechnung mit Variablen und offensichtlichen Bezeichnungen sieht dabei so

aus:
det((uu ulZ)(all alz)) — det (uuau tUpdy U+ ulzazz)
Ugy Uy J\ Ay Aoy Upp Ay t Ugplyy U g + Ugplyy

a; a a,; a
=u11u21det( 1 12)+u11u22det( 1 12)+

a;; dp azy dp
a a a a
+ Uyl det ( 21 22) + Uyplyy det( 2 22)
a;; dpp ay; Ay

Satz 7.9 (Smith Normalform, Eindeutigkeit). Sei R ein Hauptidealbereich und A € R™™
eine beliebige Matrix. Dann sind r und die Ideale (d,) 2 (d,) 2 ... 2 (d,) 2 {0z} aus
Satz 7.5 durch die Matrix A eindeutig bestimmt.

Beweis. Fiir eine Matrix

(7.3) D= ..d

in Smith-Normalform (mit (d,) 2 (d,) 2 ... 2 (d,) 2 {0z}) bestitigt man leicht

<d1d2"'dk) fur k S T,
{0} fir k > r.

Ist nun SAT = D wie in Satz 7.5, so folgt mit Lemma 7.8 induktiv (k =1,2,...), dass
J,(D) und damit auch r sowie die Ideale (d,) bereits vollig durch J,(A) bestimmt
sind. Das liefert schon die avisierte Eindeutigkeitsaussage. OJ

Bemerkung. Man beachte, dass (7.4) fiir k = 1 die Gleichung J,(A) = (d,) liefert.
Nun ist J,(A) aber genau das von allen Eintrdgen von A erzeugte Ideal, also (A) in
der Notation aus dem Beweis vom Existenzsatz zur Smith-Normalform (Satz 7.5).
Insbesondere erkennen wir die dort angestellte Voriiberlegung als einen Spezialfall
von Lemma 7.8 fiir k = 1.

(7.4) J(D) = {



KAPITEL 8

Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealbereichen

Unser Ziel in diesem Kapitel ist der in § 6.1 angekiindigte Struktursatz fiir end-
lich erzeugte Moduln tiber Hauptidealbereichen, den wir hier als Satz 8.2 notieren.
AnschlieBend studieren wir einige Anwendungen. Unsere Darstellung orientiert sich
lose an [30] und [2].

8.1. Der Hauptsatz

Der noch zu besprechende Satz 8.2 (bzw. dessen Beweis) fulst auf der Bestim-
mung eines Faktormoduls R"/im f fiir einen R-Modulhomomorphismus f: R™ — R"
(siehe (8.2) weiter unten). Hierzu sollen unsere Uberlegungen zu Homomorphismen
zwischen freien Moduln und Normalformen aus Kapitel 7 zur Anwendung gebracht
werden. Der Ubergang zur Smith-Normalform korrespondiert auf Homomorphismen-
Ebene zum Ubergang zu einem anderen Modulhomomorphismus f,: R™ — R" und
man steht vor der Aufgabe die Moduln R"/im f und R"/im f, miteinander zu ver-
gleichen. Ein ganz allgemeines derartiges Vergleichsresultat wird durch das folgende
Lemma zur Verfiigung gestellt.

Lemma 8.1. Sei R ein Ring und ein kommutatives Quadrat

M M

lqﬁ lcb
N L5 N
von R-Moduln und R-Modulhomomorphismen gegeben. Dann gilt:

(1) Es gibt genau einen R-Modulhomomorphismus a: M/im f — N/img, der
das folgende Diagramm kommutativ macht, wobei die unbeschrifteten Pfeile
jeweils die kanonischen Homomorphismen bezeichnen:

M L M/imf — 0
l‘i’/ lq’ iEI!a
N —f5 N N/img — 0.

(2) Ist ® surjektiv, so ist auch a surjektiv.
(3) Ist &' surjektiv und & injektiv, so ist a injektiv.

135
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Beweis. Bezeichne 7; die kanonische Projektion M — M /im f, und =, die kanoni-
sche Projektion N —» N/img.

(1): Wir wollen einsehen, dass sich Existenz und Eindeutigkeit von a direkt
aus Proposition 6.13 ergeben. Damit ist dann auch direkt die Kommutativitit des
entstehenden Diagramms klar. Hierzu betrachten wir die Verkettung von 7t,0® und es
gilt lediglich nachzuweisen, dass deren Kern im f enthlt. Sei also m = f(m’) € im f
beliebig. Wegen der Kommutativitat des Ausgangsquadrats ist ®(m) = &(f (m’)) =
g(®’(m’)) € im g und dies wird von 7, auf Null abgebildet, wie gewiinscht.

(2): Ist ® surjektiv, so ist auch a o Ty =m,0® surjektiv. Dann muss aber auch
schon a surjektiv sein.

(3): Sei nun ® injektiv und ¢’ surjektiv. Es gilt zu zeigen, dass a injektiv ist. Im
Zuge unseres Beweises von (1) hatten wir uns a mittels Proposition 6.13 beschafft.
Dies liefert auch gleich die Injektivitét von a, wenn wir ker(7, o ®) =im f einsehen.
(Tatsdchlich verbleibt nur der Nachweis von ,,C“, da wir die umgekehrte Inklusion
bereits beim Beweis von (1) gesehen haben.) Sei also m € ker(r, o ®). Dann ist
®(m) € ker 7, und es gibt ein n’ € N’ mit (m) = g(n’). Da aulerdem &’ surjektiv
ist, gibt es m’ € M’ mit n’ = ®'(m’). Nun ist

o(f(m") = g(&'(m") = g(n') = &(m).

Die Injektivitat von & impliziert nun m = f(m’) €im f. O

Bemerkung. Die Beweistechnik vom Beweis von Lemma 8.1 bezeichnet man aus
evidenten Griinden als Diagrammjagd. Solche Diagrammjagden sind oft sehr einfach
visuell am Diagramm selbst durchfiihrbar, aber notorisch kryptisch, wenn man diese
auf Papier aufschreibt (siehe oben!). Man probiere selbst den Beweis von Lemma 8.1
anhand des dortigen Diagramms zu fiihren, ohne auf den hier notieren Beweis zu
schauen.’

Wir kommen nun zum Schliisselergebnis unserer Untersuchungen der Modultheo-
rie von Hauptidealbereichen:

Satz 8.2 (Hauptsatz). Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Es existieren Zahlen k und ¢, sowie Ideale R D a; 2 a, 2 ... 2 a, D {0gx} mit
einem Isomorphismus

J4
M =R e (P(R/a).
i=1

LAluffi [1, Seite 182] schreibt im Zusammenhang mit Diagrammjagden: ,,Dear reader: don’t shy
away from trying this, for it is excellent, indispensable practice. Miss this opportunity and you will forever
feel unsure about such manipulations.*



8.1. DER HAUPTSATZ 137

M’ MM M /& (M) &' (M)
M M M/M' — 0
l@ H E
J
(M) 2y M M/®' (M) — 0.

Abbildung 21. Veranschaulichung von Lemma 8.1, wenn f und g
jeweils die Inklusionen von Untermoduln von M = N darstellen: Ein
Untermodul M’ (dicke Linie durch den Nullpunkt) in einem R-Modul
M. Die diinnen Linien zeigen Nebenklassen x + M’ mit x € M. Die
Nebenklassen bilden den Faktormodul M /M’. Tauscht man M’ durch
eine isomorphe Kopie ®'(M’) € M, so dndern sich zwar die den Ne-
benklassen zugrunde liegenden Mengen, aber man erhilt dennoch
isomorphe Faktormoduln.

(2) Es existieren Zahlen k und s, Primideale p.,...,p, (nicht notwendigerweise
verschieden) und Exponenten v4,..., v, € N mit einem Isomorphismus

M =R e (DR/p)).
j=1

(3) Die Zahlen k, £, s, sowie die oben auftretenden Ideale in (1) und (2), sowie
deren Vielfachheiten, sind jeweils eindeutig bestimmt (wobei Eindeutigkeit
bei (2) bis auf offensichtliche Permutation der Primideale nebst zugehoriger
Exponenten zu verstehen ist).

Bemerkung 8.3. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein R-Modul.

(1) Die Zahl k in Satz 8.2 lasst sich auch charakterisieren als die maximale
Anzahl linear unabhéngiger Elemente in M und wird auch als Rang von M
bezeichnet.

(2) Die Isomorphismen in Satz 8.2 (1) und (2) sind im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt. Das Bild von R‘@0@. .. in M unter dem Isomorphismus

14
(8.1) M =R o P(R/a)
i=1
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Abbildung 22. Veranschaulichung des ;
Z-Moduls M = Z & (Z/6Z) als auf ei- i } i
nem Zylinder angeordnete Punkte: Die Lo C;)_T‘r‘;
Summe zweier Punkte erhdlt man durch w
ﬁdditionfdgr jeweiligen iéhen und Dre- o S VTS
ung auf den eingezeichneten Kreisen - l
(in offensichtlicher Weise). Die Torsions- Kr—_otﬁ(./‘
elemente von M sind genau die Elemen- M: 'x‘? | /t 0
te mit Hohe 0, also die Punkte auf dem K‘._(){g/_‘ i
dick gezeichneten Kreis, und auch keine e )
weiteren Elemente (jedes Element mit >\L( )_/‘//
Hohe # 0 ,,entkommt“ bei Skalarmulti- 3 Q?— """" ?' T~
plikation mit Elementen aus Z \ {0} gen KV//
Unendlich, ohne das Nullelement zu tref- | ‘ |
fen). |

(3)

4)
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ist ebenfalls im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. (In Abbildung 22
kann man ein Beispiel hierfiir erkennen; Man {iiberlege sich die zugehorigen
Details.)

Hingegen das Bild von 0 & EBf:l(R/ ;) in M unter obigem Isomorphis-
mus (8.1) ist wohl-bestimmt; Es stimmt mit dem Torsionsuntermodul von
M

Tor(M)={xeM : Ax =0 fiirein A €R\ {0z} }

iiberein. Die Elemente von Tor(M ) heilsen Torsionselemente. Gilt Tor(M) =
{0}, so nennen wir M torsionsfrei und ein Modul M mit Tor(M) = M
(dquivalent: k = 0 in Satz 8.2) heil3t Torsionsmodul. Man vergleiche auch
Abbildung 22! Ferner schreibt sich (8.1) damit auch als

M =R @ Tor(M).

Der erste Faktor R* ist frei. Da RY) fiir jede Indexmenge torsionsfrei ist folgt,
dass alle freien Moduln torsionsfrei sind. Fiir jeden endlich erzeugten Modul
M iiber einem Hauptidealbereich gilt somit gemaR der obigen Zerlegung: M
ist genau dann frei, wenn M torsionsfrei ist. Man erkennt fiir diese Moduln
Tor(M) gewissermal3en als eine ,,Obstruktion“ zu Freiheit. Das prézisere
Studium derartiger Gedankengénge gehort in das Gebiet der homologischen
Algebra.

Die eben hergestellte Beziehung zwischen Freiheit und Torsionsfreiheit
scheitert {iber nicht-Hauptidealbereichen R i.Allg. sogar im endlich erzeugten
Fall. Die Untermoduln (2,X) C Z[X] und (X,Y) c C[X, Y] sind nidmlich als
Untermoduln freier Moduln selbstverstandlich torsionsfrei. Allerdings sind
diese nicht frei (siehe Beispiel 6.12 (4)).
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Beweis von Satz 8.2. Nach Voraussetzung gibt es (nach Definition von ,endlich er-
zeugt“) fiir ein n € N, einen surjektiven R-Modulhomomorphismus g: R" - M. Der
Kern von g ist ein Untermodul des (laut Beispiel 7.4 (3) und Proposition 7.2 (2))
noetherschen Moduls R", und daher endlich erzeugt laut Satz 7.1. Wir haben al-
so einen surjektiven R-Modulhomomorphismus R™ - ker g. Dessen Verkniipfung
mit der Inklusion ker g < R" bezeichnen wir mit f. Wir fassen dies in folgendem
kommutativen Diagramm (mit exakten Zeilen und Spalten) zusammen:

0

T

0 —— kerg ©

=

Rm

Ik, Rn M 0.

Hierbei ist
(8.2) M =img =R"/kerg =R"/imf.

Dies fiihrt auf die folgende fundamentale Beobachtung:

Wir konnen M allein durch die Kenntnis von f beschreiben!

Die Abbildung f ist von der Form f = (x +— Ax) mit einer geeigneten Matrix A €
R™™, Diese Matrix lasst sich nun mittels Satz 7.5 via zweier invertierbarer Matrizen
SeRV”™ und T € R™™ in Smith-Normalform {iiberfiihren, sagen wir SAT = D, mit
D wie in (7.3). Wir schreiben im Folgenden fy fiir den einer Matrix X (iiber R)
zugeordneten R-Modulhomomorphismus. Aus Lemma 8.1 ergibt sich nun der dritte
vertikale Isomorphismus im folgenden Diagramm

R L R" —— RYimf —— 0
Zlfrfl ; ZJ.fS ?iEI
R™ —— R" R"/imf, —— 0.

Also ist M =R"/im f = R"/im f;,. (Siehe auch Abbildung 21 fiir eine Veranschauli-
chung davon.) Wir haben (siehe (7.3)!)

d Or Or
Or d, Or
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wobei in den Spalten jeweils nur die d;-Eintrédge von Null verschieden sind. Daraus
folgert man leicht mittels Proposition 6.13 (3)

(8.3) M =R"/imf, 2 PR/(d;)) ®R* mit k=n—r.

j=1
Gilt (d;) = R, so ist der zugehdrige Summand R/R trivial und kann weggelassen
werden.” Insgesamt erhélt man also (1) mit a; = (d;,,), wobei h minimal mit der
Eigenschaft (d,,,) # R gewahlt ist.

(Man mache sich in Fortsetzung von Beispiel 7.7 anhand von Abbildung 23 Klar,
dass die hier erhaltenen Isomorphismen auch konkret berechnet werden kénnen,
wenn man zu einem endlich erzeugten R-Modul M Erzeuger von M, sowie Erzeuger
des Kerns der Surjektion von R" — M kennt, welche die Standardbasiselemente von
R™ auf die fraglichen Erzeuger von M abbildet.)

Fiir (2) benutzen wir (1). Jedes dort auftretende Ideal a; wird von einem Element
a; erzeugt. Dieses zerlegt sich im Hauptidealbereich R, der ja auch faktoriell ist, in
eine Einheit mal Potenzen paarweise nichtassoziierter Primelemente von R. Wir haben
etwa

a = (pfilp;’iz .. .p;}it>'
Dann ist

[/ I4 t
M =R o (D(R/a) =R* o (D DR/ (p)"))
i=1 i=1 j=1
nach dem aus der Einfiihrung in die Algebra bekannten Chinesischen Restsatz.

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage (3) zeigen wir zunachst, dass man den
Schritt von (1) zu (2) auch umkehren kann. In der Tat, ordnet man die Summan-
den aus (2) nach den Primelementen und (pro Primelement) nach aufsteigenden
Exponenten, also etwa

t £0)
~ k Lj S .
M =R 6@@(13/13?]); (Vi My S g5 <o S mygg)
j=1 =1
so kann man mit dem chinesischen Restsatz wieder Summanden, die zu verschiedenen
Primidealen gehoren, zu einem Term R/qa; wie in (1) zusammenfassen, wobei man
noch auf die Kettenbedingung

RDa;2a,2...2a,D{0g}

zu achten hat. Man stellt fest, dass die Kettenbedingung nur erfiillt wird, wenn man die
Primidealpotenzen wie folgt zusammenfasst:> Man setze £ = max{£(j):1<j <t}

Das tragt der Tatsache Rechnung, dass man bei der Wahl von Erzeugern von M, also der Wahl des
surjektiven Homomorphismus g: R" — M auch n kiinstlich grol§ wéhlen kann, indem man iiberfliissig
viele Erzeuger wahlt.

3Diese Uberlegung mag beim ersten Lesen wegen der vielen Indizes und Parameter recht unver-
standlich wirken. Wir geben im Anschluss an diesen Beweis ein konkretes Beispiel hierzu, anhand
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drat markiert.
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(b) Dieselben Moduln wie oben, aber dieses (¢) Wieder dieselben Moduln, aber nun
mal mit eingezeichneten Gitterlinien, dievon mit eingezeichneten Basen (%), ((1)), sowie
der Wahl der Basis (}), () von M und der (2), (§). Hier ergibt sich M/M’' = (Z(3) ®
Basis (3), () von M’ herriihren. Die Struk-  Z(}))/(Z(3) @ Z8(})) = (2/Z) @ (Z/8Z) =
tur des Faktormoduls M /M’ ist hier nicht Z/8Z.

unmittelbar ersichtlich.

\ O—O0 O—0 \ O—0
IBUSNESNDE VA
et N LN INAT]

Abbildung 23. Fortfithrung von Beispiel 7.7. Dort wurden fiir eine
Matrix A invertierbare Matrizen S, T € Z?*? bestimmt derart, dass
SAT = (') in Smith-Normalform ist. Man beachte AT = (28) und
vergleiche dies mit den in der Abbildung gewihlten Basen.
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und o ,
a, = <p111p212 .. 'pth)’

— Vo1 10V £2
a, = (p121p222 .. .pt2t>’

a, = (p;élp;’& .. :’a))
mit Exponenten v,, € N, gegeben durch

T falls . :=i—( —£(j)) =1,
Y 0  sonst.

Die Darstellungen aus (1) und (2) kann man also in eindeutiger Weise ineinander
umrechnen. Es geniigt daher die Eindeutigkeit der Daten in (2) zu zeigen. Der
technische Vorteil besteht hierbei darin, dass R/p ein Korper ist. (Die Primideale eines
Hauptidealbereichs sind ndmlich stets maximal, da diese jeweils von einem primen
und also irreduziblen Element erzeugt werden und irreduzible Elemente maximale
Ideale erzeugen.)

Wir beginnen zunichst mit dem Beweis der Eindeutigkeit von k. (Hierfiir konnten
wir tatsachlich auch mit (1) arbeiten.) Wir fassen R als Teilring seines Quotientenkor-
pers K = Quot(R) auf und beschéftigen uns mit einem Isomorphismus

M =R e (D(R/p))
j=1
wie in (2). Mit Korollar 6.8 folgt

k s
Homg(M,K) 2= | [Homg(R,K) x | [Homu(R/p?,K).
u=1 j=1
Laut Proposition 6.10 ist Homg(R,K) = K. Andererseits besteht Homg(R/a, K) fiir
beliebige Ideale a 2 {0z} nur aus der Nullabbildung, denn fiir jedes f € Homg(R/a,K)
und x € R/a gilt fiir ein beliebiges Element y € a \ {0z}

fO)=1gf () =1pf (x) = y 'y f(x) = y ' f((y mod a)x)
= y_lf((o mod a)x) = y_lf(OR/a) = )’_101( = Ok
Insgesamt ergibt sich also
Homg(M,K) = K*,

Nun l&sst sich die auf Homz(M, K) (punktweise!) definierte R-Skalarmultiplikation
aber auch in offensichtlicher Weise zu einer K-Skalarmultiplikation erweitern. Damit
wird Homg(M, K) zu einem K-Vektorraum und der obige R-Modulisomorphismus er-
weist sich sogar als Isomorphismus von K-Vektorriumen, wie man unschwer erkennt,

wenn man sich an dessen explizite Beschreibung in Korollar 6.8 entsinnt. Insbeson-
dere handelt es sich bei k um die Dimension von Homgz(M, K) als K-Vektorraum;

dessen die Idee hoffentlich als ganz offensichtlich erkannt werden kann und klar wird, dass die
Schwierigkeit hier ganz und gar in der notwendig umstindigen Notation begriindet liegt.
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Da diese — wie aus der linearen Algebra bekannt — eindeutig bestimmt ist, ist k
eindeutig durch M bestimmt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit der Primideale p,, ..., p, nebst zugehoriger Expo-
nenten v,,..., v, € N (bis auf Permutationen) bedienen wir uns einer dhnlichen Idee.
Es sei N ein beliebiger R-Modul. Man beachte, dass zu beliebigem Primideal p von
R und Exponent v € N die Skalarmultiplikation beim Faktormodul p” N /p”N mit
einem Skalar A € R nur von der Restklasse A mod p abhingt. So wird p**N/p’N zu
einem R/p-Modul, also zu einem R/p-Vektorraum. (Man beachte unsere eingangs
erwéhnte Vorbemerkung, dass R/p wirklich ein Korper ist.) Die Zahl

(8.4) d’(N) := dimg,(p” "N /p’N)

ist also wohl-definiert. Tatsachlich ist diese sogar invariant unter R-Modulisomor-
phismen, wie man sich mittels Lemma 8.1 tiberlegen kann, da dieses einen R-Mo-
dulisomorphismen zwischen den in (8.4) auftretenden Faktormoduln liefert und
fiir die eben definierte Skalarmultiplikation unmittelbar sieht, dass diese von jenem
Isomorphismus respektiert wird. Man bestatigt leicht die folgenden Rechenregeln
(siehe unten):

. dpv(M1 ®M,) = dp”(Ml) + dp”(Mz) < oo fiir alle endlich erzeugten R-Moduln
M, und M,;

° dpv(R) =1;

° de(R/q”) = 0 jedes Primideal q # p von R und jeden Exponenten 1) € N;

. dp”(R/p”) =1 falls v < 7, und = 0 sonst.

Daraus folgert man leicht
d:(M)=k+#{1§sz:p=pj und v < v;}.

Das liefert die Eindeutigkeitsaussage. (Tatsachlich erhalten wir unter Berticksichti-
gung von lim dp”(M ) = k einen zweiten Beweis fiir die Eindeutigkeit von k.)
y—00

Wir skizzieren abschlielend noch ein paar Kernpunkte zu den oben erwdhnten
Rechenregeln. Die erste sei den Leserinnen und Lesern iiberlassen. Fiir die {ibrigen
drei seien p = (p) und q = (q) zwei verschiedene Primideale von R. Nun sind alle
drei Moduln R, R/q" und R/p" von einem Element erzeugbar (ndmlich 1, 1; + q"
bzw. 1z +p™). Da sich dies auf den Faktormodul in (8.4) tibertragt, ist die zugehorige
Dimension als R/p-Vektorraum hochstens 1. Wegen p*~! ¢ p” folgt daraus schon
dp”(R) = 1. Ferner ist p + q7 € R/q" eine Einheit und dementsprechend ist p’N = N

fiir N =R/q". Das zeigt d;(R/q”) =0.Nun sei N =R/p". Ist v > 7, so ist p” "N der
Nullmodul und es folgt d;(R/ p") = 0. Analog sieht man fiir v < 1 wegen p”~! ¢ p",
dass dp”(R/ p") nicht gleich 0 (und somit gleich 1) ist. O

Wir diskutieren anhand eines Beispiels, wie man in Satz 8.2 von (2) auf (1)
kommt.
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Beispiel. Man betrachte
M:=(z/2*2)® (2/2°7)® (2/2°7)) ®
®((z/32)®(Z2/32)® (Z/3°Z)) ®
®(Z/5Z) ®
®((z/7°z2) ® (2]7%7)).

Wir denken uns die Summanden als Z/ p;."” Z und tabellieren die Exponenten wie
folgt:

t\j|1 2 3 4
1 (21
2 |31 2

3 |3 51 2

Liest man dieses Schema nun zeilenweise, wobei Leerstdnde als Null-Exponenten zu
verstehen sind, so erhilt man

M =(z/2%23'2) @ (2/233'7%2) ® (2/233°5'7%7).

Man beachte ferner 223! | 233!72 | 233°5!72 und man macht sich leicht Klar, dass die
hier gefundene Gruppierung der Exponenten die einzige ist, welche diese Teilerket-
tenbedingung realisiert. (Man erprobe dies etwa dadurch, dass man die Spalten mit
Leerstinden in obiger Tabelle nach oben schiebt.)

Beispiel. Wir berechnen dpv(M ) fir

M =R" e (R/p)® (R/p)® (R/p*)® (R/p") ® (R/q),

wobei p # q zwei verschiedene Primideale von R bezeichnen mégen. Unter Ausnut-
zung der im Beweis von Satz 8.2 gegebenen Rechenregeln erhilt man beispielsweise

d}(M) =10d7(R) + d(R/p) + d;(R/p) + d;(R/p*) + d;(R/p*) + d;(R/q)
=10-1+0+0+1+1+0=12.

Ganz analog berechnet man die iibrigen Eintrédge in der folgenden Tabelle:

v |1 2 3 4|5 6
d) (M) 14 12 11 11|10 10
dp”(M)—de“(M) 2 1 0 1/0 O

Aus der letzten Zeile lasst sich offenbar die Anzahl der Summanden R/p” ablesen,
welche in M vorkommen. Ferner gibt der konstante Rest der mittleren Zeile den Rang
von M an.

Bemerkung 8.4. Man beachte die ,fundamentale Beobachtung“ aus dem Beweis von
Satz 8.2 und beachte, dass diese eine Strategie suggeriert, um die Invarianten und
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den Isomorphismus aus Satz 8.2 (1) explizit zu berechnen. Was man hierzu benétigt
ist eine exakte Sequenz

rm L, gn M 0,

bei der man [f ]" berechnen, und anschliefend auf Smith-Normalform bringen kann.
Unter diesem Gesichtspunkt studiere man erneut Abbildung 23 und beachte auch die
Zusatzaufgaben auf Seite 153.

Zur Tllustration der in Bemerkung 8.4 erwdhnten Strategie geben wir ein Beispiel.
Eine kompliziertere Variante davon ist Aufgabe 15.1.

Beispiel. Angenommen, wir haben eine abelsche Gruppe G von der wir wissen, dass
sie von vier Elementen a, b, c,d € G erzeugt wird: G = (a, b, ¢, d). Ferner sei bekannt,
dass zwischen a, b, ¢ und d die folgenden Relationen gelten:

20a =12b+3c, 4b=c, c=d.

(Mit Blick auf die letzte Relation sehen wir schon, dass ¢ und d gleich sind und man
sich auf G = (a, b, c) einschrdnken konnte. Wir kiirzen hier allerdings absichtlich
nicht ab.) Wir betrachten nun den surjektiven Z-Modulhomomorphismus g: Z* — G
mit

1 0 0 0
0 1 0 0
0|~ 0 — b, 1l—e 0 —d.
0 0 0 1

Die oben angegebenen Relationen liefert die folgenden Elemente im Kern von g:

20 0 0

—12 4 0

3 =1 || 1 ckerg.
0 0 —1

Wir gehen davon aus, dass die obigen Relationen alle Relationen sind, in dem Sinne,
dass sich alle weiteren Relationen zwischen den Erzeugern a, b, c und d von G aus
diesen ableiten lassen; oder dquivalent: wir nehmen an, dass die obigen drei Vektoren
den Kern von g erzeugen. Unsere eben getroffene Annahme garantiert, dass der Z-
Modulhomomorphismus f: Z° — Z* mit

20 0 0

1 0 0
@-(3) 6-) 0
0 0 0 0 1 —1
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genau im f = ker g erfiillt. Natiirlich ist

20 0 0
~12 4 0
o 0 -1

Wir transformieren [ f ];‘ nun auf Smith-Normalform. Durchfiihrung des bekannten
Gauls-artigen Verfahrens liefert:

[F1wr o

[N ool
NN TNl
o OO

Wie in (8.3) ergibt sich

Z 7 7 7 .Z
— e —0—0—=—
1Z ~1Z  4Z ~ 0Z 4Z

und es geniigen tatsdchlich zwei statt vier Erzeuger. Mit etwas mehr Geduld kénnte
man sich nun auch noch Matrizen tiberlegen, welche [f ]} auf Smith-Normalform
transformieren und daraus ergidben sich dann auch explizite Darstellungen von
Elementen (als Z-Linearkombinationen der urspriinglich gewéhlten Erzeuger a, b,
¢ und d von G), welche unter dem eben notierten Isomorphismus die Rollen von
(12/42,02) und (04,45, 1,) tibernehmen kénnen.

GZ=

8.2. Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen

Wir erkennen nun Beispiel 6.1 leicht als Spezialfall von Satz 8.2 (1). Zur Illustra-
tion bestimmen wir alle abelschen Gruppen 72 = 23 3% Elementen bis auf Isomorphie
(siehe auch [33, Beispiel 5.4]). Die Zahl 72 konnte hier problemlos durch eine belie-
bige andere Zahl ausgetauscht werden, deren Primfaktorzerlegung man kennt. Im
Verlauf des Beispiels zeigt sich allerdings schnell, dass ,spannende® Effekte erst sicht-
bar werden, wenn man eine Zahl mit hinreichend reichhaltiger Primfaktorzerlegung
wahlt.

Beispiel 8.5 (Isomorphietypen abelscher Gruppen mit 72 Elementen). Da es sich bei
den abelschen Gruppen mit genau 72 = 232 Elementen genau um die Z-Moduln
mit genau 72 Elementen handelt, ist Satz 8.2 anwendbar. Sei M also ein Z-Modul
mit 72 Elementen. Jedes Element von M hat endliche Ordnung. Man sieht also, dass
M ein Torsionsmodul ist und Satz 8.2 liefert einen Isomorphismus

14
M= P(z/a2)



8.2. KLASSIFIKATION ENDLICH ERZEUGTER ABELSCHER GRUPPEN 147

mit (0.B.d.A. positiven) ganzen Zahlen 1 < a, | a, | ... | a, (a; teilt a,, a, teilt as,
etc.). Ferner ist

{

72 =#M = #(@(Z/aiz)) = ﬁ#(Z/aiZ) =a,a,- - q.

i=1

Zusammen mit der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z liefert dies hinreichend
starke Einschrdnkungen an die a;, um diese zu bestimmen. Schreiben wir abkiirzend
C, fiir den Z-Modul Z/dZ, so haben wir nur die folgenden Moglichkeiten:

f]a,|...|a, | Isomorphietyp von M gemaf3...

Satz 8.2 (1) | Satz 8.2 (2)
172 Coy Cy ® Cs
22|36 C, ® Csq C, ®Cyp ®Csp
23|24 Cy ® C,, Cys ® C5 @ Cq
26|12 Ce ® Cyy C, ®Cp®Cy®Csy
312]2]18 |C,®C,®Ci5|C, ®C, ®C,®Cs
312|616 C,9Ce®Cy |Cy ®C, ®8C,®C30Cy

Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage in Satz 8.2 sind auch alle diese Isomorphietypen
paarweise verschieden (und treten selbstverstidndlich auch auf, da wir ja in der Tabelle
entsprechende Moduln auch angegeben haben).

Beispiel 8.6 (Isomorphietypen von endlichen abelschen Gruppen). In Verallgemeine-
rung von Beispiel 8.5 erkennt man mittels der Klassifikation aus Satz 8.2 (2) und der
zugehorigen Eindeutigkeitsaussage Folgendes: Ist n =p,"---p,* die Primfaktorzerle-
gung von n > 1, so gilt fiir die Anzahl a(n) der Isomorphietypen abelscher Gruppen
mit genau n Elementen

a(n) =p(v1)---p(v),

wobei p(v) die Anzahl der Moglichkeiten bezeichne, mit denen man v in eine Summe
positiver ganzer Zahlen zerlegen kann;* Beispielsweise haben wir

p(1)=1, p2)=2, pB)=3, p(4)=5,
wegen2=14+1,3=24+1=1+4+1+1 und

4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1.

“*Hier ist einer der seltenen Fille in dieser Vorlesung, wo der Buchstabe p nicht fiir eine Primzahl
steht. Die Bezeichnung p( -) fiir die hier angesprochene Partitionsfunktion ist allerdings hinreichend
ubiquitar, dass es unserios gewirkt hitte, diese umzubenennen.
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Man veranschaulicht sich solche Partitionen auch gerne mittels sogenannten Ferrers-
Diagrammen, hier etwa fiir p(4):

4 | 3+1 | 242 | 24141 | 1+1+1+1

Gemal} der obigen Formel reproduzieren wir auch das Ergebnis aus Beispiel 8.5, dass
es genau a(72) = a(2332) = p(3)p(2) = 3 - 2 = 6 verschiedene Isomorphietypen von
abelschen Gruppen mit genau 72 Elementen gibt.
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Abbildung 24. Plot der Werte a(1),a(2),...,a(73), wobei a(n) die
Anzahl der verschiedenen Isomorphietypen abelscher Gruppen mit
genau n Elementen bezeichnet.

8.3. K[X]-Moduln und Normalformen

Das nachste Beispiel ist eine Fortsetzung von Beispiel 6.2 und von seiner Aussage
her natiirlich nichts Neues. Die Absicht ist hier nur hervorzuheben, dass Satz 8.2
auch die Klassifikation endlich-dimensionaler Vektorrdume mit einschlie3t. (Man
beachte allerdings, dass wir wihrend des Beweises von Satz 8.2 (3) auch schon auf
den Dimensionsbegriff fiir Vektorrdume zuriickgegriffen haben.)

Beispiel 8.7 (Vektorraumdimension). Sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-
Modul, also ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist V natiirlich torsionsfrei
(denn fiir x € Vund A € K\ {Og}ist A7}(Ax) = (A *A)x = 1x = x, also Ax # 0) und
Satz 8.2 liefert V = K* fiir eine eindeutig bestimmte Zahl k € N,,. Selbstverstindlich
ist k = dimy V die wohl-bekannte Vektorraumdimension.

Sei K ein Korper. Wir hatten bereits in Beispiel 6.3 festgestellt, dass jeder K-
Vektorraum V zusammen mit einem Endomorphismus f: V — V und der dadurch
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induzierten Skalarmultiplikation

K[X]xV—V, (Bv)— Pv:=(P(f)()
zu einem K[X ]-Modul wird.
Beispiel. (X>*—X +3,v) = f(f(v))— f(v) + 3id, (v).

Tatsachlich entsteht jeder K[X ]-Modul V auf diese Weise, denn die Einschran-
kung der Skalarmultiplikation auf K x V (siehe Bemerkung 6.6) macht V zu einem
K-Vektorraum und durch die Vorschrift v — Xv erhélt man einen K-Vektorraum-
Endomorphismus f von V, der beziiglich der zuvor beschriebenen Operation auch
die K[X ]-Modulstruktur auf V reproduziert.

Die obige Diskussion liefert also zueinander inverse Operationen®

-—

Paare (V, f)
{K[X]'ModulnV} — ~ {mit K-Vektorraum V} )

und f € Homg(V,V)
Zwischen zwei K-Vektorraumen V und W gibt es im Allgemeinen viele Homomor-
phismen. Welche davon sind auch K[X ]-Modulhomomorphismen, wenn auf V. und W
auch jeweils K[ X ]-Modulstrukturen gegeben sind? Die fraglichen K[X ]-Modulstruk-
turen seien gegeben durch Abbildungen f € Homy(V, V) und g € Homg (W, W). Ist
®: V — W ein K[X ]-Modulhomomorphismus, so gilt fiir jedes v € V

(2o f)V)=2(f (v)) =2(Xv) =X(v) = g(2(v)) = (g 0 2)().

Wir haben also ® o f = g o ®, d.h. das Diagramm

vV —2 > w
b
vV —2 s w

kommutiert. Umgekehrt rechnet man auch leicht nach, dass jeder K-Vektorraumhomo-
morphismus ®: V — W mit ® o f = g o sogar ein K[X ]-Modulhomomorphismus
ist. Wir fassen dies durch Ergédnzung des obigen Schaubildes wie folgt suggestiv

SHier sollte man etwas Vorsicht walten lassen, da die Gesamtheit aller K[X ]-Moduln von der hier
die Rede ist, keine Menge, sondern eine echte Klasse bildet. Derartigen mengentheoretischen Problemen
kann man mithilfe von Klassen, oder Grothendieck-Universen ausweichen, aber der zweckmal3igste
Zugang ist vielleicht, diese hier einfach zu ignorieren; Tatsdchlich wenden wir im Folgenden den
Dualismus zwischen K[X ]-Moduln V und Paaren (V, ) ohnehin stets nur fiir einzelne Moduln an.
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zusammen:
 Paare (V, f) )
mit K-Vektorraum V
K[X]-Moduln V —, Jund f e Homy(V,V)
{K [X ]-Modulhom. &: V — W} — K-Vektorraumhom. } '
®: (V,f) — (W, g)
(mitPof =god

Sei (V, f) nun ein K[X ]-Modul, der als K-Vektorraum endliche Dimension hat.
Dann ist Homy (V, V) endlich-dimensional und die unendliche Folge von K-linearen
Abbildungen

v— X%, ve— X'y, v+— X2,
ist K-linear abhéngig. Es gibt also ein Polynom P € K[X ] derart, dass fiir alle v € V
die Gleichung Pv = 0 gilt. (Das normierte Polynom kleinsten Grades mit dieser
Eigenschaft ist das aus der linearen Algebra bekannte Minimalpolynom von f.)
Insbesondere ist V als K[ X ]-Modul ein Torsionsmodul.® Mit Satz 8.2 (2) finden wir
also einen K[X ]-Modulisomorphismus

®: V—— EDKIX1/p})

j=1
fiir geeignete Primideale p4,...,p, und Exponenten v,,..., v, €NN.

In jedem K[X]-Modul K[X]/q mit Ideal q = (P"), P € K[X] irreduzibel und
normiert, und v € N, bildet

B: 1,X,..,x%P1 pxp . xdel-ip  prl xpvi o xdesP-lprl

VT v VT
Block aus deg P Elementen Block aus deg P Elementen Block aus deg P Elementen

nach Reduktion modulo q eine K-Basis von K[X ]/q als K-Vektorraum. Wahlt man fiir
jeden Summanden K[X ]/ p/i mitp; = (P;) und P; € K[X ] normiert eine Basis nach
diesem Schema so erhéilt man ein kommutatives Diagramm von K-Vektorrdumen

v f v

t o

(KIX)/p)) —m2m0, (KX ]/p))
j=1

(Komponentenweise)

e b

J

wobei das obere Quadrat kommutiert, da ® ein K[X ]-Modulisomorphismus ist, und
die Matrix A so gewdhlt sei, dass auch das untere Quadrat kommutiert.

6Achtung: Als K-Modul (also als K-Vektorraum) ist V natiirlich frei und insbesondere torsionsfrei.
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Wie sieht A aus? — Da die mittlere horizontale Abbildung in obigem Diagramm die
einzelnen Summanden respektiert, hat A jedenfalls schon mal Blockdiagonalgestalt,
bestehend aus s Blocken und der j-te Block besteht aus der Darstellungsmatrix der
linearen Abbildung

K[X]/q— K[X]/a, Q—XQmodg, (q=p}’)

beziiglich der oben gewéhlten Basis. Wir lassen den Index j fiir den Moment weg
und betrachten die Basis 98 von oben. Die darzustellende lineare Abbildung, die als
Multiplikation mit X mod p” wirkt, bildet den i-ten Vektor in den Blocken von %
auf den (i + 1)-ten Vektor ab, sofern dieser sich noch im selben Block befindet. (Mit
,Block“ meinen wir die oben mit geschweiften Klammern gruppierten Vektoren). Die
fragliche Darstellungsmatrix sieht also wie folgt aus:

]

—_

= O

—

\ | ete. )

wobei hier jede (deg P)-te Spalte eine noch niaher zu bestimmende ,,?“-Spalte ist. Um
auch diese zu bestimmen, schreiben wir

P=X"+a,, X" '+a,X +a,
und bemerken

X(xdeeP1pty = X"pi = (P —a, X" ' —...—a, X —a,)P"

(8.5) . . . .
=pP*'—q,_ X" 'P'—...—a;XP'—a,P'.
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Die obige Matrix hat also die Form

19 o )

0. |
1
0!
1i_a.n—l
1 |0 L —d,
10 ! ’
|
0
1i_an—1
1
\ etc.}

also Blockdiagonalform mit quadratischen Blocken

B(P) — 1 . i eKnxn’
L0
]. i —Cln_l

die durch sogenannte Verkettungseinsen miteinander verbunden sind:

1. )

B(P)

B(P)

\ J

(Man beachte, dass unter dem letzten B(P)-Block keine Verkettungseins mehr auftritt,
da der Term P! in (8.5) fiir i = v — 1 nach Reduktion modulo q = (P”) wegfillt.)
Die Matrix B(P) heil3t Begleitmatrix zum Polynom P. Die Matrix A besteht nun
aus Blocken dieser Bauart. Die so erhaltene Normalform nennt man oft (primdre)
rationale Normalform, oder auch gelegentlich Frobenius-Normalform, obwohl
man in der Literatur auch héufig Varianten hiervon findet, die von einer anderen
Basiswahl & herriihren; In jedem Fall ist das zugrundeliegende Prinzip aber Satz 8.2
(ob in der Form (2), oder (1)).




8.3. K[X]-MODULN UND NORMALFORMEN 153

Man kann auch hier wieder zugehorige Eindeutigkeitsaussagen treffen, aber wir
verzichten auf die zugehorigen Ausfithrungen.

Speziell wenn der Korper K algebraisch abgeschlossen ist, sind die obigen Prim-
ideale p; von der Form p; = (X — x;) fiir geeignete x; € K. Die zugehérigen Matrizen
B(X —x;) haben die Form B(X —x;) = (x;) € K'*!. Wir erhalten das folgende Resultat:

Korollar 8.8 (Jordansche Normalform). Sei V ein Vektorraum iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K und f: V — V ein Endomorphismus. Dann gibt es eine Basis
von V beziiglich der sich f als Blockdiagonalmatrix darstellt, wobei die Blocke auf der
Diagonalen konstant sind, auf der ersten unteren Nebendiagonalen konstant Eins sind,
und sonst iiberall Nullen als Eintrdge haben.

Wir schliefSen mit der folgenden Serie von Behauptungen, die der Leserin oder
dem Leser zur freiwilligen Ubung tiberlassen sein. (Achtung: Hierzu sollte man mit
den hier gefiihrten Beweisen sehr vertraut sein!)

e Seinun K ein Korper und B eine beliebige nxn-Matrix iiber K. Der K[X ]-Mo-
dul (K", f5) mit fz: K" — K", v — By ist dann (als K[X ]-Modul!) isomorph
zum Faktormodul (K[X])"/M’, wobei M’ das Bild des K[X ]-Homomorphis-
mus

Y1 Ik Y1
KX])" — KIX])", ()H(X( )—3)(5)
Yn 1K Yn

bezeichne. (Fiir mehr Details siehe Aufgabe 15.3!)
e Man benutze die obige Aussage fiir K = C und

130 2
000 —1
B=lo 11 1
020 3

um zu zeigen, dass der C[X ]-Modul (C", f5) isomorph zu

C[X] C[X] ~ C[X] C[X] C[X]
X-1) (X-Dxx-2) -1 (X-1)2) X-2)
ist. (Einige Vorarbeit wurde schon in Beispiel 7.6 geleistet; Man reflektiere
auch erneut iiber Bemerkung 8.4 und erinnere sich an (8.3).)

e Man folgere aus den obigen Ergebnissen, dass es eine invertierbare Matrix
T € C** mit

1
T7'BT =
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gibt. (Das gewtiinschte Lernziel hier ist die Einsicht, dass das Vorgehen aus
Beispiel 7.6 zur Bestimmung der rationalen Normalform einer durch eine
Matrix gegebenen linearen Abbildung hergenommen werden kann.)

Als letzte Anwendung geben wir noch ein unscheinbares Ergebnis aus der linearen
Algebra an, fiir dessen Beweis die hier entwickelte Theorie instrumentell ist. Unge-
achtet der Einfachheit der folgenden Aussage, ist mir dennoch kein Beweis davon
bekannt, welcher mit weniger starken Mitteln auskommt.

Korollar 8.9. Sei K ein beliebiger Korper und A eine nxn-Matrix iiber K. Dann ist A
dhnlich zu ihrer Transponierten.

Beweis. Es gilt K} = K}, (als K[X ]-Moduln) nachzuweisen. Geméf} der obigen Kom-
mentare ist der [somorphietyp dieser Moduln allerdings durch die Smith-Normalform
von X1, —Abzw. von X1, —A" = (X1, —A)" bestimmt. Jene Smith-Normalformen
stimmen allerdings gemaf3 Aufgabe 14.3 iiberein. Daraus folgt die Behauptung. [J

8.4. Wohin nun?

Wir haben nun zwei grof3e Anwendungsbeispiele fiir den Hauptsatz (Satz 8.2)
gesehen:

e die Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen (§ 8.2) und
e die Frobenius-Normalform (§ 8.3).

Das angesprochene Klassifikationsergebnis war uns bereits aus der Einfiihrung
in die Algebra jedenfalls fiir endliche abelsche Gruppen bekannt ([33, Satz 5.3)).
Tatsachlich hatten wir mit [33, Proposition 5.1] aber fast schon den ganzen Hauptsatz
fiir R = Z in der Hand. Was fehlte, war die allgemeine Form der Eindeutigkeitsaussage
in Satz 8.2 (3). Damals scheiterte es jedoch nicht an technischer Fihigkeit, sondern
eher an Faulheit. Unter Ausnutzung vom Sylow-Satz zur Existenz von p-Untergruppen
lief3 sich der Eindeutigkeitsbeweis im Falle endlicher Gruppen némlich in abgekiirzter
Form behandeln.

Hingegen die Frobenius-Normalform ist haufig nicht aus der linearen Algebra
bekannt. Dennoch mag man in vielerlei Anwendungen auch damit auskommen, vom
urspriinglich gegebenem Korper K zu einem algebraischen Abschluss iiberzugehen
und die zu betrachtende lineare Abbildung (bzw. Matrix) iiber jenem Abschluss
auf Jordan-Normalform zu transformieren. Das erlaubt zwar immer noch keine
Transformation auf Normalform mit Matrizen mit Eintrdgen aus K, doch die im
Anschluss tiber dem algebraischen Abschluss arbeitend gewinnbare Information
reicht gegebenenfalls trotzdem bereits zur Losung von welchem Problem auch immer,
das den Drang zur Untersuchung der fraglichen linearen Abbildung {iberhaupt erst
aufgeworfen hat.

Die obige Reflexion mag vielleicht zu fragen anregen, inwieweit der hier zum
Beweis von Satz 8.2 investierte Aufwand sich iiberhaupt auszahlt; Leserinnen und
Leser sollten sich an dieser Stelle auch fragen, wie viele Hauptidealbereiche wir
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tiberhaupt kennen! (Z, Kérper K und den Polynomring K[X ], Z[i]. Kennen Sie mehr?)
Wir geben zwei Antworten.

Zum einen hatten wir schon eingangs in § 6.1 in Kapitel 6 besprochen, dass
wir mit Satz 8.2 nun von auflen unverwandt aussehende Strukturergebnisse als
Konsequenz einer umfassenderen Theorie erkennen. Das allein sollte ein gewisses
Ma@ an intellekuteller Befriedigung stiften.

Als zweiten Grund ist zu nennen, dass Hauptidealbereiche und Moduln iiber
diesen tatsiachlich in der (mathematischen) Praxis auftreten, uns aber in dieser Lehr-
veranstaltung der Rahmen nicht gestattet, dies ndher zu beleuchten. Quellen solcher
Beispiele sind etwa die algebraische Zahlentheorie und die algebraische Geometrie. In
[33, Kapitel 10] hatten wir beispielsweise gesehen, dass Ringerweiterungen von Z
(wie etwa Z[i]) benutzt werden koénnen, um Diophantische Gleichungen zu 16sen. —
Ein Problemkreis, der Zahlentheoretikerinnen und Zahlentheoretiker schon seit der
Antike beschéftigt! Bei Z[i] handelt es sich zwar um einen Hauptidealbereich, doch
stellt sich im Zuge der Beschéftigung mit algebraische Zahlentheorie heraus, dass
die natiirlichen Untersuchungsobjekte R leider nur selten Hauptidealbereiche sind,
sondern nur sogenannte ,,Dedekind-Ringe“. Dieser Defekt 16st sich allerdings bei-
spielsweise dann auf, wenn man von den fraglichen R zu Lokalisierungen R, := S ~R
mit S = R\ p iibergeht. Ahnlich zu unserer fritheren Bemerkung, dass die Jordan-
Normalform iiber einem algebraischen Abschluss vielleicht schon zur Losung einiger
Probleme hinreicht, kann man sich nun hoffentlich denken, dass der Ubergang von
R zur Lokalisierung R, (welcher auch einen Ubergang von R-Moduln zu R,-Moduln
mitbringt) einige Information iiber den urspriinglichen Ring (oder Modul) zu liefern
vermag. Auf Moduln iiber R, lésst sich nun aber Satz 8.2 anwenden.

An dieser Stelle sei erwahnt, dass es auch weitere Konstruktionen gibt, welche
den Einsatz von weiteren Methoden erlauben, etwa der Ubergang zu sogenannten
,Komplettierungen“. Der Ubergang zu Lokalisierung und Komplettierung ist ubiquitér
in der algebraischen Geometrie. Tatsdchlich gibt es auch eine geometrische Sicht-
weise auf die algebraische Zahlentheorie und, diese verallgemeinernd, liefert die
Theorie glatter algebraischen Kurven (abermals beim Ubergang ,zum Lokalen“) einen
weiteren grofsen Fundus an Hauptidealbereichen, die wirklich in der Praxis auftreten.

Die obigen Ausfithrungen geben nun hoffentlich den Eindruck, dass der Nutzen
von Satz 8.2 durch die in § 8.2 und § 8.3 diskutierten Anwendungen noch nicht
erschopft ist, obgleich uns hier der zeitliche Rahmen fehlt, um weiteren interessanten
Anwendungen den nétigen Platz einzurdumen. Interessierte Leserinnen und Leser
finden vielleicht Freude an [20] fiir eine motivierte Einfiihrung die Zahlentheorie
oder [28, 25] fiir eine fortgeschrittene Beschaftigung mit der algebraischen Zahlen-
theorie. Speziell die Anschauung hinter dem geometrischen Blickwinkel findet man
in [15] und dem sehr umfangreichen Werk [14] zur kommutativen Algebra. Wirklich
ernste Beschéftigung mit algebraischer Geometrie findet man in [19] (Achtung: sehr
anspruchsvoll!) und [9] (auch sehr anspruchsvoll, entwickelt aber alle benétigte
kommutative Algebra in-situ).
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KAPITEL 9

Hilberts Nullstellensatz

Fiir einen Korper K schreiben wir Ay = K" fiir die Menge aller n-Tupel von

Elementen aus K (ohne dabei an eine zusétzliche Vektorraumstruktur oder Ahnliches
zu denken). Wir nennen A} den affinen n-Raum iiber K. Im Folgenden arbeiten wir
haufig mit dem Polynomring A = K[X;,...,X, ] und in konkreten Beispielen schreiben
wir aus Bequemlichkeit oft X statt X;, Y statt X, und Z statt X.

9.1. Simultane Nullstellen von Polynomen

Polynome im Polynomring A = K[X;, ..., X, ] fungieren als Funktionen auf A} : Zu
x € Ap und f € Aliefert das Bild f (x) von f unter dem Einsetzungshomomorphismus

K[X,,...,X,]— K, X;~— {i-te Komponente von x}

ein wohl-bestimmtes Element von K.
Fiir eine Menge ./ C A von Polynomen sei

V(o) ={x €A} : f(x) =0 fiir alle f € .o/ }

die Nullstellenmenge von ./ oder auch Verschwindungsmenge von .¢f . Wir schreiben
auch V(f) fiir V({f}). (Siehe Abbildung 25 und Abbildung 26 fiir Anschauungsmate-
rial.)

Ist K algebraisch abgeschlossen, so hat jedes (multivariate) nichtkonstante Po-
lynom f € A Nullstellen; Wir haben V(f) # @. Um dies einzusehen, sei 0.E. X; eine
Unbekannte, die in f vorkommt. Dann schreiben wir f; fiir das Bild von f unter dem
Homomorphismus mit

X fallsi=1,

[X; n X1, X, {OK sonst.

Das (univariate) Polynom f; € K[X ] hat nun im algebraisch abgeschlossenen Korper
K eine Nullstelle x;. Offensichtlich gilt dann

f(xl’OKw"’OK) :fl(xl) = OKJ
also (x1,0k,...,0,) € V(f).

Bemerkung. Man beachte, dass die obige Uberlegung die algebraische Abgeschlossen-
heit von K vorausgesetzt hat. Uber K = R haben wir aber beispielsweise V(X?+1) = 0.

159
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Abbildung 25. V((X,Y,Z)) = {(0k, 0k, 0x)} in A} entsteht als Durch-
schnitt der drei Hyperebenen V(X) = {(x, y,2) € Ai :x =0}, V(Y)
und V(2).

Die Situation wird deutlich komplizierter, wenn man nach simultanen Nullstellen
von zwei oder mehr Polynomen sucht. Aus der linearen Algebra kennt man bereits
Systeme linearer Gleichungen. Schon bei einer Variablen braucht es bekanntermafen
keine Losungen zu geben:

V)NV(X—=1)=V({X,X—1})=0.
Man kann natiirlich auch kompliziertere Systeme betrachten.

Beispiel. Das lineare Gleichungssystem
629000
0 56 7 7

VH{X +2Y+3Z—4,5Y +6Z—7})
=V({2X-Y—1,3X+Z—-2})
={(x,y,2)€A2:y=2x—1,z=—3x+2},

besitzt die Lésungsmenge®

eine Gerade! (Das verbliifft natiirlich nicht; Zwei Ebenen schneiden sich aus Dimen-
sionsgriinden entweder gar nicht, in einer Geraden, oder sind gar vollig identisch.)

1K sei hier ein beliebiger Korper mit Charakteristik # 3 (damit die hier benétigte Division durch 3
durchfithrbar ist).
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Obgleich wir doch lineare Gleichungssysteme bestens verstehen, sollte uns die
dafiir in der linearen Algebra aufgewendete Miihe suggerieren, dass es im allgemeinen,
nichtlinearen Fall schwierig sein wird, einer guten Losungstheorie habhaft zu werden.
Wir beschéftigen uns hier also nur mit der deutlich bescheideneren Absicht die Frage
nach der Existenz von Losungen zu beantworten.

Leitfrage: Wann ist V(.of) # 0 ?

Ist a das von .«/ erzeugte Ideal, so gilt offensichtlich V(a) = V(.«/). Zu gegebener
Menge ¥ C Ay kann man auch die Menge I(?¥) der Polynome betrachten, die auf ¥
verschwinden:

I(V)={f €A: f(x)=0 fir alle x € ¥ }.
Vom algebraischen Blickwinkel aus, sind natiirlich priméar diejenigen Mengen ¥
interessant, die als Mengen der Form V (a) fiir ein Ideal a von A auftreten.
Ist ¥ =0, so haben wir I(¥) = I(#) = A, da die Auswahlbedingung in der Definition
von I(-) hier ,leer” ist.

Wie sieht 1(V (a)) aus? Nach Definition von V(a) verschwinden auf V (a) natiirlich
alle Polynome aus a, weswegen wir a € I(V(a)) haben. Tatsachlich muss hierin keine
Gleichheit gelten:

Beispiel 9.1. In A} ist V({X?}) = {0x} = V({X}). Wir haben
I(V(HX*}) = (X) 2 (x?).

Beispiel 9.1 legt folgende Begriffsbildung nahe: Sei a ein Ideal von® A. Das Radikal
von a ist gegeben durch

rad(a)={f €R:f"€afireinneN}.

(Haufig schreibt man auch 4/a = rad(a) aus offensichtlichen Griinden, obwohl hier
zu beachten ist, dass rad(a) im Allgemeinen beliebige n-te Wurzeln von Elementen
aus a und nicht bloff Quadratwurzeln enthilt.) Das Radikal eines Ideals ist selbst
ein Ideal, wie man beispielsweise unter Zuhilfenahme des binomischen Lehrsatzes
nachrechnen kann; Alternativ beachte man das weiter unten notierte Lemma 9.8.

Man beachte weiter: Ist a # A, also 1, ¢ a, so ist auch 1 ¢ rad(a) und daher
rad(a) # A. Uberdies haben wir I(V(a)) 2 rad(a). Kann I(V(a)) grofer sein? — Nein,
wie der folgende berithmte Satz sagt:

Satz 9.2 (Hilberts Nullstellensatz). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und
A=K[X,,...,X,] der zugehorige Polynomring in n Unbestimmten. Dann ist
I(V(a)) = rad(a).
Der Beweis von Satz 9.2 benotigt etwas Vorarbeit und wir erledigen diese und den

Beweis in § 9.2. Hier halten wir jedenfalls noch fest, dass Satz 9.2 eine brauchbare
Antwort auf unsere zuvor aufgeworfene Leitfrage liefert:

2Man definiert das Radikal eines Ideals auch fiir Ideale eines beliebigen kommutativen Rings.
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Korollar 9.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und A = K[X4,...,X,]
der zugehorige Polynomring in n Unbestimmten. Dann hat jede Menge von Polynomen
f1seeer fr mit (fy,..., f.) S A eine gemeinsame Nullstelle.

Beweis. Sei a = (fi,...,f,). Nach Voraussetzung ist a # A. Insbesondere ist auch
rad(a) # A, denn anderenfalls wére 1, € rad(a) und somit 1, = 1} € a fiireinn €N,
was allerdings unserer Voraussetzung a # A widerspricht. Unter Ausnutzung von
Satz 9.2 ergibt sich nun schlieBlich I(V(a)) =rad(a) #A=1(0), also V(a) #0. O

9.2. Beweis des Nullstellensatzes

Die mathematische Literatur enthélt einen reichhaltigen Fundus an Beweisen des
Nullstellensatzes. Der hier gefiihrte Beweis entspricht einer Variante von Artin und
Tate [3] eines zuvor von Zariski [37] gegebenen Beweises. (Siehe auch [4, 24].)

Seien R und A kommutative Ringe und ¢: R — A ein Ringhomomorphismus. Analog
wie in unseren Uberlegungen zu Kérpererweiterungen wird A damit zu einem R-Modul
und wir nennen A eine R-Algebra. (Formal wire es hier besser den Homomorphismus ¢
als die fragliche R-Algebra zu bezeichnen, aber fiir den Umfang der hier benotigten
Uberlegungen soll uns diese unprézise Sprechweise geniigen.)

Lemma 9.4 (Artin—Tate, 1951). Sei R C B C A eine Inklusionskette von kommutativen
Ringen. Ferner sei R noethersch, A als R-Algebra endlich erzeugt, und A als B-Modul
endlich erzeugt. Dann ist B als R-Algebra endlich erzeugt.

Beweis. Seien a,...,a, Erzeuger von A als R-Algebra und v,,...,v,, Erzeuger von A
als B-Modul. Wir schreiben

a; = Z]- Bijv;, sowie ;= Zk Bijkvi
mit Elementen f;;, B;;x € B. Sei By = R[{ 3}, B;j : i, J, k }] die von diesen Elementen
erzeugte R-Algebra. Wir haben die Inklusionskette R C B, € B. Da sich jedes Element
von A als Polynom in den Elementen a; schreiben lasst, sehen wir durch iterierte
Anwendung der obigen Gleichungen, dass sich jedes Element von A als B,-Linearkom-
bination der Elemente v,,...,V,, schreiben lasst: A ist als B,-Modul endlich erzeugt.
Da R noethersch ist, gilt dies auch fiir B, (man stelle B, als einen Quotientenring
eines Polynomrings in mehreren Unbekannten iiber R da und berufe sich dann auf
Beispiel 7.4 (5) in Kombination mit Proposition 7.2). Darum ist auch A als (endlich
erzeugter) By-Modul noethersch und somit der B,-Untermodul B C A endlich er-
zeugt (Satz 7.1). Da B, als R-Algebra endlich erzeugt ist, folgt nun auch die endliche
Erzeugtheit von B als R-Algebra. O

Lemma 9.5. Man betrachte L = K(X4,...,X,,), den Quotientenkorper des Polynomrings
K[X,,...,X,,]in m > 1 Unbestimmten. Dann ist L als K-Algebra nicht endlich erzeugt.

Beweis. Angenommen wir hétten L = K[y,,...,Y,], wobei jedes y; von der Form
f;/g; mit Polynomen f;, g; in den Variablen X1,...,X,, ist. Wir behaupten, dass dies
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ein Widerspruch ist, da

L e K(X X, )=L
(&1 g)+1 v
nicht in R = K[y,...,Y,] liegen kann. In der Tat sieht man, dass jedes Element
in K[y;,...,Y,] von der Form f /g ist, wo g sich nur aus irreduziblen Faktoren

von g, ---g, zusammensetzt. (Das sieht man anhand der iiblichen Rechenregeln
fiir Summen- und Produktbildung von Briichen.) Nun haben aber die multivariaten
Polynome g, --- g, und (g; ‘- - g,) + 1 keine irreduziblen Faktoren gemeinsam; Das
widerspricht der Tatsache, dass der Polynomring K[X.,...,X,,] faktoriell ist! O

Proposition 9.6 (Zariski, 1947). Sei K ein Korper und A eine endlich erzeugte K-Algebra.
Falls A ein Korper ist, so ist die Erweiterung A/K endlich (und insbesondere algebraisch).

Beweis. Wegen der endlichen Erzeugtheit von A als K-Algebra, gibt es Elemente
X1y...,X, EAmit A=K[xy,...,x,]. Zwecks Erzeugung eines Widerspruchs gehen
wir davon aus, dass nicht alle diese Elemente algebraisch {iber K sind. Wir wihlen
aus diesen Erzeugern nun sukzessive Elemente, bis die iibrigen Erzeuger algebraisch
abhingig iiber dem von den bisher gewéhlten Erzeugern erzeugten Korper sind.
Nach Umnummerierung haben wir also Elemente x4, ..., x,, (m < n) derart, dass die
{ibrigen Elemente x,,,4,..., X, algebraisch iiber L = K(x,,...,x,,) sind.>

Gemald Lemma 9.4 angewandt auf K C L C A sehen wir, dass L als K-Algebra endlich
erzeugt ist. Da jedoch L und K(X4,...,X,,) (vermoge x; — X;) K-isomorph sind,
widerspricht dies Lemma 9.5. OJ

Korollar 9.7. Sei K ein Korper und A eine endlich erzeugte K-Algebra und m C A ein
maximales Ideal von A. Dann ist A/m eine endliche (und insbesondere algebraische)
Erweiterung von K. Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist A/m = K (vermédge der durch
die K-Algebrastruktur indugierte Abbildung K — A - A/m).

Beweis. Wahle A in Proposition 9.6 als A/m. O
Lemma 9.8. Sei R ein kommutativer Ring und a ein Ideal von R. Dann ist
rad(a) = ﬂ p.
p2a
p Primideal

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Inklusion ,,C“ von der behaupteten Gleichheit. Ist
f €rad(a), so ist f" € a fiir ein geeignetes n. Ist p 2 a nun ein beliebiges Primideal,
so ist auch f" € p und dann (induktiv mittels der Primideal-Eigenschaft) f € a.
Nun behandeln wir die umgekehrte Inklusion. Sei f € R \ rad(a). Wir wollen die
Existenz eines Primideals p 2 a einsehen, welches f nicht enthélt. Sei ./ die Menge
aller Ideale, welche a enthalten, aber keine Potenz von f enthalten. Diese Menge ist
nicht leer (denn sie enthélt a) und lasst sich via Inklusion partiell ordnen. Jede Kette
darin enthélt ein maximales Element (man betrachte die Vereinigung aller in der

3Hier ist {x1,...,Xx,} natiirlich eine Transzendenzbasis im Sinne von § 2.4.
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Kette vorkommenden Ideale). Nach dem Lemma von Zorn besitzt ./ ein maximales
Element p. Wir zeigen, dass dies ein Primideal ist. Seien x,y € R\ p. Da die beiden
Ideale p + (x) und p + (y) jeweils echt groRer sind als p, folgt wegen der Maximalitat
von p in .¢/, dass es Exponenten n und m mit

frep+(x) und frep+(y)

gibt. Dann ist aber f™" € p+ (xy), also p + (xy) ¢ .&/ > p und daher xy ¢ p. Also
ist p prim, enthélt a, aber enthilt keine Potenz von f. Das zeigt die Behauptung. [

Lemma 9.9. Sei K ein Korper und A= K[X,,...,X, ] der zugehérige Polynomring. Zu
x € A}, betrachte man das Ideal m, = (X; — xy,...,X, — x,,) nebst der kanonischen
Projektion m: A— A/m,.. Dann ist das Diagramm

fof(x)

A K
(Auswertung bei x)
ln

A/m, A

T

[x_)xxg...xg

kommutativ. Insbesondere ist m, ein maximales Ideal.

Beweis. Fiir ein beliebiges Polynom f € A schreibe man X; = x; + (X; — x;) fiir alle
in f vorkommenden Variablen und expandiere die entstehenden Ausdriicke. Damit
erhélt man f = f(x) +..., wobei die Punkte fiir ein Element von m, stehen. Das
zeigt die Kommutativitit des Diagramms. Darauf folgt auch die Maximalitdt von m,,
da man unmittelbar nachrechnen kann, dass es sich bei dem Ring

A/m, ={AX?---X’modm, : L €K}
um einen Korper handelt. O

Beispiel. Wir betrachten den Punkt x = (1,2) € Aé und das zugehorige maximale
Ideal m, = (X —1,Y —2), sowie das Polynom f =XY +Y —3 € C[X, Y ]. Wir haben
f=A+X-1)2+ ¥ -2)+2+(Y—2))=3
=1-242-3+1(Y—2)+ X —1)2+ (Y —=2))+(Y —2)
=1-242-3+(X —1)(2+(Y —2)) +2(Y —2).

—f(x) ey

Also gilt f +m, = f(x)X?--- X%+ m,, wie es auch im allgemeinen Fall in Lemma 9.9
behauptet wird.

Beweis von Satz 9.2. Die Inklusion rad(a) € I(V(a)) ist einfach, denn zu f € rad(a)
gibt esn € Nmit f" € a. Dann ist f(x)" = O fiir alle x € V(a). Da K nullteilerfrei
ist, folgt f(x) = O fiir alle x € V(a), also f € I(V(a)).

Sei nun f € A\ rad(a). Wir wollen f ¢ V(a) zeigen. Hierzu konstruieren wir ein
x € V(a) mit f(x) # Ox. Laut Lemma 9.8 gibt es ein Primideal p 2 rad(a), welches
f nicht enthélt. Wir betrachten den Integrititsbereich B = A/p und das Bild f von
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f in diesem. Wegen f # 0 ist f im Quotientenkérper Quot(B) von B invertierbar
und wir betrachten den Integrititsbereich C = B[f '] € Quot(B). Dieser enthilt ein
maximales Ideal m C C.

Da C eine endlich erzeugte K-Algebra ist,* ist C/m = K laut Korollar 9.7. Wir betrach-
ten nun den Punkt x € A}, dessen Koordinaten die Bilder der Variablen X; unter der
Verkettung

Alp = (A/DIFT — (A/PIF ' D/m

/ w G

K[X,,...,X,] = A K.

sind: x = (Y(X;),...,P(X,))-

Nach Konstruktion gilt

ac rad(a) - p - 1/)_1({01(}) 2 (Xl _w(Xl)a .. ’Xn_w(Xn» =m,.

Das Ideal rechter Hand ist maximal gemiR Lemma 9.9, weshalb a € 4~ }({0¢}) = m,
gilt. Es folgt V(a) 2 V(m,) > x. (Vgl. Abbildung 26.)

Ferner gilt f ¢ m,, da f in obigem Diagramm auf die Einheit f in (A/p)[f '] abgebil-
det wird und daher nicht in m enthalten sein kann, weswegen man durch Verfolgen
des oberen Pfades v)(f) # Oy sieht. Durch Betrachtung des kommutativen Diagramms
(siche Lemma 9.9)

K g—g(x) A Y K

A2 x9..x0 lrc /

A —"— A/m, = A/kery

folgt also f(x) # O. O

9.3. Abschlieflende Bemerkungen

Bemerkung. Nur der letzte Teil von Satz 9.2 (C/m = K) benutzt die algebraische
Abgeschlossenheit von K. Wenn man bereit ist statt A7 die (fiir nicht algebraische abge-
schlossene K groBere) Menge der maximalen Ideale von K[X},...,X, ] zu betrachten,
so kann man mit der hier benutzten Beweisstrategie auch zu einer allgemeineren For-
mulierung von Hilberts Nullstellensatz gelangen. (Siehe etwa [9, § 3.2, insbesondere
Corollary 6].)

“Beachte, dass B als K -Algebra endlich erzeugt ist, némlich von den Restklassen der Unbekannten
Xy,...,X,. Darum ist auch B[f ~!] als K-Algebra endlich erzeugt.
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Korollar 9.10 (Hilberts Nullstellensatz, schwache Form). Sei K ein algebraisch abge-

schlossener Korper und A= K[X,,...,X,] der zugehdrige Polynomring in n Unbestimm-

9. HILBERTS NULLSTELLENSATZ

N -
L/
L
VX2+Y2-1)(X —Y)%) VUX2+Y2-—DN\ V(X —Y))

Abbildung 26. Illustration zum Beweis von Satz 9.2 mitA = C[X,Y, Z]
(die Bilder nutzen allerdings nur reelle Koordinaten, was uns fiir An-
schauungszwecke geniigen soll): Fiir a = ((X?+ Y2 —1)(X —Y)?) ist
das Polynom f = X — Y nicht im Ideal {((X — Y)?) enthalten, aber
sehr wohl in rad({(X —Y)?)) = (X —Y). Dennoch ist f nicht in rad(a)
enthalten. Wir haben némlich f ¢ rad((X?+Y?—1)) = (X?+Y?—1).
Schrinkt man die Betrachtung nun auf V({X? + Y? — 1)) ein (das
macht der Ubergang zu B = A/(X? + Y2 — 1)), so sieht man, dass f
(bzw. f ) dort trotzdem Nullstellen besitzt. Um diesen ,aus dem Weg
zu gehen“ betrachtet man nur Ideale von B, welche f nicht enthalten.
Diese Ideale entsprechen den Idealen von B[ f ']. Das Wihlen eines
maximalen Ideals hiervon entspricht dann dem Wahlen eines Punktes
x auf V({X?+Y?—1)) € V(a), auf dem f nicht verschwindet.

ten. Dann sind die maximalen Ideale von A genau die Ideale m, = (X; —xy,...,X,—
mit x € A7.

Beweis. Die Maximalitdt der Ideale der Form m, hatten wir schon in Lemma 9.9

eingesehen. Sei nun umgekehrt m ein beliebiges maximales Ideal von A. Wegen

I(V(m)) =rad(m) =m #A=1(0)

ist V(m) # @ und enthélt also ein x € A%. Dann ist aber

A2 m, 21I({x)) 2I(V(m)) =rad(m) =m.

Aus der Maximalitdt von m folgt nun m = m,.



1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2.

ANHANG A

Ubungsaufgaben

1. Ubung

(Alternative Charakterisierung von Primkoérpern)

Beweisen Sie Bemerkung 1.2: fiir jeden Korper K ist dessen Primkérper k durch
den Schnitt aller Teilkérper von K gegeben.

(Endlicher Kérper mit 6 Elementen?)

Zeigen Sie, dass es keinen Korper mit genau 6 Elementen gibt.

(Hinweis: betrachten Sie einen potentiell existenten solchen Korper als Vektor-
raum tiiber seinem Primkérper.)

(Zwischenkorper sind Unterrdume)

Sei t: K — L eine Korpererweiterung und Z ein Zwischenkorper davon. Zeigen
Sie, dass Z ein Unterraum von L (beziiglich der durch ¢ induzierten Vektorraum-
struktur auf L) ist.

(Hinweis: das kann man natiirlich sehr einfach direkt nachrechnen. Man kann
aber auch etwas eleganter Lemma 1.6 benutzen. Sehen Sie wie?)

2. Ubung

(Rechnen mit Potenzbasen)
Wir betrachten die Korpererweiterung C/Q und x € C. Dann bezeichne Q(x)
den kleinsten Zwischenkdrper von C/Q, der x enthélt. Im Folgenden sei x eine
beliebige komplexe Nullstelle des Polynoms X* —2X + 2 € Q[X].

(a) Zeigen Sie, dass {1, x, x} eine Q-Basis von Q(x) ist.

(b) Sei y € Q(x) beliebig. Begriinden Sie, dass Q(y) € {Q,Q(x)}. (Hinweis:

Satz 1.7.)
(c) Stellen Sie die Elemente

(1—x+2)(x*+1), x' und (1+x)*

von Q(x) als Q-Linearkombinationen beziiglich der Q-Basis {1, x, x?} dar.
(Quadrate und ungerade einfache Erweiterungen)
Es sei t: K — L eine Korpererweiterung mit ungeradem Grad [L : K ]. Ferner sei
x € L beliebig. Zeigen Sie K(x) = K(x?).
(Hinweis: Betrachten Sie das Minimalpolynom m, von x iiber K und schreiben

167
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2.3.

3.1.

3.2.

3.3.

4.1.

A. UBUNGSAUFGABEN

Sie dieses in der Form m, = XP(X?) + Q(X?) mit Polynomen P,Q € K[X]. Was
sagt es Thnen nun, dass x eine Nullstelle von m, in L ist?)

(Einfache transzendente Erweiterungen)

Beweisen Sie Satz 2.5: Sei : K — L eine Korpererweiterung und x € L transzen-
dent iiber K. Dann ist die Korpererweiterung K — Quot(K[X ]) K-isomorph zu der
von t indugierten Korpererweiterung K — K(x).

(Hinweis: Sie konnen den Beweis von Satz 2.1 iibertragen.)

3. Ubung

(Transzendente Erweiterungen)
Es bezeichne A C C die Menge aller komplexen Zahlen, welche algebraisch iiber
Q sind.
(a) Zeigen Sie, dass A/Q eine Korpererweiterung unendlichen Grades ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Menge A abzihlbar ist.
(c) Folgern Sie, dass es in R Elemente gibt, die transzendent iiber Q sind.
(Zertillungskorper bestimmen)
Bestimmen Sie fiir jedes der folgenden Polynome P € Q[X] jeweils den Zer-
fallungskorper t: Q — L mit L € C und « =id, |, sowie dessen Grad [L : Q].
Zerlegen Sie auch das Polynom ¢*P € L[X] in ein Produkt von Linearfaktoren.
(Hinweis: siehe Beispiel 2.11.)
() X2—11;
(b) X*—2;
(©) X*—9X*+4X +12.
(Grade von Zertillungskérpern)
Sei K ein Korper und P € K[X] ein (nicht notwendigerweise irreduzibles)
Polynom vom Grad n, sowie t: K — L ein Zerféallungskorper von P.
(a) Zeigen Sie, dass [L : K] ein Teiler von n! ist.
(Hinweis: Schreiben Sie L = K(x4,...,X,) mit den Nullstellen x,..., x,
von P in L und fiithren Sie eine Induktion; Betrachten Sie hierzu die Kor-
pererweiterungen K — K(x,) und L/K(x,).)
(b) Belegen Sie anhand zweier Beispiele, dass sowohl der Falln < [L : K] < n!,
wie auch der Fall [L : K] = n! eintreten konnen. (Hinweis: Aufgabe 3.2.)

4. Ubung

(Minimalpolynome berechnen)
Betrachten Sie die folgenden Teilkérper von C

K=Q K=QWv2), K=Qiv3), L=Q(V2+iv3).
(a) Zeigen Sie K; C L fir j =1,2,3.

(b) Bestimmen Sie fiir j = 1, 2, 3 jeweils das Minimalpolynom von x = v/2+i+v/3
iiber K;. (Hinweis: Berechnen Sie x?2, x und x* wie in Beispiel 2.2. Durch
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4.3.

5.1.

5.2.

5.3.
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nihere Inspektion von x? sollten Sie auch K, C L und K, C L bestitigen
konnen.)
(Endliche Korper)
Es sei ¢ = p" eine Primzahlpotenz und F, ein endlicher Koérper mit genau g
Elementen. Zeigen Sie:
(a) Fiir alle x € F, gilt x4 —x = O]Fq. (Hinweis: fiir x = OFq ist das klar. Fiir alle
anderen x kann man in der endlichen Gruppe IF; arbeiten.)
(b) T, ist eindeutig bis auf Isomorphie; d.h. fiir jeden Korper F mit #F = q gibt
es einen Isomorphismus j: F, — F. (Hinweis: Proposition 2.10.)
(©) Aut(F,) = {idg,}, aber Aut(F,) 2 {idg,}. (Siehe Beispiel 1.4.)
(Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses)
Beweisen Sie Proposition 2.15: Je zwei algebraische Abschliisse von K sind K-
isomorph.
(Hinweis: Sind t,: K — K? und t: K — L zwei algebraische Abschliisse von K,
so konnen Sie Lemma 2.13 benutzen, um einen K-Homomorphismus j: L — K*
zu finden und anschlief3end zeigen, dass dieser surjektiv ist. Dafiir kann man
zu x € K? das Minimalpolynom m, von x iiber L anschauen und dann j*m,
betrachten.)

5. Ubung

(Transzendente Erweiterungen, II)
Wir betrachten die Koérpererweiterung C/Q. Sei x € R C C transzendent iiber
Q. Zeigen Sie, dass 8 = {x} eine Transzendenzbasis von L = Q(x, i) ist. Geben
Sie iiberdies eine weitere Transzendenzbasis 9’ von L an derart, dass keiner
der beiden Korper Q(2) und Q(4’) im jeweils anderen enthalten ist.
(Separabilititsgrad und Konstruktion von K-Homomorphismen)
Betrachten Sie den Zwischenkorper L = Q(v/2,v/3) der Kérpererweiterung C/Q,
sowie den Korper A C C aus Aufgabe 3.1. Bei der Erweiterung A/Q handelt
es sich um einen algebraischen Abschluss von Q. (Das miissen Sie hier nicht
zeigen.)
(a) Bestimmen Sie den Grad [L : Q], sowie den Separabilitdtsgrad [L : Q]..
(b) Geben Sie alle Q-Homomorphismen L — A an.
(Hinweis: Anhand der vorangegangenen Teilaufgabe sollte Ihnen klar sein,
wie viele Q-Homomorphismen Sie finden miissen. Nun konnen Sie diese
durch schrittweise Fortsetzung von id,|q: @ — A konstruieren. — Eine
dafiir geeignete Vorgehensweise kennen Sie bereits aus Beispiel 2.11.)
(c) Wie viele Q-Automorphismen L — L gibt es? Geben Sie diese an!
(Grad und Separabilititsgrad)
Es sei t: K — L eine Korpererweiterung mit [L : K] < o0.
(a) Seien x;, x, € L beliebige Elemente. Zeigen Sie, dass der Separabilitatsgrad
der Multiplikationsformel [K(x,,x;) : K], = [K(x1,Xx5) : K(x7) ] [K(x;) :
K], geniigt.
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6.1.

6.2.

6.3.

A. UBUNGSAUFGABEN

(Hinweis: Sei t,: K — K? ein algebraischer Abschluss von K. Identifizieren
Sie K-Homomorphismen j: K(x;,x,) — K* mit Paaren (x},x;) € K* x
K?, wobei x7] eine Nullstelle in K* des Minimalpolynoms von x; {iber K
und x; eine Nullstelle in K* des Minimalpolynoms von x, iiber K(x,) sei.
— Im letzten Fall ist K® mittels j|x(,,) als Kérpererweiterung von K(x;)
aufzufassen.)

(b) Beweisen Sie Proposition 3.4: Es gilt [L : K], < [L : K]und t: K — L ist
genau dann separabel wenn hierin Gleichheit gilt.
(Hinweis: Fiihren Sie mittels der ersten Teilaufgabe einen Induktionsbe-

weis.)

6. Ubung

(Endliche Koérper sind perfekt)

Ein Korper K heil3t perfekt (oder vollkommen), falls jedes irreduzible Polynom
iiber diesem automatisch separabel ist. Laut Korollar 3.7 ist jeder Korper mit
Charakteristik O perfekt. Sei also K ein Korper mit Charakteristik p # 0 und
¢: K — K, x — x? der Frobenius-Endomorphismus. Zeigen Sie:

(a) K ist genau dann perfekt, wenn der Frobenius-Endomorphismus surjektiv
ist.

(Hinweis: Fiir die eine Richtung konnen Sie Korollar 3.7 und die Surjektivi-
tdt von ¢ benutzen, um ein etwaiges separables Polynom zu zerlegen. Ist
hingegen ¢ nicht surjektiv, so betrachten Sie zu a € K \ ¢(K) das Polynom
XP —a € K[X] und zeigen, dass dieses irreduzibel aber nicht separabel ist.
Sie konnen die Uberlegungen aus Beispiel 3.3 benutzen.)

(b) Folgern Sie, dass jeder endliche Korper perfekt ist.

(Normalitét priifen)

Sei Fg; ein endlicher Korper mit genau 81 Elementen. Betrachten Sie die of-

fensichtliche Korpererweiterung Fg; — L mit L = Quot(Fg[T]), sowie deren

Zwischenkérper K = Fg,(T'%) C L. Zeigen Sie, dass die Erweiterung L /K normal

ist.

(Hinweis: Sie haben schon mehrfach Polynome der Bauart X" — a faktorisiert. —

Wie sahen diese Faktorisierungen aus? Gegebenenfalls hilft es, sich darauf zu

berufen, dass die Einheitengruppe Fg,; zyklisch ist.)

(Galois-Hiille)

Es sei t: K — L eine separable Korpererweiterung.

(a) Zeigen Sie, dass es eine separable Korpererweiterung L — L# gibt derart,

dass deren Verkettung mit ¢ eine normale, separable Korpererweiterung
tg: K — L8 stiftet.
(Hinweis: Falls ¢ nicht bereits normal ist, ,fehlen“ in L laut Satz 3.10 gewis-
sermafden noch Elemente. Diese braucht man blo noch hinzuadjungieren,
um Normalitidt herzustellen, und sich iiberlegen, dass einem dabei die
Separabilitat nicht abhanden kommt.)
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(b) Zeigen Sie: Hat t: K — L endlichen Grad, so kann die Erweiterung L — L#
auch mit endlichem Grad gewé&hlt werden.

(c) Seien K C L nun Teilkorper eines algebraisch abgeschlossenen Korpers K?.
Begriinden sie kurz, dass man L# in der vorherigen Teilaufgabe ebenfalls
als Teilkorper von K? wihlen kann, der K und L enthélt.

(Hinweis: Hier ist fast nichts zu tun; Die Aufgabe soll nur noch mal das
generelle Prinzip verdeutlichen, dass man viele niitzliche Konstruktionen
auch innerhalb eines zuvor fixierten algebraischen Abschlusses durchfiihren

kann, ohne diesen verlassen zu miissen.)
(Bemerkung: Ist die obige Korpererweiterung L — L8 minimal in dem Sinne,

dass kein echter Zwischenkorper von L — L8 die Rolle von L# einnehmen kann,
so nennt man L — L?® die Galois-Hiille von t: K — L.)

7. Ubung

7.1. (Separabilitét priifen)
(a) Untersuchen Sie jeweils fiir welche n € N, die folgenden Polynome separa-
bel sind.

X"—-1€Q[X], X"—1€TF,[X], X"+X*eC[X].

(b) Betrachten Sie fiir jedes der obigen Polynome P, € K[X] jeweils einen
Zerfallungskorper t: K — L. Fiir welche n € N, ist dieser jeweils separabel?
(Hinweis: Die Antwort ist vielleicht tiberraschend kurz — siehe Bemer-
kung 3.9.)

7.2. (Zwischenkorperverband von ]Fqn/ F,)
(a) Beweisen Sie die letzte Aussage von Satz 4.7: Seien q

eine Primzahlpotenz und n, k natiirliche Zahlen. Genau P ’T’ ku
dann hat Fg. einen — und dann auch nur einen — zu | / i
Fg« Fy-isomorphen Teilkorper, wenn k ein Teiler von n ! |
ist. | o |
(b) Zeichnen Sie ein Diagramm, welches alle Zwischenkor- i ' |
per der Erweiterung Fsi0 /Fy zeigt und mit den zugehd- | |
rigen Korpergraden annotiert ist (wie in Beispiel 4.8). “"’XJ ,,,,,, 1
(Hinweis: Thr Diagramm sollte — einschlief3lich Fy und F,

F3120 — insgesamt zwolf Zwischenkorper enthalten.)
7.3. (Der Translationssatz)
Es seien L und M seien beide Zwischenkorper einer Korpererweiterung Z /K.
Ferner sei L/K eine Galois-Erweiterung und LM := K(L U M) der Kkleinste
Zwischenkorper von Z /K, der L UM enthailt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Die Erweiterung LM /M ist eine Galois-Erweiterung.
(Achtung: es wurde von keiner der Erweiterungen Z /K oder M /K ange-
nommen, dass diese algebraisch zu sein brauchen.)
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(b) Die Abbildung ¥: Gal(LM /M) — Gal(L/(L N M)), o — (o|;), ist wohl-
definiert. Bei dieser handelt es sich aufSerdem um einen Gruppenisomor-
phismus; Insbesondere ist Gal(LM /M) = Gal(L /(L N M)).

(Hinweis: Zum Nachweis der Surjektivitat von ¥ konnen Sie Fix(¥(Gal(LM /M))) =
L N M zeigen, und anschlieend die Galois-Korrespondenz benutzen.)
Man veranschaulicht sich die Situation der aus der vorliegenden Aufgabe {tibli-
cherweise an folgendem Diagramm:

8. Ubung

8.1. (Minimalpolynome via Galois-Gruppen)
Essei L /K eine Galois-Erweiterung und x € L beliebig. Ferner sei U = Gal(L /K (x)),
sowie G = Gal(L/K). Fiirc € Gsei cU ={o o1 : 1 €U} die Linksnebenklasse
von U beziiglich o. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Der Wert o(x) ist unabhédngig vom Reprasentant o von oU.

(b) Das Polynom [ [ ,(X — o(x)) ist das Minimalpolynom m, von x iiber
K, wobei das Produkt iiber alle verschiedenen Linksnebenklassen cU zu
erstrecken ist.

() Esgilt [ [ .,(X — o(x)) = mlE&KI,

8.2. (Primitive Elemente in abelschen Galois-Erweiterungen)

(a) Sei L/K eine Galois-Erweiterung mit abelscher Galois-Gruppe. Ferner sei
L Zerféallungskorper des irreduziblen Polynoms P € K[ X ]. Zeigen Sie: Fiir
jede Nullstelle x von P in L ist L = K(x). (Hinweis: Benutzen Sie
Satz 5.3 (3).)

(b) Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 6
gibt, ndmlich eine zyklische Gruppe und die symmetrische Gruppe &5 =
Sym({1,2,3}).

(Hinweis: Hier ist IThr Wissen aus der Einfiithrung in die Algebra gefragt.)

(©) Sei L =Q(¢, v/2) € C mit { = exp(27i/3). Folgern Sie aus den vorherigen
beiden Teilaufgaben Gal(L/Q) = &,.
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8.3. (X —2 und Galois-Gruppen)
Betrachten Sie die Kérpererweiterung L = Q(Z,+/2) C C iiber Q mit { =
exp(2mi/3) aus Aufgabe 8.2 (c).
(a) Fertigen Sie wie in Beispiel 4.8 ein Diagramm mit allen Zwischenkorpern
und den Teilmengeninklusionen zwischen diesen an.
(b) Annotieren Sie dieses Diagramm mit den Graden der dabei entstehenden
Korpererweiterungen.
(c) Markieren Sie auch, bei welchen der auftretenden Erweiterungen es sich
um Galois-Erweiterungen handelt.

9. Ubung

9.1. (Die Diskriminante)
Es sei L/K ein Zerféallungskorper eines normierten separablen Polynoms P €
K[X] und P = ]_[?ZI(X — Xx;) mit geeigneten Elementen x;,...,x, € L. Die
Diskriminante disc(P) von P ist definiert durch

dise(P)=(A(P)?, mit ACP)= || (;—x.
1<j<k<n
(a) Zeigen Sie, dass disc(P) ein Element von K ist.  (Hinweis: Satz 5.3 (1).)
(b) Die Galois-Gruppe Gal(P) = Gal(L/K) operiert bekanntlich treu auf den
Nullstellen von P, was einen Isomorphismus von Gal(P) auf eine Unter-
gruppe der symmetrischen Gruppe Sym({x,,...,x,}) stiftet. Der Kérper K
habe Charakteristik # 2. Zeigen Sie, dass diese Untergruppe genau dann in
der alternierenden Gruppe in Sym({x,,...,x,}) enthalten ist, wenn disc(P)
ein Quadrat in K ist.
(Hinweis: Der Zusatz ,,in K“ im letzten Satz ist ausschlaggebend. Zeigen Sie,
dass A(P) genau dann von einem Element von Gal(P) fixiert wird, wenn
dieses eine Permutation mit positivem Vorzeichen auf {x,..., x,,} bewirkt.
Die Forderung an die Charakteristik von K stellt A(P) # —A(P) sicher.)
(c) Interessanterweise kann man die Diskriminante eines Polynoms anhand
von dessen Koeffizienten berechnen ohne die Nullstellen des Polynoms zu
bestimmen, z.B.

disc(X>® + bX% + cX +d) = b%*c®> — 4c® — 4b3d —27d? + 18bcd  (fiir b,c,d € K).

Benutzen Sie dies in Kombination mit Bemerkung 5.14, um die Galois-
Gruppen der kubischen Polynome

P,=X>-X—-1€Q[X] und P,=X?-3X—-1€Q[X]

bis auf Isomorphie zu bestimmen.

(Hinweis: Es ist hier nicht notig oder gefordert, die fraglichen Polynome
zu faktorisieren oder gar die Elemente der Galois-Gruppen explizit zu
konstruieren. Ebenfalls ist es nicht gefordert, die angegebene Formel fiir
die Diskriminante zu beweisen.)
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9.2. (Galois-Gruppen bestimmen)
Betrachten Sie das Polynom P = X° —2 € Q[X ] und dessen Zerfillungskorper
L=Q(p,¢) c Cmit p = v/2und { = exp(27i/5).

(a) Zeigen Sie [L : Q] = 20 und konstruieren Sie alle Elemente von G =
Gal(L/Q).

(b) Zeichnen Sie die Operation der Galoisgruppe G auf V(P) = {{"p : v € Z}.
Benutzen Sie hierzu folgende Vorlage:
https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/downloads/2021-w-algebra-X5-2.pdf
https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/downloads/2021-w-algebra-X5-2.tex

(Hinweis: Sobald Sie das Abbildungsverhalten eines Elements f € G ken-
nen, konnen Sie natiirlich leicht f o f, f o f o f, usw. bestimmen, und sich
dadurch Rechenaufwand sparen.)

(c) Bestimmen Sie den Isomorphietyp von G.

(d) Wahlen Sie exemplarisch eine (nicht-triviale!) Untergruppe U von G und
bestimmen Sie den zugehorigen Fixkorper Fix(U). (Hinweis: vgl.
Beispiel 5.15.)

9.3. (Elementarsymmetrische Polynome)
Im Folgenden sei n € N und Tj,...,T,,X seien verschiedene Variablen. Wir
schreiben zur Abkiirzung T = {T4, ..., T, }. Die elementarsymmetrischen Polynome
E,...,E, € Z[T] seien definiert durch
pP:= l_[(X —T)=X"—EX"'+£.. . +(—1)'EX°(zZ[TD[X].
u=1
Fir n = 3 hat man beispielsweise E; = T, + T, + T3, E, = T1 Ty, + T1 T3 + T, T4
und E; = T, T, T;. Sei K ein Korper. Wir betrachten den Korper L = Quot(K[T])
als Korpererweiterung von K und darin den Zwischenkorper k = K(E,...,E,).
Die symmetrische Gruppe Sym(T) operiert auf L durch Vertauschen der
Variablen. Ein Element von L heil3t symmetrisch, falls es invariant unter dieser
Operation ist.
(a) Welche der folgenden Elemente von L sind symmetrisch? (Hier sei n = 3.)

T,+T,+T.
23 dise(P)= || (T.—T)%

1, Ep TT+T, ’
L 2 142 3 4.(’]"1 T2T3)9 1<u<v<n

(b) Zeigen Sie, dass L/k eine Galois-Erweiterung ist. ~ (Hinweis: Betrachten
Sie P.)

(c) Zeigen Sie: Die Operation von P auf den Nullstellen von P (also auf T)
induziert einen Gruppenisomorphismus Gal(L/k) = Sym(T).
(Hinweis: Es ist im Wesentlichen nur einzusehen, dass jede Permutation
der Unbekannten durch ein Element der Galois-Gruppe bewirkt werden
kann. Konstruieren Sie ein solches Element; Starten Sie dafiir mit einem
geeigneten Ringhomomorphismus K[T] — L.)

(d) Zeigen Sie k = {f € L : f ist symmetrisch}. (Hinweis: Fix(Gal(L/k)).)


https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/downloads/2021-w-algebra-X5-2.pdf
https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/downloads/2021-w-algebra-X5-2.tex
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(e) Was hat diese Aufgabe mit der Formel
disc(X® 4+ bX? + cX +d) = b*c*> — 4c® —4b*d — 27d*> + 18bcd  (b,c,d €K)

aus Aufgabe 9.1 zu tun? (Hinweis: Betrachten Sie P und E,,...,E,.)

10. Ubung

10.1. (Operation der Galois-Gruppe eines Polynoms)
Gegeben seien die folgenden Polynome iiber Q:

P,=X"-2 P,=X*—1, P,=X?—4X+2.

Die folgenden Abbildungen zeigen jeweils die Operation eines Elements von
Gal(P,) (u = 1,2,3) auf den Nullstellen von P, (weilde Punkte; eingebettet

in C):
N

[®)

@) (i) (iii)

(a) Ordnen Sie den Abbildungen (i)-(iii) jeweils eine Zahl u € {1,2,3} zu
derart, dass die in der Abbildung gezeigte Operation durch ein Element
von Gal(P,) bewirkt werden kann.

(b) Ist die in der ersten Teilaufgabe zu bestimmende Zuordnung eindeutig?

10.2. (Konstruierbarkeit von regelmélSigen n-Ecken)
Zeigen Sie, dass das regelmaflige n-Eck {exp(2wiv/n) : v € N} C C genau
dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn ¢(n) eine Zweierpotenz ist.

BetAsA Al

15 16 17

(Hinweis: Sie konnen den Beweis von Korollar 5.22 iibertragen. Beachten Sie
jedoch, dass (Z/nZ)* nicht immer zyklisch ist [z.B. (Z/8Z)* = C, x C,]. Das
macht die Konstruktion des benotigten Korperturms etwas komplizierter.)
10.3. (Beipiele fiir (nicht-)auflésbare Gruppen)
(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Gruppen auflésbar sind:

(1) Alle abelschen Gruppen G;

(2) Alle Diedergruppen D,, (n € N);

(3) Alle symmetrischen Gruppen &, mit 1 <n < 4;

X

(4) Die Gruppe (]% IF15 ) (siehe auch Aufgabe 9.2).
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(Hinweis: Hier ist es gegebenenfalls schneller, direkt mit der Definition zu
arbeiten, anstatt Kommutatorgruppen zu berechnen. Bei &, muss man
ein wenig nachdenken, kommt aber auch ohne viel Rechenarbeit zum
Ziel.)

Beweisen Sie Satz 5.30: Fiir n > 5 ist die symmetrische Gruppe &, nicht
auflésbar.

(Hinweis: Ist N < &,, und &,,/N abelsch, so benutzen Sie

(123)0(345)0(123)'0(345)'=(143),

(b)

um (1 4 3) € N einzusehen. Zeigen Sie auf dhnliche Weise, dass N alle 3-
Zyklen enthélt. Folgern Sie hieraus N = A, mittels Aufgabe 7.3 aus der
Einfiithrung in die Algebra. Wie folgt dann, dass &,, nicht auflosbar ist?
Alternativ zeigen Sie GS) =A, firt eN.)

1 e D e, 3 4 e 5
\
I \/
1 o NI 3 e, 4 .25
/ T I
v v
1 T 9 e S R 4 oo 5
A
l /\
T 2 ey 3 ST 4 5
\/ I
1 5709 3 s 4 oo 5
11. Ubung

(Vertrdglichkeit von Auflosbarkeit mit diversen Gruppentheorie-Konzepten)
Beweisen Sie Korollar 5.27: Untergruppen auflosbarer Gruppen sind auflésbar
und homomorphe Bilder von auflosbaren Gruppen sind auflosbar (d.h. ist ¢: G —
H ein Grupperhomomorphismus, und G auflosbar, so ist auch im+) auflésbar). Ist
G eine Gruppe mit auflosbarem Normalteiler N und auflésbarer Quotientengruppe
G/N, so ist auch G auflosbar.

(Radikalerweiterungen und Auflésbarkeit; qualitativ)

Alle Adjunktionen in der folgenden Aufgabe sind beziiglich der Korpererwei-
terung C/Q zu verstehen. Fiir jede komplexe Zahl z sei /z eine beliebige
Kubikwurzel von z. (Zur Erinnerung: Fiir z # 0 haben Sie drei verschiedene
Moglichkeiten fiir ,,+/z*“. Hier geht es nur darum, sich darauf geeinigt zu ha-
ben, bei mehrfachem Auftreten von 4/z stets dieselbe Zahl zu meinen.) Das
irreduzible Polynom P = X® —2X3 —1 € Q[X] hat in C die sechs Nullstellen

(%14 /2 (k=1,2,3) mit { = exp(27i/6) und bei R/Q mit R = Q(x,) und
X, = V1 + v/2 handelt es sich um eine Radikalerweiterung, denn wir haben
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R = Q(x,, x;) mit x, = +/2 und

x0=8€Q und xi’=3+2«/§e@(x0). L
*
Nun sei L/Q mit L C C der Zerfallungskérper von (X°—1)P. (mehlrere
(a) Verfahren Sie wie im Beweis von Lemma 5.28 und kon-  zwischen-
struieren Sie einen Korperturm (mit zugehorigem Turm schritte)

von Galois-Gruppen) der nebenstehenden Form, wobei *

i
in jedem ,Schritt K — K(x)“ nur ein Element x € L QL,V2)

mit x® € K adjungiert werden soll. Bei der Betrachtung

der Liste ,,X;1,X;5,...,X;j," (in der Notation aus dem TGrad?

Beweis von Lemma 5.28) diirfen Sie Wiederholungen Q)

vermeiden, um unnotig viele triviale (Grad 1) Schritte

in Threm Turm zu vermeiden. TGrad?
(b) Bestitigen Sie ohne Lemma 5.24, dass fiir jedem Ih- Q

rer Schritte K — K(x) die zugehorige Faktorgruppe
Gal(L/K)/Gal(L/K(x)) abelsch ist.
(Hinweis: Betrachten Sie [K(x) : K]; Damit, und zusammen mit IThrer
Kenntnis kleiner Gruppen, sollte die Frage schon fast banal sein.)
11.3. (Moduln als Operationen)
Sei (R, +, -) ein Ring und (M, +) eine abelsche Gruppe zusammen mit einer
Abbildung *: R x M — M, welche fiir alle A, u € R und v,w € M die folgenden
Axiome erfiillt:
e Ax(v+w)=Axv)+(Axw),
e A+u)xv=Axv)+(uxv),
o (A-w)xv=2~Ax(uxv),
e 1, xv=uv.
Dann bezeichnen wir (M, +, %) als einen Links-R-Modul. Zeigen Sie, dass die
Abbildungen

] .
{Abbildungen *: R x M — M mit Axiomen wie oben} ——— Hom(R,End(M,+)),
v

gegeben durch

R—)EI’Id(M,‘i‘), RxM—>M
@(*)={AH o, @)= {10) 2 (o),

V = Axv

zueinander inverse Bijektionen sind. (Dabei ist R” = End(M, +) als Ring mit
punktweise definierter Addition und Verkettung von Abbildungen als Multipli-
kation aufzufassen und Hom(R,R’) bezeichnet hier die Menge der Ringhomo-
morphismen von R nach R’.)

(Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dass Links-R-Moduln die naheliegende
Verallgemeinerung von Gruppen-Links-Operationen darstellen.)
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12. Ubung

12.1. (K[X]-Moduln)

12.2.

Es sei K ein Korper. Betrachten Sie die beiden Matrizen

—— 11 «@oo__ 1K 1K . 10 «
A'_”(O 3) .—(OK (1K+1K+1K)) und B._,,(O 3),

Die Matrix A liefert auf dem K-Vektorraum V = K? eine K[X ]-Modulstruktur
mittels

K[X]xV—V, (Bv)— P(A)-v,

wobei P(A) € K**? durch Einsetzen von A in das Polynom P gegeben sei,
und P(A) - v die Matrix—Vektor-Multiplikation bezeichne. Wir nennen den so
erhaltenen K[X ]-Modul V,. Analog sei V; definiert.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Fiir K = Q sind V, und V; (als K[X ]-Moduln) isomorph.
(b) Fiir K =T, sind V, und V; (als K[X ]-Moduln) nicht isomorph.
(Hinweis: Mit Blick auf Beispiel 6.3 sollte Thnen klar werden, dass es sich hier
im Kern nur um ein Ahnlichkeitsproblem von Matrizen handelt, welches Sie aus
der linearen Algebra bereits sehr gut kennen und l6sen kénnen. Die eigentliche
Aufgabe ist hier vornehmlich, zwischen der bereits bekannten Sprache der
linearen Algebra und der Sprache der Modultheorie zu iibersetzen.)
(Direkte Summen von R-Moduln)
Beweisen Sie die Aussagen (3) und (4) von Satz 6.7: Sei (M;); eine Familie
von R-Moduln und N ein R-Modul.
(a) Fiir jede Familie (g;); von R-Modulhomomorphismen g;: M; — N gibt
es genau einen R-Modulhomomorphismus g: €5, M; — N, der fiir jeden
Index j das folgende Diagramm kommutativ macht:

1
8&j :
1
|
i

M, —— P M.

N
~

g

Uberdies hat man die Formel g = >.(g; o ;).

(b) Ist X ein R-Modul zusammen mit R-Modulhomomorphismen i M; > X
derart, dass die Aussage in (a) auch fiir X statt (B; M; und I; statt t; gilt,
so gibt es genau einen(!) R-Modulisomorphismus f: €; M; — X, welcher
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fiir jeden Index j das folgende Diagramm kommutativ macht:

X

; T
g NEN;
I

M; —— P .M.

(Hinweis: Sie konnen sich am in der Vorlesung gefithrten Beweis von Satz 6.7 (1)
orientieren. Beachten Sie auch Aufgabe T1.2 aus der Einfiihrung in die Algebra.)
(Direkte Summen von Moduln)

Im Folgenden wird Thnen jeweils eine rationale 3x3-Matrix A oder B gegeben,
welche V = Q*,wie in Aufgabe 12.1, um eine Q[X ]-Modulstruktur augmentiert.
Wir schreiben dann V, bzw. V; fiir V, um auf diese Zusatzstruktur hinzuweisen.
Entscheiden Sie jeweils unter Angabe einer Begriindung, ob die folgenden
Aussagen stimmen:

1 0 2 1 1

(a) FirA= (0 0 0) istV, = Q[X](O) @ Q[X](—6);“
310 1 3
1 41 1 0

(b) ,Fir B = (O 1 O) ist Vy = Q[X](O) ® Q[X]( 1 ).“
01 2 1 —1

13. Ubung
(Freie Moduln)

Beweisen Sie Proposition 6.10: Sei I eine beliebige Menge. Fiir jeden R-Modul
M und jede Abbildung G: I — M gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus
g: RV — M mit g(i) = G(i) fiir alle i € I:

RW —---Soo- > M
miuRﬂ /
G
I

Man hat einen Isomorphismus von abelschen Gruppen
Abb(I, M) —— Homy(R"", M), G+~—>g.

Ist R kommutativ, so handelt es sich sogar um R-Modulisomorphismen.
(Hinweis: Im Wesentlichen braucht man sich bloff auf Satz 6.7 (3) berufen.
Vermutlich féllt Thre Losung hier also sehr kurz aus.)

(Freie Moduln und Faktormoduln)

Wir betrachten den Z-Modul Z[i] = {2z € C : Rez € Z, Imz € Z } der ganzen
gaufSschen Zahlen (mit der offensichtlichen Addition und Skalarmultiplikation),
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sowie die zwei Untermoduln U = Z(—3 +1i) := {A(-3+1i) : A € Z} und
V = Z(6 + 2i) von Z[i].
(a) Zeigen Sie, dass Z[i] ein freier Z-Modul ist.
(b) Zeigen Sie, dass der Faktormodul Z[i]/U frei ist.
(c) Zeigen Sie, dass der Faktormodul Z[i]/V nicht frei ist.
(Hinweis: Kann in einem freien Z-Modul M die Gleichung Am = 0,, mit

Ae€Z\{0,} und me M\ {0,,} gelten?)
Hinweis: Folgendes ist vielleicht hilfreich:

1

O 0O OO0OO0OO0OO0OIm O o

1

O O O OO O O O0oOO0 OO0
O O O O

[l

OOOOOO0,000

0O0O000O0O0O,o0o0O0
00 0O0O0

1

O OO OO O0O OO0 0O 0o O0

U

O O O OO O eO0O 0O OoOOo

0O 0 O O OO0

1
OO0 O OO0 OO0 o0 oo

O O O O O
O O O O O

OofO O O O O

0O000O0WOOO0OOO O
o
o
o
0
o Q
oo

i
OO0 OO O OO0 o0 Oo0Oo

1

OOO0,000000
O O O O O OO0

O O O O O O O
O O O O O O O

1

1

\

\
0000 HO0O00O0O0O0
00000,000O0O0O

O OO O0OWwOOO0OO0OO0oOO0o

1
\

O O O OvrO OO OO OO

/
s
O O Ol OO0 OO0 O0OO0O0o

O

0000000 O0OO0OO0OO O
1

00 Q00 00O0O0O0O0

0 00,00000O0OCO
\
A)

OO0 O ®0O0O0O0O0O0 O

o O O O

o O O
o O O

(Gezeichnet sind die Untermoduln U bzw. V [jeweils schwarze Punkte] im
Modul Z[i] [alle Punkte]. Der Nullpunkt ist durch ein Quadrat markiert und
die Pfeile deuten jeweils auf -3 +i€ U bzw. 6 +2i€V.)

13.3. (So technisch, dass es wohl ein Hilfssatz sein muss...)
Sei K ein Korper und B € K™*" eine beliebige quadratische Matrix. Wir fassen
B auch als Matrix tiber K[X ] auf und betrachten die Matrix

X —By; —Bi,
A=X —B= : : = Ay A.,
1 : " "B | |
_Bnl X_Bnn

mit Spalten A,,,...,A,,. Sei nun P = (P,,...,P,) € (K[X])" ein beliebiges
Element. Zeigen Sie, dass es Polynome Q;,...,Q, € K[X] und Korperelemente
r,...,r, €K gibt derart, dass

P, n ’”1X0 Qq ’”1X0
j=1

P, r X0 Q, r.X°

(Hinweis: Fiihren Sie eine Induktion tiber max deg P;. Fiir den Induktionsschritt
sSisn

konnen Sie Polynomdivision benutzen: Ziehen Sie ein geeignetes (polynomiel-
les) Vielfaches einer geeigneten Spalte A,; von P ab, um den Grad eines der
Pj—Eintréige zu verringern.)
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14. Ubung

14.1. (Artinsche Moduln)
Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M heil3t artinsch, falls jede fallende
Kette M, 2 M, 2 ... von Untermoduln M,, M;,... von M ab einem gewissen
(ggf. von der Kette abhéngigen) Index n stationir wird:

My2M;2...2M, 1 2M,=M,,; =M,,,=... (abhier nur noch Gleichheit!).

(Im Gegensatz zu der Noether-Eigenschaft, wo von aufsteigenden Ketten die
Rede ist, geht es hier um absteigende Ketten.) Zeigen Sie:

(a)

(b)

Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — M’ %5 M - M” — 0 von R-Moduln
ist M genau dann artinsch, wenn dies auf M’ und M"” zutrifft.

(Hinweis: Sie konnen sich am Beweis von Proposition 7.2 (1) orientieren.)
Ist der kommutative Ring R als Modul iiber sich selbst artinsch, so ist jedes
Primideal p von R ein maximales Ideal.

(Hinweis: Folgern Sie zunachst unter der Annahme, dass R artinsch ist,
dass auch der Integritdtsbereich R/p artinsch ist und betrachten Sie in
diesem zu einem Element x # O/, von R/p die Kette (x) 2 (x?) 2 (x°) 2
... und folgern Sie, dass x in R/p invertierbar ist. Was sagt IThnen das nun
tiber das Primideal p?)

14.2. (Smith Normalform bestimmen, Teil I)
Betrachen Sie die Matrix

(a)

(b)

10 -1 2
— 12 1 0 4x4
A=l10 2 2|2
1 2 2 O
Bestimmen Sie die Smith-Normalform von A, d.h. finden Sie ganze Zahlen
dy,...,d, € Z derart, dass es (in Z***) invertierbare Matrizen S, T € Z***
mit

SAT = diag(dl) d2) d3) d4)

gibt und die Teilbarkeitsbedingung d; | d,,, fiir i =1, 2, 3 erfiillt ist.
(Hinweis: Der Beweis von Satz 7.5 liefert Ihnen ein Verfahren, welches dem
aus der linearen Algebra bekannten Verfahren zur Rangbestimmung einer
Matrix dhnelt, und Sie auf die gewiinschte Diagonalgestalt bringt. Die in
der Vorlesung noch nicht besprochenen Schritte des Beweises konnen Sie
schon jetzt im Vorlesungsskriptum nachlesen.)

Bestimmen Sie auch die Matrizen S und T wie in Teil (a).

. . .. . 1 .
(Hinweis: Betrachten Sie die Blockmatrix ((1) A) € 788, wobei 0 € Z*4

die Nullmatrix und 1 € Z*** die Einheitsmatrix bezeichne. Fiihren Sie
an dieser ganzen Matrix nun Umformungen durch, welche den A-Teil
auf Smith-Normalform D bringen und erhalten Sie so eine Blockmatrix
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(g g) € 788; Die Blocke S und T sollten nun das Gewiinschte leis-

ten. — Konnen Sie sich das erkldren? Einen Spezialfall dieses Verfahrens
kennen Sie sicher schon aus der linearen Algebra zur Bestimmung der
Inversen einer quadratischen Matrix B mit Eintrdgen aus einem Korper
(Gaufs-Jordan-Verfahren). Hierbei betrachtet man auch die Blockmatrix
(1 B) und formt mit Zeilenumformungen um, bis aus dem B-Teil die
Einheitsmatrix geworden ist. Im Block daneben steht dann bekanntlich
die gesuchte Inverse B~.)

(Smith-Normalform der Transponierten)

Es sei A € R™™ eine beliebige Matrix iiber einem Hauptidealbereich R. Zeigen

Sie, dass A und ihre Transponierte A" diesselbe Smith-Normalform besitzen, in

dem Sinne, dass r und die Ideale (d;) 2 (d,) 2 ... 2 (d,) 2 {0z} aus Satz 7.5

fiir A und A" {ibereinstimmen.

15. Ubung

(Erzeuger und Relationen)

Stellen Sie sich ein Szenario vor, bei dem Sie (aus irgendwelchen Griinden)
an einer abelschen Gruppe (G, +) interessiert sind. Im Zuge Ihrer bisheri-
gen Untersuchungen konnten Sie feststellen, dass sich G von den drei (nicht
notwendigerweise verschiedenen) Elementen a, b, c € G erzeugen lasst, und
zwischen diesen die folgenden Beziehungen gelten:

2a+c¢=0, 8—c=0, a—3c=0, a—c=0.

(0 bezeichne hier das neutrale Element in G und Ausdriicke wie 2a sind natiir-
lich als a+a zu verstehen.) Bestimmen Sie alle moglichen Isomorphietypen von
G (im Sinne von Beispiel 6.1), welche die obigen Voraussetzungen erfiillen!
(Hinweis: Sie sollten erwarten hier mehrere mogliche Isomorphietypen zu erhal-
ten, denn immerhin erfiillt schon die einelementige Gruppe alle obigen Voraus-
setzungen. Wenn man giinstig argumentiert, gentigt es eine Smith-Normalform
auszurechnen, um gewissermalden das allgemeinste G zu finden, welches die
obigen Voraussetzungen erfiillt, und dann alle gesuchten Isomorphietypen
durch Faktorbildung aus diesem allgemeinsten G abzulesen.)

(Der Hauptsatz und Z-Moduln)

Betrachten Sie die Untermoduln U = Z(—3+i) und V = Z(6+2i) des Z-Moduls
Z[i] aus Aufgabe 13.2. Bestimmen Sie fiir M = Z[i]/U bzw. M = Z[i]/V jeweils
Zahlen k,{ € N, und Ideale Z[i] D a; 2 ... 2 a, D {0} (wie aus Satz 8.2 (1))
mit

J4
M =7k P(z/a).
i=1

(Hinweis: Zumindest fiir U kann man die Losung eigentlich auch schon direkt
aus Aufgabe 13.2 entnehmen. Tatsadchlich wére es hier aber eher im Sinne des
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Aufgabenstellers, wenn Sie einen Z-Modulhomomorphismus f: Z — Z? mit
M = 72/im f finden und die gesuchten KenngrofRen an der Smith-Normalform
von [f ]2 € Z**! ablésen.)
15.3. (In Richtung Jordan-Normalform)
Es sei K ein Korper und B € K™". Dann wird der K-Vektorraum V = K" wie in
Aufgabe 12.1 zu einem K[X ]-Modul (den wir zur Unterscheidung als V; notie-
ren), wobei die Skalarmultiplikation von X mit v € V; wie Anwenden der Matrix
B auf den Vektor v wirkt. Betrachten Sie den K[X ]-Modulhomomorphismus
g: (K[X]" — Vg, welcher fiiri = 1,...,n den i-ten Standardeinheitsvektor
von (K[X])" auf den i-ten Standardeinheitsvektor in Vj abbildet.
(a) Fiir K =Q, n =2 ist g(X, 0) die erste Spalte von B. — Wieso? Beschreiben
Sie in dhnlicher Weise auch, wie das Element g(X*+1,X—3) € V, aussieht.
(b) Zeigen Sie, dass g surjektiv ist, und der Kern von g von den Spalten der
Matrix A:=X -1, —B € (K[X])" aus Aufgabe 13.3 erzeugt wird:

| | . ety
kerg = SPaHK[X]{(Alq) yeees (Al.n)} - im((K[XDQ H,(qu(]) )

(Hinweis: Mit dem richtigen Hilfssatz ist die Aufgabe fast schon trivial...)
(Bemerkung: Die Aufgabe impliziert V; = (K[X])"/im(v — Av). Dies ermog-
licht es, den Isomorphietyp von V; anhand der Smith-Normalform von A abzu-
lesen.)
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