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Einleitung

Die Vorlesung orientiert sich nicht konkret an einem Buch. Bei der Ausarbeitung
dieser Vorlesung waren jedoch die Lehrbiicher [2, 4, 25, 27, 37] hilfreich. Ebenfalls
hilfreich waren Unterlagen zu einer Vorlesung von Nils Rosehr an der Universitat Wiirz-
burg, welche auf Unterlagen von Theobald Grundhofer zu basieren scheinen [14].
Vorlesungsnotizen von Peter Miiller (Universitat Wiirzburg) waren ebenfalls hilfreich.
Das Buch von Aluffi [2] sei als besonders inspirierend hervorgehoben. Eine hingegen
sehr pragnante Darstellung findet man z.B. bei Wolfahrt [37].

Im Laufe des Semesters erhielt ich einige Verbesserungsvorschldge und Hinweise
auf Tippfehler. Hierfiir sei Felix Halbwedl, Martin Kalck, Adrian Steinmann, Jason
Lin und Doris Vogel gedankt. Fiir die Mitteilung jeweils einer besonders langen
Korrekturliste sei insbesondere auch den Herren Christoph Raunjak und Nazarii
Shkarlat gedankt.

Bevor wir uns nun den eigentlichen Themen der Vorlesung zuwenden, soll zu-
néchst exemplarisch auf das Studium der Algebra eingestimmt werden.

JAlgebra is the offer made by the devil to the mathematician. The
devil says: T will give you this powerful machine, it will answer any
question you like. All you need to do is give me your soul: give up
geometry and you will have this marvellous machine.”*

— Sir Michael Atiyah, OM, FRS, FRSE [3]

Historisch betrachtet erwuchs die Algebra aus der Bestrebung zum Losen von
Gleichungen durch kalkiilartiges Anwenden von Rechenregeln. Heutzutage ist es
schwierig, Algebra streng einzugrenzen, da diese und die in ihr verwendeten Metho-
den bereits fast alle anderen Bereiche der Mathematik durchwachsen haben. Wagt
man sich trotzdem an die zum Scheitern verurteilte Aufgabe, den Themenkomplex
der Algebra ndher zu fassen, mag man vielleicht sagen, dass man mittlerweile —
jedenfalls an der Hochschule — unter ,,Algebra“ das Losen von Problemen mit (und
mittels) Struktur versteht. Wir illustrieren dies anhand einiger Beispiele, bei denen
wir davon ausgehen, dass Leserinnen und Leser mit der linearen Algebra bereits
vertraut sind.
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iv EINLEITUNG

Beispiel (Lineare Gleichungssysteme). Wir betrachten das bekannte Problem, ein
lineares Gleichungssystem

ap X, +apXo+...+a X, =0,

A X, +a,Xo+ ... +a,, X, =0,

mit reellen Koeffizienten a;; (i =1,...,n, j=1,...,m) in m Variablen X;,X,,...,X,,
zu 16sen. Offensichtlich ist* (x;, x,,...,x,,) = (0,0,...,0) trivialerweise eine Losung
und wir interessieren uns primar fiir ,nicht-triviale Losungen®. In der linearen Algebra
sieht man in obigem Gleichungssystem mehr Struktur, als man vielleicht zunichst
vermuten wiirde. In der Tat fasst man die linke Seite des Gleichungssystems als eine
Abbildung auf: Einsetzen eines Vektors x = (x1, X, ..., X,,) € Q™ fiir die Variablen
Xi1,X,, ..., X, liefert links einen Vektor in Q" und man fragt sich zur Losung des Glei-
chungssystem, welche x unter dieser Abbildung auf den Nullvektor in Q" abgebildet
werden. Die so erhaltene lineare(!) Abbildung

X1 X1

x Qi iz -ee G\ [

. mym n 2 . . . . 2
f: Q" —-Q", N : : .. : -

’ Ay QApy --- Qpy ’

xm xm

ist, wie man in der linearen Algebra lernt, strengen Gesetzmaéligkeiten unterwor-
fen. Ist beispielsweise m > n, also die Anzahl m der Variablen grol3er als die An-
zahl n der Gleichungen in unserem Gleichungssystem, so folgt aus der bekannten
Dimensionstheorie, dass f einen nichttrivialen Kern besitzt. Elemente des Kerns
ker f = f71(0,...,0) sind aber genau die Lésungen unseres Gleichungssystems. Man
kann also unter der Voraussetzung m > n ohne irgendwelche weitere Kenntnis der
Koeffizienten a;; auf die nichttriviale Losbarkeit des betrachteten Gleichungssystems
schliel3en.

Beispiel (Nullstellenfreiheit der Exponentialfunktion). Wir betrachten die Potenzreihe

o0
l'z”.
< n!
In der Analysis lernt man, dass diese Potenzreihe fiir alle komplexen Zahlen z kon-
vergiert und ihr Wert mit der (jedenfalls fiir reelle Argumente) bereits aus der Schule

bekannten Exponentialfunktion iibereinstimmt. Man erkennt sofort
exp(0) =1.

Durch eine leichte Rechnung mit dem binomischen Lehrsatz und der Cauchyschen
Formel fiir das Produkt zweier Potenzreihen bestitigt man die bekannte Formel

exp(z +w) = exp(z) - exp(w).

1Beim yEinsetzen“ in (grof’ geschriebene) Variablen benutzen wir des Ofteren Kleinbuchstaben.
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Wir iiberlegen uns nun, dass aus diesen beiden Formeln, — die offensichtlich additive
Struktur der komplexen Zahlen zu multiplikativer Struktur {ibersetzen —, auf ganz
kalkiilartige Art und Weise die Nullstellenfreiheit der Exponentialfunktion folgt. Man
beachte hierbei, dass die Nullstellenfreiheit der Exponentialfunktion nicht unmittel-
bar aus ihrer Potenzreihendarstellung ersichtlich scheint: bei der Berechnung einer
unendlichen Reihe ist oft nicht klar, ob bei dem hierzu durchzufithrenden Grenz-
prozess mit zunehmend mehr Summanden genug Ausloéschung zur Erzeugung einer
Nullstelle entsteht, oder eben nicht entsteht. Nun zum Beweis: fiir beliebiges z € C
1St
1 =exp(0) = exp(z —2) = exp(z + (—2)) = exp(z) - exp(—2).

Also folgt exp(z) # 0, denn anderenfalls stiinde auf der rechten Seite der obigen
Gleichung ja 0 - exp(—z) = 0, was aber nicht gleich 1 ist.

Die vorangegangenen beiden Beispiele illustrieren die Schlagkraft von Ausnutzung
diverser vorhandener Struktur beim Losen von Problemen. Die nachsten drei Beispiele
illustrieren die Ausnutzung diverser Symmetrien (obgleich dies im ersten davon
vielleicht nicht unmittelbar klar scheint).

(a) &: Punkte (z,w) mit 322+ sw? = 1. (b) &: Punkte (x, y) mit x> +xy + y2 = 1.

Abbildung 1. Die Ellipsen & und &.

Beispiel (Quadratische Formen). Wir fragen uns, welches geometrische Objekt sich
hinter der Menge

E={(x,y)eR*: x> +xy+y*=1}
verbirgt? Wir bemerken hierzu, dass es sich bei

X2 +XY+Y%= @)T (1}2 1{2) (}é) =:q(X,Y)

| —
=A



vi EINLEITUNG

um eine quadratische Form handelt. Wir betrachten nun das Paar (R?, q) bestehend
aus dem Vektorraum R? und der obigen quadratischen Form q: R> — R. Das Anwen-
den eines linearen, orthogonalen Isomorphismus f: R*> — R? iibersetzt (R?,q) zu
dem Paar (f ~1(R?),q o f); wir haben dann ein kommutatives Diagramm

FUR) L R2.
N ) A

Ist S € R**2 die Darstellungsmatrix fiir f beziiglich der Standardbasis des R?, so ist
f(v) =Sy fiir alle v € R? und wegen Orthogonalitit gilt ST = S~'. Insbesondere ist

(qo f)(v)=f(V)'Af (v) = (Sv)'ASv = v"STASY = vT(S'AS)v.

Wir wihlen nun f (und damit S) so, dass S'AS diagonal ist. Man erkennt, dass

g 1(1 1
o V2\—1 1
dies leistet. Dann ist also

(qof)Z,W)= (]f,)TS_lAS(VZV) = (Vi)T(l/z 3/2)(5,) =37%+ 3w

Nun ist?

e={veR:qv)=1}=f({ueR’:(qof)u) =1} = f(é),
mit der Menge

E={(z,w) eR?: %zz+ng =1}
Bei der Menge & handelt es sich aber offenbar um eine Ellipse mit Mittelpunkt (0, 0),
welche die Punkte (v/2,0) und (0, +/2/+/3) enthilt. Die Anwendung von f vermittelt

eine Drehung von & um 45° im Uhrzeigersinn. Wegen & = f (&) klirt das also die
Form von &; siehe Abbildung 1.

Beispiel (Farbungen und Symmetrien). Wir fragen nun auf wie viele Arten man die
Seiten eines Quadrates mit drei Farben farben kann. Ohne weitere Einschrénkungen
sind dies offenbar

{Anzahl der Farben}{Anzahl der Seiten} _ 34 =81.

Falls man nun verschiedene Firbungen als identisch betrachtet, wenn diese durch
eine Drehung ineinander iiberfiihrt werden konnen, so erhilt man offenbar weniger
Farbungen. Lasst man zusidtzlich noch Spiegelungen zu, so erhdlt man abermals

Das obige Diagramm leitet vielleicht die hier durchgefiihrte Rechnung an; & ist das Urbild von
{1} unter q, lebt also im Diagramm ,links unten“. An dieses Urbild kommen wir aber auch (man
beachte die Bijektivitéit von f) heran, wenn wir zunichst das Urbild von {1} beziiglich q o f berechnen
(links oben!) und dieses mit f wieder ,nach unten“ holen.
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(b) Drehsymmetrie.
24 Moglichkeiten.
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(c) Dreh- und Spiegelsymmetrie.
21 Moglichkeiten.

Abbildung 2. Alle moglichen Farbungen der Seiten eines Quadrats
mit bis zu drei verschiedenen zuvor gewéahlten Farben. Das linke Bild
zeigt alle Moglichkeiten, ohne jegliche Identifikation zwischen diesen.
Bei den beiden rechten Bildern wurden Farbungen, die durch gewisse
Symmetrieoperationen ineinander iiberfiihrt werden kénnen, zusam-
mengefasst. Pro Klasse von dquivalenten Farbungen wurde hier jeweils
nur eine (willkiirlich gewahlte) Farbung gezeichnet.
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(a) Ohne Symmetriebetrachtung.
81 Moglichkeiten.

weniger Firbungen. — Wie viele? Fiir eine Antwort siehe Abbildung 2. Die Auflésung,
wie man derartige Fragestellungen systematisch untersucht, verschieben wir auf
einen spateren Zeitpunkt, zu dem etwas mehr Theorie zur Verfiigung steht (siehe
§2.4).

Beispiel (Nullstellen von Polynomen). Wir betrachten das Problem, zu gegebenen
komplexen Zahlen b und c, die Gleichung

X>+bX+c=0
zu l6sen. Aus der Schule ist bekannt, dass jede Wahl eines Vorzeichens fiir ,,+“ in
—b+xvb2—4c

2

eine Losung stiftet und auch jede Losung so erhalten wird. Macht man sich nun zur
Aufgabe, Losungen von

X*—14X*+4=0

zu bestimmen, so kommt man vielleicht auf die Losung

V243 +4/5.
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Mit Blick auf Rolle von Vorzeichen in der vorangegangenen Uberlegung, mag man
sich vielleicht frage, ob es sich auch bei

V2+V3—4/5.

um eine Losung handelt. Das ist nicht der Fall, hingegen ist aber

V2—+v3—-45

eine Losung. Es liegt nahe, zu vermuten, dass Losungen von Polynomen auch gewissen
L,2Symmetrien“ unterworfen sind. Ndhere Untersuchungen hierzu sind Gegenstand
der Vorlesung ,,Algebra“ [34]. Es sei hier nur erwédhnt, dass die Symmetrien der
Nullstellen von X* — 14X? + 4 viel mit den Symmetrien eines nichtquadratischen
Rechtecks gemein haben (siehe Abbildung 3).

g .................. 8 C@(@ QCQ
o ¢,>. ................. é} o0

Abbildung 3. Symmetrien eines nichtquadratischen Rechtecks.
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Teil 1

Gruppentheorie






KAPITEL 1

Gruppen

Mit diesem Kapitel beginnen wir unseren Streifzug durch die fabelhaft starre Welt
der Algebra. Wir fithren den Gruppen-Begriff ein und stellen erste Untersuchungen zur
Arithmetik in Gruppen. Viel des hier besprochenen Materials diirfte den Leserinnen
und Lesern bereits aus der linearen Algebra bekannt sein. Der eigentliche Korpus der
Theorie erschliel3t sich uns hingegen erst ab Kapitel 2, wenn wir strukturerhaltende
Abbildungen zwischen Gruppen untersuchen.

1.1. Der Gruppen-Begriff

Es sei G eine Menge und o: G x G — G eine Abbildung. Wir nennen o auch
(bindre, innere) Verkniipfung. Anstatt der sonst {iblichen Schreibweise o(a, b) fiir die
Auswertung von o bei (a, b) € G benutzen wir im Folgenden die Infix-Schreibweise
a o b. Wir nennen o assogiativ, falls fiir alle a, b, c € G die Gleichung®

(aob)oc=ao(boc)

erfiillt ist. Fiir eine assoziative Verkniipfung o: G x G — G und a,, a,,...,a, € G mit
n > 2 definieren wir

a,oa,o...oa,:=(...(ag0ay,)o...)oa,.

Man kann sich iiberlegen, dass man hierbei auch jede andere giiltige Klammerung
hétte verwenden konnen, zum Beispiel gilt fiir a, b,c,d € G

((aeb)oc)od=(aob)o(cod)=ao(bo(cod))=... (etc.).
(Fiir Details siehe die Vorlesungsaufzeichnung.)

Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung o: GxG —
G, welche den folgenden Axiomen gentigt:

(1) Firallea,b,ceG giltao(boc)=(aob)oc;
(2) es existiert ein e € G derart, dass fiir alle a € G die Gleichungen

aoce=a und eoca=a

gelten;

n der sonst iiblichen Schreibweise o(a, b) hitte die angesprochene Gleichung die Gestalt
o(o(a, b),c) = o(a,o(b, c)). — Sehr uniibersichtlich!

3



4 1. GRUPPEN

(3) fiir jedes a € G gibt es ein b € G mit
aob=e und boa=ce¢,

wobei e Eigenschaft (2) erfiille.

Wir unterdriicken oft den Bezug auf die innere Verkniipfung o und sprechen nur von
,der Gruppe G*“ anstatt (G, o), benutzen aber auch gelegentlich letztere Notation,
wenn eine explizite Benennung der Verkniipfung angemessen scheint.

Man kann die obigen Axiome auch abschwichen? und dennoch denselben Grup-
pen-Begriff erhalten: In (2) und (3) kann jeweils auf die erste der beiden Gleichungen
(oder umgekehrt) verzichtet werden (aber nicht etwa gemischt bei einem nur die
erste und beim anderen die zweite) — siehe Aufgabe 1.2.

Wir zeigen gleich (siehe Proposition 1.1), dass e aus (2) eindeutig bestimmt ist.
Dieses Element nennt man auch neutrales Element (von G). Oft schreiben wir 1 fiir
e (oder 1, wenn der Bezug auf G klar erscheint) und sprechen dann vom Einselement
(in G). Ein zu a € G gemal (3) bestimmtes Element b ist ebenfalls eindeutig (siehe
erneut Proposition 1.1) und wir notieren dieses als a~! und nennen dieses das zu a
inverse Element.

Ist die Menge G endlich, so nennen wir die Gruppe G endlich und #G heif3t ihre
Ordnung.

Erfiillt die Gruppe (G, o) zusétzlich noch die folgende Eigenschaft, so nennen wir
G abelsch:

(4) Firallea,be Ggiltaob=>boa.

Statt o benutzen wir auch haufig andere Symbole wie -, * etc. und sprechen von
multiplikativ geschriebenen Gruppen. Bei solchen Gruppen unterdriicken wir auch
oft die Verkniipfung und schreiben dann nur ab statt a o b. Fiir abelsche Gruppen
benutzen wir aullerdem haufig (allerdings nicht immer!) auch gerne ,Strich-artige
Symbole“ wie + oder & und sprechen von additiv geschriebenen Gruppen. Dann
schreiben wir auch O; oder nur O fiir 1; und sprechen vom Nullelement (von G).
Anstatt a~! schreiben wir dann auch —a.

Proposition 1.1. Es sei (G, o) eine Gruppe. Ferner seien a, b, x,y € G. Dann gelten die
folgenden Aussagen:
(1) Es gibt genau ein Element e € G, welches dem Gruppenaxiom (2) gentigt. (Dies
rechtfertigt die Schreibweise 1.)
(2) (Kiirzungsregel) Aus aox =aoy oder xoa=yoa folgt x =y.
(3) Zu jedem a € G gibt es genau ein b € G, welches dem Gruppenaxiom (3)
geniigt. (Dies rechtfertigt die Schreibweise a™*.)
(4) (Hemd-Jacke-Regel) Es gilt (aob) ' =b"loa™.
(5) (Doppelte Inversion) Es gilt (™')™ = a.

2Ein solches schwicheres Axiomensystem ist natiirlich niitzlich, um leichter priifen zu kénnen, ob
es sich bei einem gegebenen Objekt um eine Gruppe handelt, ist aber fiir die Entwicklung der Theorie
etwas umstindlicher, da man zunéchst weniger Riistzeug an der Hand hat.



1.2. BEISPIELE 5

(6) Man definiert a® := 1, und induktiv a" = a" ' oa fiirn = 1,2,..., sowie
a = (a )", wobei a ! hier das in G zu a inverse Element bezeichne. Dann
gilt fiir alle n,m € Z die Gleichung a™ o a™ = a™*™.

(Fiir eine additiv geschriebene Gruppe (G, +) benutzen wir statt der hier einge-
fithrten Potengschreibweise 0-a :=0g, n-a:=(n—1)-a+aund (—n)-a=
n - (—a). Dann gilt fiir alle n,m € Z die Gleichungn-a+m-a=(n+m)-a.)

Beweis. (1) Sind e und e’ zwei Elemente von G derart, dass eoca = a = a o e und
e’ oa=a=aoc¢ fir alle a gilt, so erhalten wir unmittelbar e = eoe’ =¢’.
(2) Istetwa aox = ao y, so erhalten wir

1

x=1lsox=(aloa)ox=alo(aox)=ato(aoy)

oca)oy=1goy=y.
Ganz analog schlief3t man auch aus xca =xoa auf x = y.

(3) Sind b und b’ zwei Elemente mit ao b = 1; = a o b’, so folgt unmittelbar
b= b’ aus (2).

(4) dank (3) geniigt es einzusehen, dass b™' o a~
ausfiihrlich aufgeschrieben sieht dies so aus:

(b~'oa)o(aob)=b""o(a o(aoh))=b""o((a" 0ca)ob)
=blo(lzob)=b"lob=1,.

Die Gleichung (ao b)o (b~ oa™!) = 1, verifiziert man analog.

(5) folgt sofort aus aoa™ = 1; = a™ ! o a und der Eindeutigkeit inverser Elemen-
te (3).

(6) ist nicht schwierig, aber aufwandig und sei daher der interessierten Leserin
oder dem interessierten Leser zur freiwilligen Ubung iiberlassen. (Man sollte im
Wesentlichen eine Induktion in zwei Variablen fiihren. Fiir 4hnliche Schlussweisen
von diesem Typus betrachte man etwa, wie Landau [ 26, Satz 6] das Kommutativgesetz
in N beweist.) O

= (a_l

I invers zu a o b ist. Ganz

1.2. Beispiele

Im Folgenden geben wir eine Serie von Beispielen. Die ersten paar davon werden
uns im Rahmen der Vorlesung noch weiter beschéftigen, wiahrend die iibrigen Bei-
spiele nur kursorisch behandelt werden und einen Eindruck zur Relevanz der hier
noch zu entwickelnden Theorie fiir andere mathematische Disziplinen geben sollen.

1.2.1. Einfache Beispiele. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe, wobei ,,+“ hier die
bekannte Addition von ganzen Zahlen bezeichne. Eine analoge Aussage gilt jeweils
auch fiir (Q,+), (R,+) und (C, +). Dies gilt auch fiir (V, +) fiir jeden Vektorraum V
zusammen mit der zugehorigen Vektoraddition. Bei (N, +) handelt es sich nicht um
eine Gruppe, wie man leicht einsieht; es gibt namlich kein Element von N, welches
die Rolle des neutralen Elements {ibernehmen konnte. Ebenfalls (N, +) bildet keine
Gruppe. Hier lasst sich zwar 0 die Rolle des neutralen Elements zuordnen, allerdings
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gibt es zu 1 € N, kein b € Ny mit 1 + b = 0. Auch (Z \ {0}, -) ist keine Gruppe (es
gibt kein zu 2 (multiplikativ) inverses Element in Z \ {0}). Dafiir ist (Q \ {0}, - ) aber
schon eine Gruppe, ja sogar eine abelsche. (Man beachte aber, dass die Verkniipfung
hier trotzdem nicht additiv geschrieben wird, um eine Verwechslung mit der auf Q
definierten Addition zu vermeiden.)

1.2.2. Zyklische Gruppen. SeineNund C, ={0,1,...,n—1}. Wir definieren
nun eine Verkniipfung auf C, durch

a+b fallsa+ b <n,

®: C, xC, = Cp, (a’b)._){a+b—n fallsa+ b > n.

Dann lasst sich leicht (wenngleich etwas miihselig) nachrechnen, dass es sich bei
(C,, ®) um eine abelsche Gruppe mit genau n Elementen handelt (siehe auch Abbil-
dung 4). Das neutrale Element ist hier 0. Das zu a € C, inverse Element ist n —a,
wobei die hier benutzte Subtraktion als Subtraktion ganzer Zahlen zu verstehen
ist. Die Gruppe (C,, ®) heil3t auch die zyklische Gruppe der Ordnung n.In § 1.4
studieren wir diese noch ndher und definieren, wann eine Gruppe zyklisch heilst. Mit
Korollar 2.8 klért sich spater noch der hiesige Gebrauch des bestimmten Artikels.

(n—1)®2=n—1+2—n=1

Abbildung 4. Zur Arithmetik in (C,, ®): a ® b ist gegeben durch a + b,
solange kein Ubertrag entsteht (d.h. solange das Ergebnis kleiner als
n ausfallt). In den {ibrigen Féllen wird noch n subtrahiert, um wieder
ein Element von C, = {0, 1,...,n— 1} zu erhalten.

1.2.3. Symmetrische Gruppen. Es sei M eine beliebige Menge und
Sym(M ) := {bijektive Abbildungen o: M — M}.
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Dann bildet Sym(M) zusammen mit der bekannten Verkettung von Abbildungen
o: Sym(M) x Sym(M) — Sym(M), (o, 7)— (m— o(t(m)))

eine Gruppe, die symmetrische Gruppe von M. Das neutrale Element ist hier die
identische Abbildung id,,;: M — M, m — m. Das zu o € Sym(M ) inverse Element ist
genau die Umkehrabbildung zu o.

Flir den Spezialfall M = {1,2,...,n} benutzen wir auch die Bezeichnung &, =
Sym({1,2,...,n}). In Kapitel 4 untersuchen wir die Gruppen &, noch néher.

1.2.4. Direkte Produkte von Gruppen. Sind (G, o) und (H, *) beliebige Gruppen,
so lasst sich auch das mengentheoretische kartesische Produkt G x H = {(g,h): g €
G, h € H } mit einer Gruppenstruktur ausstatten:

(GxH)x(GxH)—>GxH, ((gh),(g" h")—(gog’ hxh).

Das neutrale Element ist hier offenbar durch 1,5 = (15, 15) gegeben und das zu
(g,h) € G x H inverse Element ist (g,h) ! = (g7}, h™Y).
Die Gruppe C, x C, heil3t Kleinsche Vierergruppe.

1.2.5. Gruppen in der linearen Algebra. Ist V ein beliebiger Vektorraum tiiber
einem Korper K, so bildet

GL(V) = {bijektive lineare Abbildungen f: V — V}

zusammen mit der Verkettung von Abbildungen eine Gruppe, die generelle lineare
Gruppe. Ferner schreiben wir

GL, K = {invertierbare nxn-Matrizen iiber K}.

Diese Menge bildet zusammen mit der bekannten Matrixmultiplikation eine Gruppe.
Man mag vermuten, dass es sich bei GL(K") und GL, K im Wesentlichen um ,,dieselbe*
Gruppe handelt. Mengentheoretisch ist dies natiirlich v6llig falsch, da es sich bei den
zugrundeliegenden Mengen um verschiedene Mengen handelt, allerdings werden
wir spater noch einen ,,Gleichheitsbegriff“ fiir Gruppen (Isomorphie von Gruppen)
einfiihren, beziiglich dessen wir GL(K™) und GL, K identifizieren kénnen. Den hierfiir
relevanten Homomorphie-Begriff untersuchen wir in Kapitel 2.

Aus der linearen Algebra kennt man auch noch weitere Matrizengruppen:

SL,K = {A€ K™ : det(A) = 1, },
0,={AeR™:ATA=1g g},
SO, =0, NSL, R.
Die den Elementen A dieser Gruppe zugeordneten linearen Abbildungen K" — K",
x — Ax, zeichnen sich dadurch aus, gewisse zusitzliche Strukturen zu erhalten. Fiir
SL, R ist dies etwa das Erhalten von Volumen und Orientierung. Die den Elementen

von O,, zugeordneten linearen Abbildungen erhalten Abstédnde beziiglich der Euklid-
Norm und fiir SO,, wird noch zusétzlich die Orientierung erhalten.
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1.2.6. Fundamentalgruppen topologischer Raume. Es sei X # ) ein topologi-
scher Raum. Eine stetige Abbildung y: [0,1] — X nennen wir einen Weg (in X). Der
Raum X heil3t wegzusammenhdingend, falls es fiir je zwei Punkte x,, x; € X stets
einen Weg y: [0, 1] — X gibt, der diese Punkte verbindet (d.h. es gelte y(0) = x, und

r(1) = xy).
x, =7v(1)

Y
Y(O) _ _){\/

Zwei Wege 7o, 71: [0, 1] — X mit denselben Endpunkten (y,(0) = v,(0), y,(1) =
¥1(1)) heiBen homotop (in X), falls sich diese stetig ineinander deformieren lassen,
d.h. falls es eine stetige Abbildung H: [0,1]> — X mit den folgenden Eigenschaften
gibt (vgl. Abbildung 5):

e (t = H(t,0)) =7,

e (t—H(t,1) =7y,

o fiiralles € [0, 1] gilt H(0,s) = v,(0) = v,(0) und H(1,s) = y,(1) = y,(1).
Eine solche Abbildung H heif3t Homotopie zwischen y, und y,;. Man kann nachrech-

nen, dass durch den Homotopiebegriff eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Wege in X gestiftet wird.

(0,1) (1,1) 5!
A AA A | — 1
Lo
0,0) (1,0) To
Xo X1

Abbildung 5. Zeichnung einer Homotopie.

Zu zwei Wegen 7, und y; mit y,(1) = y,(0) (Endpunkt von y, = Startpunkt von
y,) definiert man deren Zusammensetzung v, * v,: [0,1] — X durch

7o(2¢) firo<t<1i,
ri(2t—1) firi<t<1.

(Yoxr(t)= {

Wir gehen nun davon aus, dass X wegzusammenhédngend ist und ein Punkt x, € X
fest gewahlt ist. Das Paar (X, x,) bezeichnet man auch als punktierten Raum und x,
als Basispunkt.
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Ferner schranken wir unsere Betrachtung nun auf diejenigen Wege y,,y; in
X ein, deren Anfangs- und Endpunkt mit x, ibereinstimmt. Je zwei solche Wege
kann man dann (in beliebiger Reihenfolge) zusammensetzen. Es bezeichne nun [y, ]
die Menge aller Wege in X, welche zu y, homotop sind, also die Aquivalenzklasse
von 7, beziiglich der durch Homotopie gestifteten Aquivalenzrelation. Man kann
nachrechnen, dass die Festlegung [y,]* [y;] := [y, * ¥;] unabhéngig von der Wahl
der Reprisentanten y,, v, der auftretenden Aquivalenzklassen ist. Ferner kann man
nachrechnen, dass

(X, x,) ={[r]: Wege y: [0,1] = X mit y(0) = x, = y(1) }

zusammen mit * eine Gruppe bildet. Man bezeichnet (71,(X, x,), *) als Fundamen-
talgruppe von (X, x,). Fundamentalgruppen wurden 1895 von Poincaré in seiner
beriihmten Arbeit ,,Analysis situs“ eingefiihrt [31], mit welcher er das mathemati-
sche Gebiet der algebraischen Topologie begriindete. Die Fundamentalgruppe eines
topologischen Raums ist eine wichtige Invariante und kann etwa zur Unterschei-
dung mancher topologischer Rdume gebraucht werden (siehe etwa Abbildung 6).
Dies griindet sich insbesondere auf den Umstand, dass die Fundamentalgruppen-
konstruktion nicht nur punktierten Raumen (X, x,) eine Gruppe zuordnet, sondern
auch auf Morphismen von punktierten Rdumen geeignet antwortet. Dabei heil3t
f:(X,x,)— (Y,y,) Morphismus von punktierten Rdumen, falls f: X — Y eine ste-
tige Abbildung ist und den Basispunkt x, in den Basispunkt y, Gberfiihrt: f(x,) = y,.
Nun ist fiir jeden Weg y in X die Verkettung f oy ein Weg in Y:

0,1] /> x <> v.
for

Man kann zeigen, dass durch [y] — [f o y] eine wohl-definierte Abbildung zwischen
(X, x,) und 7,(Y, y,) gestiftet wird, die wir mit f, bezeichnen wollen. Man kann
zeigen, dass f, eine strukturerhaltende Abbildung ist (ein Gruppenhomomorphismus;
siehe Kapitel 2 fiir die Definition). Ferner gilt (idy: (X, x,) — (X, x,)), =id, (x ,, und
fiir jeden weiteren Morphismus g: (Y, y,) — (Z,2,) zwischen punktierten Rdumen
gilt(gof), =g.of

(Y7.y*) TCl(Y:y*)
N N
x) —2L 5 (2,2), mEx) —2E s n(2,2,

Diese Eigenschaften ermoglichen es, gewisse Fragestellungen im Bereich der Topolo-
gie zu Problemen in der Gruppentheorie zu transportieren.

Wir skizzieren, wie sich etwa ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra,
dass jedes nicht-konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten in den komplexen
Zahlen C eine Nullstelle besitzt, fiihren lasst. Fiir Details sei auf die Darstellung
bei Hatcher [16, § 1.1] verwiesen. Man kann zeigen, dass die Fundamentalgruppe
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(@) In C ist jeder geschlossene Weg (b) In C \ B(0,1/4) scheint dies nicht
homotop zu einem konstanten Weg.  der Fall zu sein.

Abbildung 6. Heuristische UbErlegung dazu, dass die Fundamental-
gruppen 7,(C,1) und 7,(C \ B(0,1/4),1) echt verschieden zu sein
scheinen. (Einen formalen Beweis hierfiir liefern wir jedoch nicht.)

7,(St, 1) der Sphire S' = {z € C : |z| = 1} gleich® (Z,+) ist. Ein hypothetisch
existentes nullstellenfreies, komplexes Polynom f vom Grad n > 1 stiftet via

_, )l f(rexp(2rit))
f(r) If (rexp2rit))|’

ein Element [y,] € 7;(S%, 1). Fiir r = 0 ist v, die konstante Abbildung t — 1 und
[v,] das Nullelement von 7;(S', 1) = Z. Fiir grofRe r > 0 kann man zeigen, dass v,
und die Abbildung S — S!, z — 2", homotop sind und daraus lésst sich [y,] = %n
zeigen (hier sei daran erinnert, dass 7;(S!, 1) ,gleich“ Z ist). Allerdings sind v, und
v, homotop und damit folgt 0 = [y,] = [y,] = n, im Widerspruch zu n > 1.

y,:[0,1]—>S!, ¢

1.2.7. Weitere Gruppen in der Topologie. Die Topologie kennt auch noch viele
weitere Theorien, in welcher Gruppen eine fundamentale* Rolle spielen (z.B. singul-
re Homologie). Verwandt sind auch Kohomologietheorien, wie etwa die de Rham
Kohomologie aus der Differentialgeometrie, welche sich der Aktion der Cartan-Ablei-
tung auf Differentialformen variierenden Grades bedient. Hierbei entstehen allerdings
schon reichhaltigere Strukturen als Gruppen. (Details hierzu sind ggf. aus der Analy-
sis 3 bekannt; alternativ konsultiere man [23].)

1.2.8. Gruppen in der komplexen Analysis. In der komplexen Analysis studiert
man unter Anderem die holomorphen Selbstabbildungen f: D — D von der Ein-
heitskreisscheibe D = {2z € C : |z| < 1} auf sich. (Rechtfertigung dafiir, dass die
Einschrankung auf die Einheitskreisscheibe nicht so speziell ist, wie sie zundchst

3Gemeint ist hier eigentlich ,isomorph zu (Z, +) ist*, aber die hierfiir nétige Sprache fithren wir
erst in Kapitel 2 ein.

“Das offensichtliche Wortspiel ist an dieser Stelle durchaus beabsichtigt.
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anmuten mag, liefert der Riemannsche Abbildungssatz.) Die Gruppe der Einheits-
kreisautomorphismen

{biholomorphe Abbildungen ¢: D — D}
lasst sich explizit bestimmen (Stichwort: Lemma von Schwarg). Die fragliche Gruppe

besteht ndmlich genau aus den Abbildungen D — D mit

Z_ZO
Z >

1—32y2°
wobei z, € Dund n € D = S! beliebig sind. Interessierte Leserinnen und Leser finden
vielleicht Freude daran, den Nutzen der Einheitskreisautomorphismen beim Beweis
des Riemannschen Abbildungenssatzes in [22, Kapitel 10] (oder [35, Kapitel 7]) zu
studieren.

1.3. Untergruppen

1.3.1. Definition und erste Eigenschaften. Es sei (G,o) eine Gruppe. Eine
Teilmenge U C G heildt Untergruppe von G, falls das Produkt a o b von je zwei
Elementen a, b € U wieder in U liegt und U zusammen mit der eingeschrinkten®
Verkniipfung o|,.y: U x U — U eine Gruppe bildet. Wir schreiben dann U < G und
schreiben oft nur o statt ol .

Beispiele 1.2.

(1) Fiir jede Gruppe (G, o) sind {1} und G Untergruppen von G, die sogenann-
ten trivialen Untergruppen.

(2) Z ist eine Untergruppe von (Q,+) und 2Z = {2z : 2 € Z} ist eine Unter-
gruppe von Z.

(3) Z\ {0} ist keine Untergruppe von (Q \ {0}, ).

(4) Fiir je zwei Gruppen (G, o) und (H, %) sind G x {1} und {1;} x H Unter-
gruppen von G x H (siehe auch § 1.2.4).

Proposition 1.3 (Untergruppenkriterium). Es sei (G, o) eine Gruppe und U eine Teil-
menge von G. Dann ist U genau dann eine Untergruppe von G, falls die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt sind:

(1) 1; €U,

(2) fiirallea,b€ Uistaob™' € U.

Beweis. Es sei zundchst U eine Untergruppe von G. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass
das neutrale Element 1; von U mit dem neutralen Element 1, von G tibereinstimmt.
In der Tat ist ja

lyoly=1yolyw ly =1y =1y 1.
Kiirzen von 1, (in G) liefert 1, = 1, (siehe Proposition 1.1 (2)). Insbesondere ergibt
sich auch, dass zu gegebenem b € U das in U zu b inverse Element mit dem in G zu

>Man beachte hier auch die subtile Einschrinkung des Zielbereichs von o. Damit sich dieser hier
auch auf U einschrinken lasst, ist die zuvor genannte Bedingung ,,a,b € U = a o b € U“ unerlasslich.
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b inversen Element b™! {ibereinstimmt. Also folgt zu b € U auch b™! € U und dann
auch fiir jedes weitere a € U

aobt=aolyy bt eU.

Sei nun umgekehrt U eine Teilmenge von G, welche den beiden Eigenschaften
aus der Proposition geniigt. Dann liegt zu b € U auch b =150 b in U. Zu jedem
weiteren a € U liegt dann allerdings auch ao b = ao (b™!)™! in U. Insbesondere
schrankt sich o: G x G — G zu einer Verkniipfung o|;,,: U x U — U auf U ein. Diese
eingeschrankte Verkniipfung ist, da o ja assoziativ ist, ebenfalls assoziativ. Nun ist 1,
aber auch beziiglich dieser eingeschrinkten Verkniipfung neutrales Element und zu
jedem b € U liegt, wie schon gesehen, b™! auch in U. Also ist U eine Untergruppe
von G. 0

Korollar 1.4. Ist G eine Gruppe, I eine beliebige Indexmenge und (U, ),.; eine Familie
von Untergruppen von G, so handelt es sich bei

ﬂUi={a€G:a€Uiﬁirallei€I}
i€l
um eine Untergruppe von G.

Beweis. Es handelt sich um eine einfache Folgerung aus Proposition 1.3. O

Korollar 1.4 erlaubt die Betrachtung von moglichst kleinen Untergruppen, die
vorgegebene Elemente enthalten. Es sei G eine Gruppe und M C G eine beliebige
Teilmenge von G. Dann gibt es genau eine kleinste Untergruppe (beziiglich der
durch Teilmengeninklusion induzierten partiellen Ordnung auf G), welche M enthélt,
nédmlich

(M) = U.

U<G
McU

Man nennt (M) die von M ergeugte Untergruppe (oder auch Ergeugnis von M).
Beispiel. (0) = {15} = ({15}), (G) =G.
Ist M = {g} einelementig, so schreibt man

(1.1 (g) =gl ={g":neZ}.

(Fiir die letzte Gleichheit rechne man nach, dass es sich bei der rechten Seite davon
um eine Untergruppe von G handelt, aber andererseits jede Untergruppe U < G mit
g € U natiirlich auch {g" : n € Z} enthalten muss.) Die Ordnung von (g) (d.h. die
Anzahl der Elemente von (g)) nennt man auch Ordnung von g, sofern diese endlich
ist und notiert ord(g) = #(g). Anderenfalls sagt man, g habe unendliche Ordnung
und schreibt ord(g) = oo. In Verallgemeinerung von (1.1) kann man auch leicht

<M>:{gfl...g§2:neNo,gl,...,gneM, 61,...,€n€{:|:1}}
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zeigen. Hierbei ist der subtile Spezialfall des leeren Produktes (n = 0) zu beach-
ten; leere Produkte haben konventionsgemald den Wert 1. Allgemein schreibt man

(ul) e )un> = <{u17 LR un}>'
Beispiele. (1) In (R,+) hat man (1) = (—1) =Z CR.
(2) SeiK ein Korper. GL,(K) wird von sogenannten Elementarmatrizen erzeugt.

Diese Aussage ist Grundlegend fiir den aus der linearen Algebra bekannten
Gaul3(-Jordan)-Algorithmus (siehe etwa [13, § 3.7.3]).

(3) In GL,(R) ist
(€ G )5

wobei die rechte Seite die Gruppe der 2x2-Matrizen mit ganzzahligen
Eintrdgen und Determinante 1 bezeichnet. Die hier behauptete Gleichheit
kann man elementar beweisen, allerdings ist diese keineswegs offensichtlich
und der Beweis benotigt etwas Arbeit. Wir verfolgen dies hier nicht (siehe
etwa [11, SL,(Z)]).

1.3.2. Einschub: Teilbarkeit. Fiir unsere ndchsten Untersuchungen benotigen
wir etwas Vorwissen zu Teilbarkeit. Wir begniigen uns dabei mit recht wenig und
greifen diesen Themenkomplex dafiir dann in Kapitel 6 auf Seite 83 erneut auf und
untersuchen ihn ab Kapitel 8 systematisch.

Lemma 1.5 (Division mit Rest). Fiir m,t € Z mit t > 0 gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen q,r€Zmitm=qt+rund0<r <t.

Beweis. Zur Existenz: wir setzen ¢ = |m/t] :=max{z € Z:2 <m/t}und r = m—qt.
Dann ist 0 < m/t —q < 1 und somit 0 < r = t(m/t —q) < t, wie gewiinscht.
Nun zur Eindeutigkeit: es sei

(1.2) gt+r=m=q't+r" mit 0<rr' <t.
Subtraktion der beiden dulSeren Seiten von (1.2) liefert
0=(q—q)t+(r—r), also |g—q'|=|r—r|/It|<1.

Wegen q —q’ € Z folgt hieraus q = q’. Durch Einsetzen in (1.2) ergibt sich dann auch
r =r’ und wir sind fertig. O

Eine ganze Zahl t heil3t Teiler einer anderen Zahl m, falls es ein ¢ € Z mit
m = qt gibt. Wir schreiben hierfiir auch ¢ | m. Natiirliche Zahlen p > 1, deren einzige
positiven Teiler 1 und p selbst sind, nennt man Primzahlen.

n 1 2 3 4=2-25 6=2-3

Ist prim? Nein Ja Ja Nein Ja Nein

Beispiel.

Der grofdte gemeinsame Teiler zweier Zahlen a, b € Z mit (a, b) # (0,0) ist die
grofste natiirliche Zahl g mit g | a und g | b. Wir schreiben g = ggT(a, b). AuBerdem
sei ggT(0,0) := 0. Zahlen a und b mit ggT(a, b) = 1 nennt man auch teilerfremd.
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Lemma 1.6 (Lemma von Bézout). Fiir a,b € Z mit (a, b) # (0,0) gibt es x,y € Z
mit ggT(a,b) = ax + by und ggT(a, b) ist die kleinste natiirliche Zahl, welche sich in
dieser Form schreiben ldsst. (Insbesondere gibt es fiir teilerfremde Zahlen a und b also
X,y €Zmitl=ax+by.)

Beweis. Wir betrachten
g=aZ+bZ:={ax+by:x,y€Z}.

Wegen |a| + |b| € gN N gibt es also eine kleinste natiirliche Zahl g in g. Wir zeigen
nun gZ =g =aZ+ bZ.
Da g abgeschlossen unter Multiplikation mit Elementen von Z ist, gilt

gZ:={gq:q€Z} g.

Wir zeigen nun, dass hierbei auch die umgekehrte Inklusion ,2“ gilt und also gZ = g
ist. Hierzu sei m € g gegeben und wir bemiihen Lemma 1.5, um ¢,r € Z mit 0 <
r < g und m = qg + r zu finden. Da g auch unter Addition von Elementen aus g
abgeschlossen ist, ist r = m—qg ein Element von g. Aus der Minimalitdt von g € gNN
ergibt sich dann r = 0 und somit m = qg € gZ. Also folgt gZ = g.

Wir zeigen nun noch g = ggT(a, b). Wegen a, b € g = gZ ist g ndmlich ein Teiler
von a und b, also g < ggT(a, b). Umgekehrt ist aber auch g = ax + by fiir geeignete
x,y € Z und aus ggT(a, b) | a, b folgt natiirlich dann ggT(a, b) | g. Insgesamt ist also
g = ggT(a, b), wie behauptet. [

Beispiele.
e g9T(2,3)=1=(—1)-2+1-3.
e g9T(86,110)=2=(—23)-86+18-110.

1.3.3. Der Satz von Lagrange. Der nichste Satz liefert eine erste Einschrankung
dafiir, wie Untergruppen einer endlichen Gruppe zusammengesetzt sein konnen.
Erste Anwendungen davon folgen gleich in § 1.4. In Kapitel 3 beschéftigen wir uns
dann mit der Frage, in wie weit man den folgenden Satz umkehren kann.

Satz 1.7 (Satz von Lagrange). Es sei G eine endliche Gruppe und U < G eine Unter-
gruppe. Dann ist #U ein Teiler von #G, d.h. es gibt eine ganze Zahl q mit #G = q - #U.

Beweis. Es bezeichne gU = { gu : u € U} die Linksnebenklasse (von U) beziiglich
g€ Gund G/U ={gU : g € G} bezeichne die Menge aller dieser Klassen. Zu jedem
fixierten g € G ist die Abbildung £,: G — G, a — ga, bijektiv (mit Umkehrabbildung
,-) und bildet U auf gU ab. Also ist #U = #(gU) und alle Linksnebenklassen
besitzen dieselbe Anzahl an Elementen.

Falls sich zwei Linksnebenklassen aU, bU nichttrivial schneiden, etwa c € aU N
bU, so gibt es u,v € U mit au = ¢ = bv. Multiplikation mit u~! von rechts zeigt
a = b(vu™') € bU und damit aU C bU. Aus Symmetriegriinden erhilt man auch
die umgekehrte Inklusion, also aU = bU. Insbesondere sind je zwei verschiedene
Linksnebenklassen disjunkt.
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Da nun aber jedes Element g € G in einer Linksnebenklasse enthalten ist (ndmlich
in gU wegen 1, € U), ist

#G=#(-JgU =) #(gU)= D #U = #(G/U)- #U,
gu gu gU

wobei der Index hier jeweils alle Elemente gU von G/U durchlaufe. O

Die Anzahl #(G/U) der Linksnebenklassen von U nennt man auch Index und
notiert fiir diese [G : U]. Der Beweis vom Satz von Lagrange zeigt die wichtige Formel
(1.3) #G=[G:U]#U.

In Aufgabe 2.2 wird eine Verallgemeinerung hiervon bewiesen.

Beispiel. Die Gruppe G = C; x Cs besitzt die Untergruppe U = C; x {0} und zerfallt
in der wie folgt angedeuteten Art und Weise in 5 Nebenklassen gU (g € {0} x Cs):

(0,0), | (0,1), | (0,2), | (0,3), | (0,4),

(1,0), | (1,1), | (1,2), | (1,3), | (1,4),
(2,0), | (2,1),|(2,2), | (2,3), | (2,4)

Man sieht, dass alle diese Nebenklassen gleich méchtig sind und die Formel (1.3)

nimmt die Gestalt, 15 =5-3“ an.

1.4. Zyklische Gruppen

Gruppen G, welche sich durch ein Element erzeugen lassen, G = (g) (fiir ein
g € G), nennt man gyklisch.

Beispiel. Z = (1) = (—1) = (2,3) =(9,10) # (2) =2Z und C,, = (1) = (n—1).

Jedes Element in einer zyklischen Gruppe G = (g) ist von der Form g" mit einem
n € Z. Aus Proposition 1.1 (6) folgt, dass G abelsch ist:

ghgh=g"m=gm™"=g"g" (firalle n,me 7).
Korollar 1.8. Sei G eine Gruppe und #G sei eine Primzahl. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Lagrange (Satz 1.7), da jedes Element
a € G\ {1;} ja eine Untergruppe (a) 2 {1;} erzeugt, diese dann aber #G viele
Elemente haben muss. U

Wir charakterisieren nun die Untergruppen endlicher zyklischer Gruppen in
Abhéngigkeit eines Erzeugers g.

Lemma 1.9. Es sei G eine Gruppe und g € G ein Element von endlicher Ordnung
n=ord(g) = #(g) < co. Dann giltﬁ'lr alle k,1 € Z:

(1) gn - 1G: n= mln{r eEN: g — 1 } ( > — {1G:g’g2"“’gn_1}-

(2) gf=g' e=nlk-L

3) gk=1,<=n|k

(4) gk erzeugt (g) <= k und n sind teilerfremd.
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Beweis. (1) Weil (g) = {g*: k € Z} als Teilmenge der endlichen Menge G selbst
endlich ist, existieren verschiedene i, j € Z mit g' = g/. 0.B.d.A. sei i > j. Dann folgt
g7/ =1, und also g"7~! = g™ !. Insbesondere ist die Menge {r € N: g" = 1, } nicht
leer und besitzt also ein Minimum m. Sei nun k € N beliebig. Mittels Division mit Rest
(Lemma 1.5) schreiben wir k = gm + r. Dann ist gk = gi™g" = (g™)ig" = 1lg"=g".
Esfolgt (g) = {1;, g, g%, ...,g™ '} und unsere Uberlegung mit i, j von oben zeigt, dass
in der hier notierten Menge auch wirklich m Elemente enthalten sind (anderenfalls
erhielte man einen Widerspruch zur minimalen Wahl von m). Wegen n = #(g) folgt
m =n und (1) ist bewiesen.

(2) haben wir eigentlich implizit schon beim Beweis von (1) bewiesen. Trotzdem
noch mal: 0.B.d.A. sei k > [. Wegen gk = g! < g*! = 1, zeigt das obige Argument
mit Division mit Rest schon m | k —1.

(3) folgt aus (2) mit [ = 0.

(4) Wegen (g*) C (g) erzeugt g genau dann (g), wenn g in (g¥) enthalten ist.
Es ist

(2
g€(ghe=IxeZ:g=") =g =3IxeZ:n|1—kx
Lemma 1.6

< dx,y€Z: kx+ny=1 < ggT(k,n)=1. O

Korollar 1.10 (Kleiner Satz von Fermat). Fiir jede endliche Gruppe G mit Ordnung n
und jedes g € G gilt g" = 1.

Beweis. Nach dem Satz von Lagrange (Satz 1.7) ist ord(g) ein Teiler von n = #G.
Die Behauptung folgt somit aus Lemma 1.9 (3). O

Das nichste Ergebnis ist eine Charakterisierung aller Untergruppen von der
zyklischen Gruppe (Z, +).

Proposition 1.11 (Untergruppenverband von (Z,+)).
(1) Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die Mengen nZ = {nz : 2 € Z } mit

n €N,.
(2) Fiir m,n € Z gilt: mZ 2 nZ < m | n. (, Teilen heifst Enthalten.)
Beweis. Das ist Aufgabe 2.4. O

Bemerkung. Das im Titel von Proposition 1.11 benutzte Wort ,Verband“ weist
auf eine gewisse algebraische Struktur hin. Wir bemessen diesen Strukturen hier
allerdings keine gesonderte Betrachtung zu.

Die Eulersche ¢-Funktion ¢: N — N ist definiert durch
pn)=#{ke{l,...,n}:ggT(k,n)=1}.

Laut Lemma 1.9 (4) ist ¢(n) die Anzahl der Erzeuger jeder zyklischen Gruppe der
Ordnung n. Dem Argument aus dem Beweis von Korollar 1.8 entnimmt man etwa
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¢(p) = p—1 fiir jede Primzahl p. In Korollar 6.20 zeigen wir noch die schone Formel

p(n) = n]_[(l—%),

pln
wobei der Index p alle (positiven) Primzahlen durchlaufe, welche n teilen.

Beispiel. 120 = 23 - 3 - 5 hat genau die Primteiler 2, 3 und 5. (Primfaktorzerlegung
besprechen wir noch in Kapitel 8 genauer.) Demnach liefert die oben notierte Formel
aus Korollar 6.20

1 1 1 124
0(120)=120{1—=|(1—=|{1—= | =120=22=22.1.2-4=32.
2 3 5 235

Wir erinnern zunéchst, fiir n € N, an die Konstruktion der abelschen Gruppe
(C,,®) aus § 1.2.2. Hier ist zu beachten, dass diese Gruppe zwar die ganze Zahl 1
enthalt, aber ihr neutrales Element O ist.

Satz 1.12 (Untergruppenverband von (C,,®)). Es sei n € N und t € N ein Teiler von n.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Es gibt genau eine Untergruppe der Ordnung t von (C,, ®), ndmlich (0) fiir
t =1und (n/t) fir t > 1.
(2) In (C,, ®) gibt es genau p(t) Elemente der Ordnung t.

Beweis. Wir beweisen nur (1); (2) ist Aufgabe 2.3 (b). Wir setzen m = min(U \ {0}).
Fiir jedesu € U gibtes q,r € Ny mitqm+r =u < n und 0 < r < m. Also folgt
u=qgm®r und somit r = (—qgm) ® u € U, wobei —qm hier das zu qm € C, inverse
Element, also n —qm € Z bezeichne. Aus der Minimalitiat von m folgt r = 0. Daraus
folgt U = (m).

Nun schreiben wir n = ¢'m+r’ mit 0 < r < m. Erneut folgt r’ € U und also r’' = 0
wegen der minimalen Wahl von m. Also ist m ein Teiler von n. Der Definition von &
entnimmt man nun, dass m erst nach n/m-maliger Verkniipfung mit sich das neutrale
Element liefert; aus Lemma 1.9 (1) erhalten wir also #U = n/m. Unsere Ausfithrun-
gen liefern nun Folgendes: jede Untergruppe U von (C,,®) mit ¢t Elementen wird
von m = n/t erzeugt (d.h. insbesondere gibt es hochstens eine solche Untergruppe)
und das Element m = n/t in C, erzeugt auch eine m-elementige Untergruppe, was
die Existenzfrage klart. Also gilt (1). U

Beispiel 1.13 (Untergruppenverband von (C;,, ®)). Wir betrachten (C,,, ®), U; =
{0} < C;, und die zugehorigen Untergruppen U, = (12/t) fiir alle positiven Teiler



18 1. GRUPPEN

7Z 3Z 117Z 13%Z

// T

1 OZ 47 6Z 14Z 9Z

[N

8Z 127

Abbildung 7. Ein Ausschnitt des Untergruppenverbandes von (Z, +);
siehe Proposition 1.11. Man vergleiche den hervorgehobenen Teil mit
dem in Beispiel 1.13 erhaltenen Verband.

1 <t <12 von 12. Dann zeigt das folgende Diagramm den vollstindigen Untergrup-
penverband von Ci,:

C12

2, Gz -
U6/ NS {0246810} 3{ .
U, 0,3,6,9
4 \ \
U, / {0,4,8}
U, {0, 6}
T2 3 T2
U, {0}

Ein Pfeil von U, —— U, bedeutet hier U, < U, und [U, : U,] = x und fiihrt kein Weg
(den Pfeilen in geméaf Richtung folgend) von U, zu U, so ist U, € U,.

Man vergleiche diesen Untergruppenverband auch mit Abbildung 7. Dass dort
ein sehr dhnliches Bild auftritt, ist kein Zufall und wird sich noch im Rahmen unserer
Untersuchungen zu Faktorgruppen klaren.

Wir nutzen die Gelegenheit, um uns hier auch noch mal den Begriff der Linksne-
benklasse zu veranschaulichen. Es ist [U, : U,] = #U/#U, = 6/2 = 3. Es gibt also
in Ug genau drei Linksnebenklassen beziiglich U,. Diese sind (additive Schreibweise
beachten!)

0+U,={0,6} =6+U,, 2+U,=1{2,8} =8+U,,
4+U,=1{4,10} =10+ U,.
Man sieht auch sofort
Ug=1{0,6} U{2,8} u{4,10} = (0+U,) U (24+U,) U (4+U,).
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Wir zeigen spéter, sobald Faktorgruppen zur Verfiigung stehen, dass durch Propo-
sition 1.11 und Satz 1.12 tatsachlich alle zyklischen Gruppen charakterisiert werden
(siehe Korollar 2.8).

Korollar 1.14. Fiir alle n € N gilt n = Z @(t).

tln

Beweis. Wir beachten #C, = n und gruppieren die Elemente von C, nach ihrer
Ordnung (bei welcher es sich gemal} Satz 1.7 stets um einen Teiler ¢t von n handelt).
Wir haben also
n=#Cn=Z#{g€Cn rord(g)=t}.
tln
Gemal Satz 1.12 handelt es sich bei dem Summanden auf der rechten Seite genau
um ¢(t). Damit ergibt sich die Behauptung des Korollars. O

Beispiel. Z e()=p()+eB)+¢(5)+ ¢(15)=1+2+4+8=15.

t|15






KAPITEL 2

Homomorphismen, Faktorgruppen, Operationen

Um in den Dschungel der Gruppen etwas Ordnung bringen zu kénnen, ist es
wichtig, Gruppen miteinander vergleichen zu konnen und in Beziehung zueinander
setzen zu konnen. Hierzu notige Begriffe und Hilfsmittel entwickeln wir in diesem
Kapitel.

2.1. Gruppenhomomorphismen

Ein Gruppenhomomorphismus f zwischen zwei Gruppen (G, o) und (G’, %) ist
eine Abbildung f: G — G’, welche die Gruppenstruktur auf G respektiert. Konkret
fordern wir hierfiir, dass

(2.1) faob)=f(a)*f(b)

fiir alle a, b € G gilt. Nun gehort zu der Gruppenstruktur natiirlich noch eine Aussage
iber ein neutrales Element und inverse Elemente. Konzeptionell wire es addquat, den
Erhalt dieser Struturen ebenfalls in der Definition eines Gruppenhomomorphismus zu
fordern. Tatséchlich folgt dies aber schon aus (2.1), wie das folgende Lemma zeigt:

Lemma 2.1. Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f: G — G’ gilt f (1;) = 14, und fiir
alleac Gist f(a) ' =f(a™).

Beweis. Wir bezeichnen die Verkniipfung fiir G mit o und die fiir G’ mit *. Es ist

1o xf(1g) =f(1g) = f(1g015) = f(15) * f (1¢).

Kiirzen von f(1;) zeigt 15 = f (1), wie gewiinscht. Fiir a € G erhélt man

lg=f(aca™)=f(a)xf(a™).
Multiplikation mit f(a)™! zeigt f(a)™' = f(a™1). O

Wir bezeichnen einen Gruppenhomomorphismus f: G — G’ als

Mono- f injektiv
Epi- f surjektiv
(Gruppen-)A Iso- Morphismus falls { f bijektiv ist.
Endo- (G,0) =(G', %)
Auto- f bijektiv und (G, o) = (G, %)

21
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Bemerkung. Eine konzeptionell bessere Art, Gruppenisomorphismen zu definieren,
wiére als Gruppenhomomorphismen f: G — G’, zu denen es passenden einen Grup-
penhomomorphismus g: G’ — G mit f og =id,, und go f =id gibt. Proposition 2.3
(siehe unten) zeigt jedoch, dass beide Begriffe dquivalent sind. Man entsinne sich
allerdings an die Topologie. Dort zeigt etwa das Beispiel [0,1) — ID, t — exp(2mit),
dass eine bijektive stetige Abbildung nicht notwendigerweise eine stetige Umkehr-
abbildung zu haben braucht. Fiir den Begriff eines ,Isomorphismus topologischer
Raume“, eines sogenannten Homdéomorphismus, muss man zusatzlich zur Stetigkeit
und Bijektivitdt auch die Stetigkeit der Umkehrabbildung fordern. Dies lasst sich
auch dquivalent dazu ausdriicken, dass eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen
topologischen Rdumen genau dann ein Homéomorphismus ist, wenn es eine stetige
Abbildung g: Y — X mit f o g =id, und g o f =idy gibt.

Wir schreiben
Hom(G, G') := {Gruppenhomomorphismen von G nach G'},
End(G) := {Gruppenendomorphismen von G},
Aut(G) = {Gruppenautomorphismen von G}.

Existiert ein Isomorphismus zwischen G und G’, so nennen wir G und G’ isomorph
und schreiben G = G'. Fiir einen Gruppenhomomorphismus f : G — G’ nennen wir

kerf :==f'({lo})={a€G:f(a)=14}
den Kern von f und
imf =f(G):={d’"€G :Ja€Gmit f(a)=a’}
das Bild von f.

Beispiele 2.2. Wir betrachten hier R als abelsche Gruppe mit der bekannten Addition
ganzer Zahlen als Verkniipfung.

(1) R >R, 2+~ 0, ist ein Gruppenhomomorphismus.

(2) R —> R, 2z — 1, ist kein Gruppenhomomorphismus.

(3) idg: R — R ist ein Gruppenisomorphismus.

(4) Es sei K ein Korper. Die Abbildung
K" — K",

GL,(K) — GL(K"), A~ { v o Av,

ist ein Gruppenisomorphismus, wie man leicht nachrechnen kann. Thre
Umkehrabbildung ordnet jedem f € GL(K") die zugehorige Darstellungs-
matrix beziiglich der Standardbasis auf K" zu. Insbesondere sind GL, (K)
und GL(K™) isomorph. (Eine deratige Aussage wurde auch schon in § 1.2.5
vermutet bzw. angekiindigt.)

(5) Es sei M eine beliebige endliche Menge mit genau n Elementen. Dann gibt
es eine Bijektion f: {1,...,n} — M. Bei der Abbildung

v: Sym(M) - &, Gn—)f_loo'of,
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handelt es sich um einen Gruppenisomorphismus und darum ist Sym(M) =
S,,. Wir illustrieren den Zusammenhang von o und ¥(o) anhand des fol-
genden kommutativen Diagramms:

M g M

f II ?Tf

(,..n -2, 4,0}

(6) t;: R > RxR, x — (x,0), ist ein Gruppenmonomorphismus; es gilt kert; =
{0} und im(t;) =R x {0}.

(7) m: RxR —> R, (x,y)— X, ist ein Gruppenepimorphismus; es gilt ker ; =
{0} x R und im(7;) =R.

(8) Man hat ein kommutatives Diagramm

t1: x—(x,0) my: (6, )—x

R— RxR —— R.

\_/

Allgemein nennt man bei einem kommutativen Diagramm (mit Abbildungen
t:A— Bund 7: B — A)

A——> B —T5A
\_/'

die Abbildung ¢ einen Schnitt von 7 und 7 eine Retraktion von t. Handelt es sich bei
Aund B um Gruppen und bei 7: B — A um einen Gruppenhomomorphismus, so sagt
man, es gebe einen Schnitt zu 7, falls es einen Gruppenhomomorphismus t: A — B
gibt, der im obigen Sinne ein Schnitt zu 7 (als Abbildungen aufgefasst) ist.' Analog
definiert man Retraktionen von Gruppenhomomorphismen.

Proposition 2.3. Es seien (G, ), (G',*) und (G”, x) Gruppen. Ferner seien f: G — G’
und g: G’ = G” Gruppenhomomorphismen.
(1) Auch go f: G — G” ist ein Gruppenhomomorphismus.

(2) Ist f ein Gruppenisomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung f~': G’ —
G ein Gruppenhomomorphismus (und sogar ein Gruppenisomorphismus).

(3) Aut(G) bildet mit der Verkettung von Abbildungen eine Gruppe, die Automor-
phismengruppe von G.

!Man beachte, dass 7 als Abbildung aufgefasst also einen Schnitt haben kénnte, aber als Grup-
penhomomorphismus eventuell nicht; wichtig ist hierbei eben noch die Frage, ob es ein t: Ao B mit
1ot =1id, gibt und(!) v auch ein Gruppenhomomorphismus ist.
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(4) ZuU <G und U’ < G’ sind auch f(U) < G’ und f~1(U’) < G. Insbesondere
ist ker f eine Untergruppe von G und im f ist eine Untergruppe von G'.

(5) f ist genau dann ein Gruppenmonomorphismus, wenn f trivialen Kern hat,
d.h. wenn ker f = {1} gilt.

Beweis. (1) folgt sofort aus

(gof)aeb)=g(f(aeb))=_g(f(a)xf(b))
=g(f (@) »g(f (b)) =(gof)(a)x(gof)b).

(2) Sind a’, b” € G’ beliebig und ist f ein Gruppenisomorphismus, so gibtesa, b €
G mit f(a) =a’ und f(b) = b’. Dann ist aber auch f(aeb) = f(a)* f(b)=a’*b’.
Anwenden von f ! liefert f1(a’) e f~1(b’) =aeb = f~(a’x b’). Also ist f ! ein
Gruppenhomomorphismus. Uberdies ist mit f natiirlich auch f~! bijektiv und somit
f~! sogar ein Gruppenisomorphismus.

(3) Man kann sich hier darauf berufen, dass Sym(G) 2 Aut(G) bereits aus § 1.2.3
als Gruppe mit der tiblichen Verkettung von Abbildungen erkannt wurde. Es geniigt
daher, zu sehen, dass es sich bei Aut(G) um eine Untergruppe von Sym(G) handelt.
Das ergibt sich aber mit den bereits bewiesenen Teilaussagen (1) und (2) sehr leicht.

Die Verifikation von (4) sei der geneigten Leserin oder dem geneigten Leser zur
freiwilligen Ubung iiberlassen.

(5) Ist f injektiv, so enthilt ker f = f~1({1,/}) natiirlich héchstens ein Element,
aber wegen f(1;) = 1, dann sogar genau ein Element, ndmlich 1. Ist umgekehrt
ker f = {15}, so ist f injektiv, denn aus a,b € G mit f(a) = f(b) folgt 1, =
fa)sf(b) = f(a*f(b)=f(ateb),alsoa ‘eb ckerf ={1;},d.h.a leb=1,
und somit b = a. OJ

Bemerkung. Wir benutzen oft diverse Vertraglichkeitseigenschaften von Gruppenho-
momorphismen und diversen bereits besprochenen Konzepten der Gruppentheorie.
Wir geben zwei Beispiele:

(1) Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismen und hat g € G endliche Ord-
nung n, so hat f(g) € H ebenfalls endliche Ordnung und diese teilt n. (Be-
weis: f(g)" = f(g") = f(1¢) = 1y, also ord(f (g)) < oo und ord(f (g)) | n
gemafld Lemma 1.9.)

(2) Sind f: G —» H und f’: G’ — H’ zwei Gruppenhomomorphismen, so ist
durch f x f: Gx G - HxH’, (g,2') — (f(g),f'(g")) ein Gruppenho-
momorphismus gegeben. Sind f und f’ sogar Gruppenisomorphismen, so
gilt dies auch fiir f x f’. Insbesondere gilt: ist G = H und G’ = H’, so
ist G x G’ = H x H'. Die hier getroffenen Aussagen verallgemeinern sich
unmittelbar auf direkte Produkte mit beliebig vielen Faktoren.

2.2. Faktorgruppen

2.2.1. Konstruktion von Faktorgruppen. Welche Untergruppen N < G sind Ker-
ne von Gruppenhomomorphismen? Diese Frage beantworten wir in diesen Abschnitt.
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Es sei zunichst die Existenz eines Gruppenhomomorphismus f: G — H mit
N = ker f angenommen. Fiir alle g € G und alle n € N gilt dann

22)  flgng™)=f(QfMf (g =Ff(uf ()" =f()f (&) =1y,
also gng~! e kerf =N.
Fiir Teilmengen A, B, C einer Gruppe G definieren wir das Komplexprodukt

AB:={ab:a€A, beB}.

Wegen der Assoziativitdt der Verkniipfung in G ist auch das Komplexprodukt assozia-
tiv; wir haben

(AB)C ={(ab)c:a€A, beB,ceC}={a(bc):acA beB,ceC}=A(BC)

und diirfen darum (wie auch schon bei Gruppen) auch auf die Klammerung der
Faktoren verzichten. Uberdies definieren wir fiir a,b € G

aB :={a}B und Ab:=A{b}.

(Diese Schreibweise kennen wir schon von Links- bzw. Rechtsnebenklassen.)
Ist N eine Untergruppe von G und A C N eine beliebige nicht-leere Teilmenge
von N, so gilt die folgende Adsorptionsregel:

AN = N = NA.

(Dabei ist AN < N klar, da Produkte an mita € AC N und b € N ebenfalls in N liegen.
Umgekehrt ist aber auch jedes n € N in AN enthalten; ist ndmlich a € A beliebig, so
ista~! € N und also auch a~'n € N und somit n = a(a *n) € AN.) Speziell fir A= N
erhalten wir NN = N.

Lemma 2.4. Es sei G eine Gruppe und N eine Untergruppe. Dann sind dquivalent:
(1) YV¢e€GVneN: gng ' €N;
(2) Vg €G: gNg™ ' CN;
(3) Vg€ G: gNg ' =N;

(4 VgeG:gN=Ng.

Uberdies ist gN = hN fiir g,h € G genau dann wenn g = hn fiir ein n € N gilt.

Beweis. (1) < (2)4,,(2) < (3)“und,,(3) & (4)“ sind klar. Fiir ,(2) = (3)“sein € N
beliebig. Unter Annahme von (2) ist dann ja g 'n(g™')~! in N enthalten. Wegen
N>2g(gn(gH gt =nfolgt n € gNg ! und also (3).

Fiir den Zusatz beachte man, dass wegen 1; € N auch g € gN ist. Insbesondere
folgt aus gN = hN also g = hn fiir ein n € N. Gilt umgekehrt g =hn flireinn €N,
so ist wegen n~! € N natiirlich gN = hnN = hN. O

Eine Untergruppe N von G, welche eine der dquivalenten Bedingungen aus
Lemma 2.4 erfiillt, nennt man auch Normalteiler von G und schreibt hierfiir N < G.

Bemerkung. In einer abelschen Gruppe sind alle Untergruppen automatisch Nor-
malteiler. Im Allgemeinen ist allerdings nicht jede Untergruppe einer nicht-abelschen
Gruppe ein Normalteiler. Das kleinste Beispiel hierfiir ist G5 mit Untergruppe U = (1),
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wobei 7 die Permutation von {1, 2, 3} ist, welche die Elemente 1 und 2 vertauscht
und 3 fixiert. Wahlt man etwa 7’ als die Permutation, welche 1 fixiert und 2 mit
3 vertauscht, so sieht man leicht /U # U7’. Alternativ betrachte man etwa die

Untergruppe
1 u
o={(} V)suer)

von GL,(R). (Die hier auftretenden Matrizen beschreiben Scherungen.) Nun betrachte
man die Matrix
0 -1
=1 %)

welche eine Drehung um 90° entgegen des Uhrzeigersinns beschreibt. Man rechnet
leicht nach, dass

w={(0 D)wer) wa or={(¢ )uer)

gilt. Scharfes Hinsehen zeigt, dass diese beiden Mengen nicht {ibereinstimmen.

Fiir eine Untergruppe U von G und g € G nennt man das Komplexprodukt gU
bekanntlich auch Linksnebenklasse von a beziiglich U. Die Menge aller Linksneben-
klassen beziiglich U bezeichnet man auch mit G/U = { gU : g € G }. Analog definiert
man die Menge? U\ G = {Ug : g € G} aller Rechtsnebenklassen. (Es sei hier an den
Satz von Lagrange, Satz 1.7, erinnert, bei dessen Beweis diese Nebenklassen bereits
eine wichtige Rolle spielten.)

Ist N ein Normalteiler, so kann man auf G/N eine Gruppenstruktur definieren! In
der Tat bildet G/N zusammen mit der Verkniipfung

*: (G/N)x(G/N)— G/N, (aN,bN)~ (ab)N
eine Gruppe, die Faktorgruppe von G nach N. Diese Verkniipfung ist wegen
aNbN = a(Nb)N = a(bN)N = (ab)(NN) = (ab)N

tatsiachlich wohl-definiert,® wobei wir fiir die letzte Gleichung die Adsorptionsregel
NN = N benutzt haben. Die Assoziativitat folgt leicht aus der Assoziativitdt des
Komplexproduktes (was wiederum nur eine Konsequenz aus der Assoziativitit der
Verkniipfung auf G ist), als neutrales Element fungiert die Linksnebenklasse 1;N = N
und die zu aN inverse Klasse ist a 'N. Bei

n:G— G/N, g— gN,

2Achtung: diese sollte man nicht mit der mengentheoretischen Exklusion U\ G ={uecU:u¢
G} = 0 verwechseln.

3Der springende Punkt ist, dass eine Nebenklasse aN zwar notationsgeméaf mit einem zugehorigen
Element a € G ,,im Gepack“ zu kommen scheint, doch ist dieses a nur bis auf Multiplikation von rechts
mit einem Element von N eindeutig bestimmt. Ob hier (ab)N = (a’b’)N fiir alle a,d’, b, b’ € G mit
aN = a’N und bN = b’'N gilt, wird zu einer Aussage, die man erst beweisen muss.
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handelt es sich um einen Gruppenhomomorphismus, die sogenannte kanonische
Projektion (auf G/N). Der Zusatz in Lemma 2.4 zeigt ker m = N.

Korollar 2.5. Sei G eine Gruppe. Dann sind die Normalteiler von G genau die Kerne
von Gruppenhomomorphismen mit Definitionsbereich G:

{Normalteiler N von G} = {ker f : H Gruppe, f € Hom(G,H)}.

Beweis. Dass Kerne von Gruppenhomomorphismen Normalteiler sind, hatten wir
bereits eingangs nachgerechnet (siehe (2.2)). Umgekehrt ist aber auch jeder Normal-
teiler N von G der Kern eines Gruppenhomomorphismus, ndmlich beispielsweise von
der kanonischen Projektion ©: G — G/N auf die Faktorgruppe G/N. O

Satz 2.6. Es sei N ein Normalteiler einer Gruppe G und f: G — H ein Gruppenho-
momorphismus in eine Gruppe H. Ferner sei N C ker f. Dann gibt es genau einen
Gruppenhomomorphismus f: G/N — H, der das folgende Diagramm kommutativ
macht:

G H.

(2.3) \ e
T o7 aAf

G/N

Die Zuordnung f — f stiftet also eine 1:1-Korrespondenz
{f €eHom(G,H):N <kerf} —=— Hom(G/N,H).

Ist N =Xker f, so ist f injektiv.

Beweis. Zur Existenz von f: wir definieren f(gN) := f(g). Dies ist wohl-definiert,
denn ist g;N = g,N, so gibt es laut Lemma 2.4 ein n € N mit g; = g,n und wir
erhalten

f(g1)=f(g)ly = f(g)f(n) = f(gin) = f(g2)-

Man rechnet auferdem sofort nach, dass es sich bei dem so definierten f um einen
Gruppenhomomorphismus handelt:

f(aNbN) = f(abN) = f(ab) = f(a)f (b) = f(aN)f (bN).

Wegen (f o m)(g) = f(n(g)) = f(gN) = f(g) kommutiert (2.3).

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von f: jedes Element in G/N ist von der Form
gN mit einem g € G. Die Kommutativitit von (2.3) impliziert, dass f(gN) gleich
f(g) sein muss. Also ist f eindeutig bestimmt.

Die Aussage liber die gestiftete 1:1-Korrespondenz ist eine direkte Konsequenz
aus der Aussage mit dem Diagramm.

Ist nun N = ker f, so folgt fiir g € G mit g ¢ N jedenfalls f(gN) = f(g) # 1.
D.h. das einzige Element gN € G/N, welches von f auf 1,, abgebildet werden kann,
ist 1;N, das neutrale Element von G/N. Aus Proposition 2.3 (5) ergibt sich die
Injektivitit von f. O
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2.2.2. Erster Isomorphiesatz und Korrespondenzsatz. Satz 2.6 hat bemerkens-
werte Konsequenzen. Wir erwdhnen zunéchst die Folgende:

Korollar 2.7 (Erster Isomorphiesatz). Es sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus
gwischen Gruppen G und H. Dann ist G/ ker f = f(G).

Beweis. Die f zugeordnete Abbildung f: G/ker f — H aus Satz 2.6 ist injektiv und
bildet natiirlich surjektiv auf ihr Bild ab; dieses stimmt mit dem Bild von f {iberein,
weshalb die eingeschrinkte Abbildung f: G/ ker f — f(G) ein Gruppenisomorphis-
mus ist. U

Beispiele.
(1) Fiir jeden Korper K ist die Determinantenabbildung det: GL, K — K™ (mit
K* =K \ {0g}) ein Gruppenepimorphismus mit Kern SL, K. Insbesondere
ist

(2.4) (GL,K)/SL, K = K*.

(2) Die Exponentialabbildung R — C\ {0}, t — exp(2mit), ist ein Gruppenho-
momorphismus mit Kern Z und Bild S! = {z € C : |z| = 1}. Insbesondere
ist R/Z = S!.

Beispiel. Zur Ergdanzung wollen wir die Isomorphie in (2.4) auch rein rechnerisch
einsehen. Dazu iiberlegen wir uns, dass jede Nebenklasse ASL, K mit A € GL, K genau
eine Matrix der Form

A
diag(A,1,...,1) =
1

mit einem A € K™ enthélt. Da alle Elemente der Nebenklasse ASL, K dieselbe De-
terminante besitzen, folgt A = detA und dies klart auch schon, dass jedenfalls nicht
zwei verschiedene solche Matrizen in ASL, K enthalten sind. Je zwei Matrizen vom
obigen Typ multiplizieren sich wie folgt:

diag(A,1,...,1)-diag(u, 1,...,1) = diag(Au, 1,...,1).

Durch scharfes Hinsehen erkennt man hierin die Isomorphie (2.4). Nun zu unserer
Behauptung iiber die Existenz einer Diagonalmatrix vom obigen Typus in ASL,, K: Man
erinnere sich an elementare Spaltenumformungen aus der linearen Algebra. Diese
konnen durch Rechtsmultiplikation mit gewissen Elementarmatrizen bewerkstelligt
werden. Sei E;; die nxn-Matrix, welche nur aus Nulleintrédgen besteht, bis auf eine
Eins im Eintrag der zur i-ten Spalte und j-ten Zeile gehort. Ferner sei 1, die nxn-
Einheitsmatrix. Sei i # j. Rechtsmultiplikation mit der (SL,K)-Matrix 1, + uE;; zu
einer Matrix A liefert die Matrix A mit j-ter Spalte ersetzt durch die Summe der j-ten
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Spalte und dem u-fachen der i-ten Spalte; zum Beispiel:

147 147\ (10 4 1411
2 5 8|-(1,+4E,)=|2 5 8]|-{0 1 0o]=[2 5 16|
3609 369/ \001 3 6 21

Ganz dhnlich bewirkt Rechtsmultiplikation mit der SL, K-Matrix
Vii=1,+E;—E;—E;—E;=,+E;)-(1,—E;)-(1,+E;) ({#])

eine Vertauschung der i-ten Spalte mit dem Negativen der j-ten Spalte; zum Beispiel:

147 147\ /0 01 ~7 4 1
2 5 8|-v,=[(25 8|0 10|=|-85 2]
369 369/ \-100 -9 6 3

Im Rahmen der linearen Algebra zeigt man, dass diese Spaltenumformungen ausrei-
chen, um jede invertierbare Matrix auf Diagonalgestalt zu transformieren. (Das ist
eine leicht eingeschrankte Form des Gauf3-Algorithmus.) Durch Rechtsmultiplikation
mit den SL, K-Matrizen 1, — (1 —u)E;; — (1 —u HE;; (j > 1, u € K*) kann man
diese Diagonaleintrige alle auf den ersten Eintrag ,,schieben“. Wir illustrieren den
hier beschriebenen Prozess anhand eines Beispiels:

11 -1 111 101

0 4 0 |SL,R=[0 4 0|SL;R=[0 4 0|SL,R

32 0 023 023
100 100
=|0 4 O|SL;R=(0 4 0]|SL;R
023 00 3
40 0 12 0 0
=|0 1 0|SL;R=( 0 1 0]SL,R.
00 3 0 01

Korollar 2.8 (Klassifikation zyklischer Gruppen). Es sei G eine Gruppe und g € G
beliebig. Dann ist entweder (g) = Z oder (g) = Z/nZ fiir ein (und nur ein) n € N.

Beweis. Proposition 1.1 (6) zeigt, dass es sich bei f: Z — G, n — g" um einen
Gruppenhomomorphismus handelt. Korollar 2.7 liefert Z/ker f = f(G) = (g). Da
ker f eine Untergruppe von (Z, +) ist, zeigt Proposition 1.11 ker f = nZ fiirein n € N,,.
(Speziell im Fall n = 0 haben wir ker f = {0} und also (g) =Z/kerf =7Z/{0} = Z.)
Durch Betrachtung der jeweiligen Gruppenordnung sieht man Z/nZ % Z/mZ fiir alle
n,m € N, mit n # m. Hieraus ergibt sich unmittelbar der Zusatz mit ,entweder oder*
bzw. ,,nur ein®. O

Der nichste Satz klart die Frage nach der Beschaffenheit des Untergruppenver-
bandes von Faktorgruppen:
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Satz 2.9 (Korrespondenzsatz). Es sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler von G
und m: G — G/N, g — gN, begeichne die kanonische Projektion. Dann handelt es sich
bei der Abbildung

a_. [{Untergruppen U < G/N} — {Untergruppen V. < G mit V 2 N},
i U~ n (),

um eine inklusionserhaltende® Bijektion, welche sich zu einer Bijektion

{Normalteiler U < G/N} SREEN {Normalteiler V<G mit V 2 N}
einschrdnkt.
Beweis. Das ist Aufgabe 4.1. O

Bemerkung. Satz 2.9 klart die bereits bei Beispiel 1.13 und Abbildung 7 bemerkte
Ahnlichkeit von Untergruppenverbinden von C;, = Z/12Z (siehe Korollar 2.8) und
Z. Man iiberlege sich hierzu als freiwillige Ubung, wie Satz 1.12 mittels Satz 2.9 aus
Proposition 1.11 gefolgert werden kann.

2.2.3. Weitere Isomorphiesitze. Wir besprechen nun einige weitere Isomor-
phiesitze, die manchmal niitzlich sind. Diese werden entsprechend durchnummeriert
(zweiter und dritter Isomorphiesatz). Einen Konsens dariiber, welcher dieser Sitze
nun der zweite und welcher der dritte ist, scheint es in der Literatur nicht zu geben.
Wir nutzen die Gelegenheit, um auf dem Weg zu den angekiindigten Isomorphiesédtzen
noch einige weitere Werkzeuge bereitzustellen.

Sei (G;); eine (endliche oder unendliche) Folge von Gruppen zusammen mit einer
Folge von Gruppenhomomorphismen f;: G; — G;_,. Wir visualisieren dies in der Form
des Diagramms>

fina fi

‘—)GH-I Gi Gi—l_)"‘

und nennen dieses Diagramm eine Sequenz.® Diese Sequenz hei3t exakt an der
Stelle i (oder exakt bei G;, sofern hierdurch die Position unverwechselbar beschrieben
wird), falls im f,,, = ker f; gilt. Die Sequenz heif3t exakt, falls sie dies an jeder’ Stelle
ist.

Wir schreiben im Folgenden in Diagrammen auch O fiir die einelementige Grup-
pe.® Man beachte, dass fiir jede Gruppe G die Mengen Hom(0, G) und Hom(G, 0)

4 Inklusionserhaltend“ heift hier: U < U’ < G/N impliziert *n(U) C *n(U").

Man kann sich die Position der Indizes so merken: Der in f; unten stehende Index erniedrigt den
Index von G;; Man bildet also von G; nach G;_; ab.

®Der Begriff Folge ist auch in Gebrauch.

’An etwaigen Randstellen, also solchen i, fiir die entweder f;,, oder f; nicht definiert sind, wird
Exaktheit als trivialerweise vorliegend betrachtet.

8Man sieht selbstverstindlich sofort, dass ,die“ einelementige Gruppe bis auf eindeutige Isomor-
phie eindeutig bestimmt ist und es somit gerechtfertigt ist, hier den bestimmten Artikel zu gebrauchen.
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einelementig sind. Eine Sequenz der Form

0 G’ G G” 0

nennt man auch kurgz. Ist diese exakt, so spricht man von einer kurzen exakten
Sequenz.

Lemma 2.10. Seien G, G und G” jeweils Gruppen. Dann gilt:
(1) Die Sequenz 0 — G’ I, G ist genau dann exakt, wenn f injektiv ist.

(2) Die Sequenz G L6 —0ist genau dann exakt, wenn g surjektiv ist.

(3) Die kurze Sequenz 0 G’ / G256 0 ist genau dann exakt,

wenn f injektiv, g surjektiv und im f = ker g ist.
(4) In der Situation der vorherigen Aussage ist G’ = G/f(G’).

(5) Jeder Gruppenhomomorphismus g: G — G” liefert eine kurze exakte Sequenz

O—)kerg&Gi)f(G)—>O

(6) Fiir jedes N 4 G ist die kurze Sequenz 0 N
exakt.

InkL

G—5G/N—0

Beweis. Die fraglichen Aussagen sind unmittelbare Folgerungen aus der Definition
von Exaktheit, sowie Korollar 2.7. ]

Satz 2.11 (Zweiter Isomorphiesatz). Es sei G eine Gruppe, U < G und N < G. Dann ist
auch UN < Gund UNN < U sowie UN/N ZU/(U NN).

Beweis. Das ist Aufgabe 4.2; fiir die behauptete Isomorphie betrachte man das kom-
mutative Diagramm

0

l

0
0 — UNN > U > U/(UNN) — 0
1 l 3
UN

0 > N UN/N —— 0

mit exakten Zeilen und Spalten, wobei die eingezeichneten Pfeile die offensichtlichen
Gruppenhomomorphismen bezeichnen mogen. U

Satz 2.12 (Dritter Isomorphiesatz). Ist G eine Gruppe mit zwei Normalteilern N und
K, wobei K C N gelten mége. Dann ist’

(G/K)/(N/K)=G/N.

?Man kann sich diese Aussage auch merken, wenn man die Faktorgruppenbildung wie einen
Bruchstrich interpretiert und K formal , kiirzt“.
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Beweis. Vorweg bemerken wir, dass K < N als Normalteiler von G selbstverstédndlich
auch ein Normalteiler von N ist, da ja gK = K g fiir alle g € G und somit insbesondere
fiir alle g € N gilt. Bei dem im Satz notierten N /K handelt es sich also tatsdchlich um
eine Gruppe, ja sogar um eine Untergruppe von G/K. Mehr noch: N /K ist normal in
G/K. (Das konnten wir direkt nachrechnen, aber es folgt auch aus der Exaktheit der
Zeile (i) im nachfolgenden Diagramm.) Wir betrachten das kommutative Diagramm
(zunidchst ohne die gestrichelten Pfeile)

0 0
K K 0
Inkl. Inkl
(t): 0 N <M g G/N —> 0

M idG/N

(#: 0—— N/K —---» G/K —--» G/N — 0,

0 0 0

wobei die unbeschrifteten Pfeile jeweils die kanonischen Homomorphismen bezeich-
nen mogen. Unter Anwendung von Satz 2.6 ergidnzt sich dieses Diagramm um die
gestrichelten Pfeile zu einem kommutativen Diagramm mit exakten Spalten und a-
priori exakter Zeile (). Eine Diagrammjagd'® liefert auch die Exaktheit der Zeile (%).
Hieraus ergibt sich die Behauptung.

Wir geben noch einen zweiten Beweis. Dieser hat den Vorteil, dass er weniger
abstrakt ist, verpasst aber die Gelegenheit etwas liber Diagrammjagden zu zeigen.
Zu gK € G/K ist das Komplexprodukt (gK)N = g(KN) = gN (gemald Adsorpti-
onsregel) ein Element von G/N. Wir erhalten also eine Abbildung f: G/K — G/N,
gK — gN. Man sieht direkt, dass es sich bei dieser Abbildung um einen Gruppen-
homomorphismus handelt. Der erste Isomorphiesatz (Korollar 2.7) liefert sodann
G/N = (G/K)/ker f und zum Beweis der im aktuellen Satz behaupteten Isomor-
phie gentigt es daher, ker f = N/K einzusehen. Das ist allerdings einfach, denn
f(gK) = gN ist genau dann = 15,y = 1;N = N, wenn g in N liegt (siehe Lem-
ma 2.4). Also ist ker f = N /K. O

Bemerkung. Die im Beweis von Satz 2.12 angesprochene Diagrammjagd wird durch
das ,Neunerlemma“ aus der homologischen Algebra verallgemeinert.

1OFiir Details sei auf die Vorlesungsaufzeichnung verwiesen.
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2.3. Gruppenoperationen

In diesem Abschnitt besprechen wir, inwiefern Gruppen ,,Symmetrien“ beschrei-
ben.

2.3.1. Operationen und Homomorphismen nach Sym(M). Es sei (G, o) eine
Gruppe und M eine beliebige Menge. Unter einer Gruppen-Links-Operation von
G auf M (oder nur (Gruppen-)Operation von G auf M) versteht man eine binédre
dullere Verkniipfung b: G x M — M, welche den folgenden Axiomen gentigt:

(>.1) Firalleme M gilt 1;>m =m.

(>.2) Firallea,be Gundalleme M giltar(b>m)=(aob)>m.

Eine Gruppen-Rechts-Operation ist eine binédre dulere Verknilipfung <: M x G —» M,
welche den folgenden Axiomen gentigt:

(«.1) Firalleme M gilt m<1; =m.

(«.2) Fiiralle a,b € G und alle m € M gilt (m<a)<b=m<(aob).

Statt g > m mit schreiben wir im Folgenden oft nur gm.!' Statt m < g wird in der
Literatur oft die Exponentialnotation m$ gebraucht.

Proposition 2.13. Es sei (G, o) eine Gruppe und M eine beliebige Menge. Die Abbildun-
gen

L]
{Gruppenoperationen >: G x M - M} —_——— Hom(G, Sym(M)),
v

gegeben durch

G — Sym(M)
o(r) = M->M und \I/(cp)Z{
gH{mr—»gbm

GxM-—->M
(g,m) — (v(g))(m),

sind zueinander inverse Bijektionen. Wir schreiben auch  fiir ®(>) und >, fiir ¥(yp).

Beweis. Die Aussage der Proposition wirkt hier deutlich wilder, als ihr Beweis; jener
ergibt sich direkt durch schlichtes Nachrechnen und sei hier ausgespart. (Man sollte
hier nachrechnen, dass ®(>) wirklich ein Gruppenhomomorphismus von G nach
Sym(M) ist, ¥(¢) wirklich eine Gruppenoperation G x M — M liefert und die
Verkettungen ¥ o & und ¢ o ¥ tatsichlich die identischen Abbildungen auf den
jeweiligen Mengen liefert.) O

Bemerkung. Proposition 2.13 zeigt, dass Gruppenoperationen ,,im Wesentlichen
dasselbe“ sind, wie Gruppenhomomorphismen nach Sym(M). Wir werden daher
oft nicht zwischen > und ¢ = ®(>) unterscheiden. Besitzt die Menge M zusétzliche
Struktur (z.B. Vektorraumstruktur oder dergleichen), so schrankt man sich gerne
auf Gruppenoperationen ein, welche diese zusitzliche Struktur respektieren; in

e der Schreibweise ,,am* ist im Fall G = M, also wenn die Gruppe G auf sich selbst operiert,
Vorsicht geboten, da man Gefahr l4uft, unter am das Produkt der Elemente a und m mittels der auf G
gegebenen Gruppenverkniipfung verstehen zu kénnen.
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der obigen Proposition wiren das dann genau die Gruppenoperationen, welche zu
Homomorphismen von G nach Aut(M) gehoren, wobei Aut(M) hier die Gruppe der
strukturerhaltenden Selbstabbildungen von M bezeichne (fiir Vektorrdume M etwa
die Gruppe der bijektiven linearen Abbildungen M — M; fiir Gruppen kennt man
eine dhnliche Situation bereits aus Aufgabe 3.4 zu semidirekten Produkten G X, H:
hier operiert H mittels eines Gruppenhomomorphismus ¢: H — Aut(G) auf G).

Eine Gruppenoperation'? ( heift treu, falls'® ¢ injektiv ist. Zu m € M schreiben

wir
Gm)={gr,m:g€G}ICM

fiir die Bahn von m (oder Orbit von m) unter (der Operation ¢ von) G. Die Operation
¢ heildt transitiv, falls eine (und dann jede!) ihrer Bahnen mit M iibereinstimmt.
Fiir jedes m € M ist G, := {g € G : g», m = m} eine Untergruppe von G, der
Stabilisator von m. Gilt G,, = G, so nennen wir m einen Fixpunkt der Operation;
dann ist die einelementige Menge {m} eine Bahn. Ein Element m heif3t Fixpunkt
von g € G, falls g >, m = m gilt. Die Menge der Fixpunkte eines Elements g € G
bezeichnet man mit

M&:={meM:gr,m=m}.

Beispiele 2.14.

(1) Fiir jede Gruppe G und jede Menge M existiert die triviale Operation G —
Sym(M), g — id,,. Diese Operation ist nur fiir #G = 1 treu. Alle Elemente
von M sind Fixpunkte und daher ist diese Operation nur fiir #M = 1 transitiv.

(2) Fiir eine Gruppe (G, -)und a€ G sei {,: G — G, x — a - x die Linksmulti-
plikation mit a. Dann ist

tep=(—a-b-x)=(—ay)o(x—b-x)={,0l,

und also die Abbildung G — Sym(G), a — £, ein Gruppenhomomorphismus.
Die hierdurch gestiftete Operation nennt man die links-reguldre Operation
von G. Diese ist treu und transitiv.

(3) Die rechts-regulire Operation von G wird durch a — (x — x-a™!) definiert.
(Man beachte hierzu auch Aufgabe 5.1 und die Losung davon.)

(4) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und P die Menge aller seiner
eindimensionalen Unterrdume U. Dann operiert die Gruppe GL(V) aller
bijektiven, linearen Abbildungen f : V — V transitiv auf P via f > U =
f(U). Diese Operation ist aber i.Allg. nicht treu: sowohl id,, wie auch ihre
Skalaren Vielfachen (mit Skalar # 0) bewirken die identische Abbildung
auf P und dies sind tatsdchlich die einzigen linearen Abbildungen, die alle
eindimensionalen Unterrdume fixieren, wie man sich leicht iiberlegen kann.
Es bezeichne PGL(V') die Faktorgruppe von GL(V) nach Z(GL(V)) = { Aidy :

12Gemeint ist hier eigentlich >,.
13Gemeint ist hier wirklich der Gruppenhomomorphismus ¢: G — Sym(M).
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A € K }, die sogenannte projektive lineare Gruppe. Mittels Satz 2.6 erhalten
wir ein kommutatives Diagramm

()

PGL(V)

GL(V)

Sym(P).

Demnach operiert auch PGL(V) auf P (via ¢) und diese Operation ist sogar
treu (siehe Satz 2.6).

(5) Fiir eine Gruppe (G, -)unda € G seii,: G — G, x — a-x-a ' der durch
Konjugation mit a erhaltene Automorphismus. Dann ist i : G — Aut(G) <
Sym(G), g — i, eine Operation auf G, die Konjugationsoperation.

(6) (Rotation eines Wiirfels.) Wir reprasentieren einen Wiirfel durch seine Ecken-
menge M = {—1,1}° C R® und betrachten die Gruppe G = {A € GL;R :
detA = 1,ATA = 1, AM = M} aller Drehungen, die diesen Wiirfel fixie-
ren. Diese operiert treu und transitiv auf M. (Man iiberlege sich weshalb!)
Insbesondere ist G endlich.

Satz 2.15 (Cayley). Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von Sym(G).
Insbesondere, falls G endlich ist, n = #G, ist G isomorph zu einer Untergruppe von &,,.

Beweis. Die links-reguldre Operation ¢ von G aus Beispiel 2.14 (2) ist ein Monomor-
phismus von G nach Sym(G) und induziert daher einen Isomorphismus von G auf
¢(G) < Sym(G). Die Zusatzbemerkung ist wegen Sym(G) = &, klar. O

Beispiel. Es sei (G, ¢) eine multiplikativ geschriebene, zyklische Gruppe der Ord-
nung 4. (Dann ist G natiirlich isomorph zu Z/4Z = C, laut Korollar 2.8.) Ist g ein
Erzeuger von G, so haben wir G = {1, g, g%, ¢°}. Die Elemente £« € Sym(G) nehmen
dann die folgende Gestalt an:

0o O 0
'l g g g,

EIG Eg: 1G'_>g'_)g2'_)g3:
1 Y 2 3 . /_2\ 3
Zgz.lG‘\&g_/g, lps:lg e gengie—g”.

Beschriftet man die Seiten eines Quadrats (regelméfiges Viereck) mit 1, g, g2 und g3,
so beschreibt £, genau eine Drehung des Quadrats um 90° um seinen Mittelpunkt;
£, beschreibt eine Drehung um 2 - 90° = 180°, £,. eine Drehung um 3 - 90° = 270°
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und ¢, beschreibt eine Drehung um 0° = 4-90°.

4 g g 8

g? 1g ' 1g g

Allgemein beschreibt die zyklische Gruppe C,, = Z/nZ der Ordnung n die Drehungen
eines regelmafRigen n-Ecks, welches jenes n-Eck in sich selbst iiberfiihren.

Beispiel. Operieren zwei Gruppen G und H auf einer Menge M (via b;) respektive N
(via by), so operiert das direkte Produkt G x H durch (g, h)>(m,n) :==(g>;m,h>yn)
auf dem kartesischen Produkt M x N.

Die Gruppe C, kommt mit einer transitiven Operation auf der zweielementigen
Menge {0, 1} (vgl. das vorangegangene Beispiel bzw. den Satz von Cayley und des-
sen Beweis). Dementsprechend operiert die Kleinsche Vierergruppe C, x C, auf der
Menge {0, 1}2. Man kann sich diese Operation als Symmetrien deines nichtquadrati-
schen Rechtecks vorstellen, wenn man dessen Ecken mit den Elementen von {0, 1}?
beschriftet:

(0,1) (1,1) (1,1) (0,1)
O O

0,0) (1,0) (1,0) 0,0)
(0,0) (1,0) (1,0) (0,0)
0,1) (11) 1) 0,1)

Satz 2.16. Die Gruppe G operiere auf einer Menge M. Dann gilt:
(1) Durch m ~ m’ :<= (g € G: gm = m’) wird eine Aquivalenzrelation auf
M gestiftet. Die Aquivalenzklassen davon sind genau die Bahnen unter der
Operation von G auf M.
(2) Die Bahnen von M unter G bilden eine Partition von M:
M= (] B.
Bahnen B

(3) (Bahnformel) Ist G endlich und m € M, so ist
#G(m) =[G : G, ] = #G/#G,,.

(,Bahnlinge = Stabilisatorindex”)
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Beweis. Die erste Aussage rechnet man unmittelbar nach. Die zweite Aussage folgt
sofort aus der ersten. Zum Beweis der dritten Aussage sei m € M fixiert. Die Abbildung

E:G—G(m), g—grm,
ist surjektiv und fiir jedes g € G ist E'(g » m) = gG,, wegen
heE(grm)eE(h)=g>rm<hrm=g>m
=g 'e(hrm)=g"'>(g>m)
(g loh)pm=(glog)bm
< (g loh)pm=1,pm=m
< g 'loheg,
< h e gG,,.
Ist G endlich, so ist #E'(g > m) = #gG,, = #G,,. Die Urbilder E"}(n) € G mit
n € G(m) € M bilden eine Partition von G und daher gilt
#G= > #E(n)= D, #G,=#G(m) #G,. O
neG(m) neG(m)

Beispiel 2.17. In Fortsetzung unserer Uberlegungen zur Rotation des Wiirfels aus
Beispiel 2.14 (6) (reprisentiert durch seine Eckenmenge M = {—1,1}® ¢ R?) bestim-
men wir nun #G. Fiir ein beliebiges m € M ist #G,, = 3 (Drehungen um die Gerade
Rm) und G(m) = M (wegen Transitivitdt) und also #G = 24 nach Satz 2.16 (3).

Wir bemerken, dass Satz 2.16 die Idee aus dem Beweis vom Satz von Lagrange
verallgemeinert.

Beweis von Satz 1.7. Die Gruppe (G, -) operiert durch elementweise Verkniipfung auf
der Menge M = G /U aller Linksnebenklassen gU :={g-u:ue U} (g € G).Satz2.16
liefert nun #G(U) = #G/#G,. Wegen #G,, = #U folgt daraus die Behauptung. [

Das néachste Ergebnis ist auch als ,,Lemma von Burnside“ bekannt, stammt aller-
dings nicht urspriinglich von Burnside:

Satz 2.18 (Cauchy—Frobenius). Eine endliche Gruppe G operiere auf einer endlichen
Menge M. Dann ist

1
#{Bah der O ti =— #MSE.
{Bahnen der Operation} e ;

Beweis. Es ist

Z#Mgzzzlzzzlzz#cmzz#ﬁfm),

geG g€G meM meM geiG meM meM
grm=m grm=m

wobei die letzte Gleichung durch Anwendung von Satz 2.16 (3) entsteht. Gruppiert
man nun die Terme m € M gemil der Bahnen, so sieht man, dass jeder Term
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#G/#G(m) zur Bahn G(m) genau #G(m) mal auftritt; jede Bahn liefert also einen
Beitrag #G und die gesamte Summe ist darum #G mal die Anzahl der Bahnen:

Z #M?¢ = Z Z :—g = Z #G = #{Bahnen der Operation} - #G.

geG Bahnen B meB Bahnen B

Hieraus folgt die behauptete Gleichung. 0

2.3.2. Operation einer Gruppe auf sich selbst. Betrachte die Konjugations-
operation i aus Beispiel 2.14 (5). Zu m € G nennt man die Bahn {ama™' :a € G}
die Konjugationsklasse von m. Thre Elemente nennen wir konjugiert zu m. (Man
vergleiche dieses Konzept mit der aus der linearen Algebra bekannten Ahnlichkeit
von Matrizen.) Der Zentralisator Cs;(m) = {a € G : am = ma} ist der Stabilisator
von m unter der Konjugationsoperation (und somit insbesondere eine Untergruppe
von G). Das Zentrum von G ist

Z(G) = ﬂCSG(m):{aeG:VmEGistam:ma}
meG
={aeG:i,=id;} =keri

mit der Konjugationsoperation i: G — Sym(G) aus Beispiel 2.14 (5). Gemaf3 Korol-
lar 2.5 ist Z(G) ein Normalteiler von G.

Korollar 2.19. Sei G eine endliche Gruppe und m € G. Dann hat die Konjugiertenklasse
von m genau [G : Cs;(m)] viele Elemente. Uberdies gilt die sogenannte Klassenglei-
chung:

#G = #2(G)+ Y _#K,
K
wobei K alle nicht-einelementigen Konjugiertenklassen durchlduft.

Beweis. Die Behauptungen sind ein Spezialfall der Aussagen (3) und (2) in Satz 2.16
fiir die Konjugationsoperation i unter Beachtung dessen, die Konjugiertenklasse von
m genau die Bahn von m unter der Konjugationsoperation ist und dessen, dass das
Zentrum Z(G) genau die Menge der g € G ist, deren Bahn unter i einelementig
ist. U

Korollar 2.20. Fiir jede endliche Gruppe G mit Primzahlpotenzordnung p" > 1 ist
Z(G) 2 {1;}. Ist aufSerdem n < 2, so ist G abelsch.

Beweis. Das ist Aufgabe 5.3. OJ

2.4. Farbungen und der Satz von Pdlya-Redfield

Es sei M = {e,,0,,0, 0, ... ¢} eine endliche Menge. Wir wollen nun die Ele-
mente von M mit einer Menge F = {Rot, Blau, ..., } farben, z.B.

.1: 25 .3: .4: o 7.k'
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Dies korrespondiert zu einer Abbildung f: M — F mit

f(e,)=Blau, f(e,) = Griin, f(e3) =Rot, f(e,) =Rot, ..., f(e;) = Blau.

Die Anzahl solcher Abbildungen — und damit die Anzahl solcher Firbungen — ist
(#F)*™  denn fiir jedes Element von M hat man genau #F viele Méglichkeiten zum
Farben:

—)
T R l_[Abb({ LF) (- (Hcm)m(cm)m l_[F

Abbildung 8. Farbung f der Ecken eines Quadrats und Firbung g
f, wobei g durch Drehung des Quadrats um 90° im Uhrzeigersinn
operiert.

Bemerkung. Man beachte, dass gemi3 unserer Interpretation eine Farbung mit
Farben aus einer Menge F auch in offensichtlicher Weise eine Firbung mit jeder
Menge F’ D F ist: nicht jede Farbe aus der Farbmenge muss auch wirklich vorkommen
(vgl. etwa die beiden Randfille in Beispiel 2.22).

Nun operiere eine endliche Gruppe (G, o) auf M mittels »>. Dann operiert G auch
auf der Menge der Farbungen via

(2.5) g fi=[mm f(g >m)l.

(Siehe Abbildung 8 fiir eine Veranschaulichung hierzu.) Dies ist tatsdchlich eine
Operation:

(goh)~f=[m— f([goh]™" >m)]
=[m— f([h" og ' 1>m)]
=[m— f(h' > [g7 > m])]
=gn(hf).

Bemerkung (Kontravarianz von Abb(—, F)). Dass man in (2.5) die Inversion tatséch-
lich ,,braucht“, um eine Operation zu erhalten, wird klarer, wenn man statt Bijektionen
M — M (Elemente von Sym(M)) auf Abbildungen M — M’ zwischen zwei Mengen

M und M’ schaut. Jede solche Abbildung M — M’ induziert nimlich eine Abbildung

Abb(M',F) — Abb(M,F), (M’ -5 F)— M % M L F).
\_/
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Indes induziert eine Verkettung 7 o o: M —— M’ — M” eine Abbildung
Abb(M”,F) —> Abb(M’,F) —> Abb(M,F).

Um dieses ,,Umdrehen von Pfeilen“ zu beheben, schaut man zu jeder Bijektion(!)
o: M — M’ nicht auf die von ¢ induzierte Abbildung Abb(M’,F) — Abb(M, F),
sondern auf die von 0! induzierte Abbildung Abb(M,F) — Abb(M’, F).

Kehrt man zuriick zur obigen Operation in (2.5), so sieht man fiir zwei Farbungen
f.f' € Abb(M, F)

freG(f)e=3IgeCG: f'=gnf
e>3geGif =[mm f(g > m)]
< 3JgeGYmeM: f'(m)=f(g ' >m)
< dgeGVYmeM: f'(g>m)=f(m).

Zwei Farbungen liegen darum genau dann in derselben Bahn unter G, wenn es ein
Element g € G gibt, welches eine Permutation der Elemente von M bewirkt, sodass
die eine Farbung auf den permutierten Elementen mit der zweiten Farbung auf den
unpermutierten Elementen {ibereinstimmt. Wir betrachten dann zwei Firbungen
als ,,dieselbe“ Farbung, falls jene Farbungen in derselben Bahn der Operation von G
liegen. Wir sind jetzt daran interessiert, die Anzahl der ,tatsdchlich verschiedenen*
Farbungen zu bestimmen, d.h. die Anzahl der Bahnen unter der Operation von G zu
bestimmen.

Satz 2.21 (Pélya—Redfield). Eine endliche Gruppe (G, o) operiere auf einer endlichen
Menge M mittels >. Es sei F eine weitere endliche Menge. Dann ist die Anzahl der Bahnen
von G auf Abb(M, F) beziiglich der in (2.5) definierten Operation gegeben durch

1
_— #F e(g)
g DL,

geG

wobei p(g) die Anzahl der Bahnen der indugierten Operation

nkl. 3(>)
(g) < G Sym(M)
bezeichnet.

Beweis. Mit Blick auf den Satz von Cauchy-Frobenius (Satz 2.18) geniigt es ein-
zusehen, dass (#F)2(®) die Anzahl der von g fixierten Elemente von Abb(M, F) ist.
Offensichtlich ist

f=gnf<<VYmeM: f(gpm)=f(m)
< f ist konstant auf jeder g-Bahn.
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Es gilt also die Anzahl der Abbildungen f: M — F zu bestimmen, die konstant auf
jeder g-Bahn'* sind; fiir jede Bahn hat man dabei #F Moglichkeiten einen Funktions-
wert zu wihlen und somit insgesamt (#F)2(¢) solche Abbildungen, wie behauptet. [J

Wir illustrieren Satz 2.21 anhand eines Beispiels; eine Variante hiervon ist Aufga-
be 6.1.

Beispiel 2.22 (Schwarz—WeiB-Farbungen von Dreiecken). Es gibt 2° = 8 Firbungen
der Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit den Farben'® Schwarz und Weil3:

s Do Do Do Do Do Do D

Die Gruppe C; operiert durch Drehung auf dem Dreieck und somit auf den Farbungen.
Die hierbei entstehenden Bahnen sind durch Semikola abgetrennt; es sind genau vier
Stiick. — Wir wollen die Antwort ,4“ auf die Frage nach der Anzahl der hier gezihlten
Farbungen auch mittels Satz 2.21 erhalten. C; = {0, 1, 2} besitzt drei Elemente:

e das neutrale Element 0, welches eine Drehung des Dreiecks um 0° bewirkt
und somit alle Ecken fixiert (die Anzahl der 0-Bahnen ist also 3, da jede
Ecke eine eigene Bahn bildet) und
e die beiden C;-erzeugenden Elemente 1 und 2, welche transitive Operationen
auf den Ecken induzieren.
Die Anzahl der essentiell verschiedenen Farbungen der Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks mit k Farben ist also

L(kg(o) + koM + ke®) = L(k3 +k kD) = 1(k3 + 2k).
#C, #C, 3

Speziell fiir k = 2 erhalten wir %(8 +2-2)= 13—2 = 4, wie erwartet.

14Gemeint sind die Bahnen, in welche M beziiglich der induzierten Operation ®(>)] 4 zerfallt.
150b man Schwarz und Weil3 als ,Farben“ bezeichnen darf, sei an dieser Stelle zu ignorieren.






KAPITEL 3

Die Sitze von Sylow

Zum besseren Verstdndnis einer Gruppe G ist man vielleicht versucht die Unter-
gruppen von G zu verstehen und sich so ,,vom Kleinen zum Grof3en“ vorzuarbeiten.
Wir interessieren uns vorwiegend fiir endliche Gruppen. Hier schrankt der Satz
von Lagrange (Satz 1.7) unsere Suche nach Untergruppen schon weiter ein. Gibt
es zu jedem Teiler d von #G eine Untergruppe U von G mit #U = d? — Nein.
(Das kleinste Beispiel hierzu liefert die noch spéter zu definierende 12-elementige
Gruppe G = A, < &, mit d = 6; siehe Seite 56.) Die Satze von Sylow hingegen
erlauben fiir gewisse Teiler d aber doch eine Umkehrung des Satzes von Lagrange
und geben gegebenenfalls auch feinere Information iiber die Anzahl der fraglichen
Untergruppen.

3.1. Die Sétze von Sylow

Satz 3.1 (Sylow 1872). Sei G eine endliche Gruppe und p" eine Primzahlpotenz, die
#G teilt. Dann hat G eine Untergruppe der Ordnung p".

Der Spezialfall des obigen Satzes fiir n = 1 ist auch als Satz von Cauchy bekannt.
Wir geben einen eleganten Beweis von Wielandt (1959), der sich eine der gesuchten
Gruppen als Stabilisator eines Elementes unter einer geeigneten Gruppenoperation
beschafft.

Wir benétigen noch ein Lemma iiber Teilbarkeit durch Primzahlen:

Lemma 3.2 (Lemma von Euklid). Teilt eine Primzahl' p ein Produkt ab ganzer Zahlen
a und b, so teilt diese auch a oder b. (p|ab, pprim = p|aoderp|b.)

Beweis. Es gelte p ta. Dann sind p und a teilerfremd. Nach dem Lemma von Bézout
(Lemma 1.6) gibt es Zahlen x, y € Z mit 1 = xp + ya. Multiplikation mit b liefert
b =xpb+yab. Giltnun p | ab, so folgt hieraus p | b und das Lemma ist bewiesen. []

Wir wenden Lemma 3.2 weiter unten auf (3.3) an. Um Missverstindnisse tiber
dabei benutzte Schlussweise zu vermeiden, beleuchten wir die Situation an einem
konkreten Zahlenbeispiel: Die Zahl

4
(3.1) 100=75- 3

TAchtung: die Aussage des Lemmas ist fiir nicht-Primzahlen (sogenannte zusammengesetzte
Zahlen) i.Allg. falsch: 6| 2- 3, aber 642, 3.

43
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ist durch 2 teilbar. Natiirlich konnen wir Lemma 3.2 nicht anwenden um zu sagen,
dass 2 den Bruch % teilen miisse, weil 2 ja nicht den Faktor 75 teilt. — Der Bruch %
ist namlich gar keine ganze Zahl und Lemma 3.2 14sst sich so nicht anwenden. Wir
konnen allerdings sagen, dass 2 den Zdhler 4 von fraglichem Bruch teilen muss, denn
nach Multiplikation mit dem Nenner schreibt sich (3.1) ja als

100-3=75-4

und 2 teilt die linke Seite, aber nicht den Faktor 75 auf der rechten Seite, und teilt
also laut Lemma 3.2 den zweiten Faktor auf der rechten Seite. (Dass 2 ein Teiler von
4 ist, sehen wir natiirlich auch ganz ohne Lemma 3.2 sofort, aber unser Argument
von oben zeigt, dass eine Primzahl p, welche ein Produkt u% € Z teilt, schon u oder a
teilen muss, auch wenn 7 selbst nicht ganzzahlig ist. Das Argument verallgemeinert
sich auch leicht auf Produkte mit mehreren Briichen.)

Das soeben anhand eines Beispiels aufgezeigte Phinomen, dass Faktorisierungen
in Z sich auch auf Faktorisierungen in 9, dem Quotientenkorper von Z (siehe spéter!),
ausweiten, wird in uns in Kapitel 9 noch in grof3erer Allgemeinheit bei der Betrachtung
lokaler Exponentialbewertungen v,(-) wieder begegnen (siehe Proposition 9.1).

Beweis von Satz 3.1. (Das folgende schone Argument stammt von H. Wielandt [36].)
Es bezeichne M die Menge aller p"-elementigen Teilmengen von G. Dann operiert G
auf M durch Linksmultiplikation. Fiir jedes m € .# € M ist die Abbildung G , — 4,
g — g om, injektiv und daher

(3.2) #G , < #.M =D".

Hatte man Gleichheit in (3.2), so wére G , < G eine der gesuchten Untergruppen
mit p" Elementen. Zwar gilt hier leider im Allgemeinen keine Gleichheit, wie das
unten folgende Beispiel belegt, doch kann man zeigen, dass Gleichheit wenigstens fiir
ein M, € M gelten muss.

Wir schreiben nun #G = p™"u mit u € N und schreiben p" fiir die hochste p-Potenz
die noch in u aufgeht. Nun ist

—1 g . "—1 g .
ey = (*0) o (7)< B ] e
p" I N =1 Pt

Offenbar ist #M nur dann durch p*! teilbar, wenn p einen Nenner im hinteren
Produkt tiber j teilt. Letzteres ist allerdings nach vollstdndigem Kiirzen nicht der
Fall, denn jede p-Potenz p*, die im j-ten Faktor den Zihler teilt, teilt auch j (beachte
k <n, denn]/p ¢Zfirl<j<p"—1undalsop"t(p"u—j); also gilt p* | p"u und
somit p | j) und somit den Nenner. (Bei dieser Uberlegung, welche Teilbarkeit eines
Produktes auf Teilbarkeit der Faktoren zuriickfiihrt, geht Lemma 3.2 ein.)

Da die Summe der Bahnlidngen gleich #M ist (Satz 2.16 (2)), sieht man nun, dass
es eine Bahn G(.#,) geben muss, deren Linge nicht durch p"*! geteilt wird. Nach
Satz 2.16 (3) ist p" also ein Teiler von #G , (siche Aufgabe 6.3 fiir mehr Details
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dazu). Zusammen mit (3.2) folgt dann #G_,, = p" und wir haben eine p"-elementige
Untergruppe von G gefunden. O

Beispiel. Wir betrachten die Gruppe zyklische Gruppe (C,4, ®), welche wir im Folgen-
den auch als G notieren. Die folgende Tabelle zeigt, wie G mittels Linksverkniipfung
auf der Menge M der 2-elementigen Teilmengen .# von G operiert.

Teilmenge .# c G | {0,1} {0,2} {0,3} {1,2} {1,3} {2,3}
Stabilisator G , < G | {0} {0,2} {0} {0} {0,2} {0}
Ordnung #G , 1 2 1 1 2 1

Man sieht deutlich, dass nicht alle Stabilisatoruntergruppen Ordnung 2 haben, es
aber trotzdem (zwei) solche gibt. Man berechnet ebenfalls miihelos, dass es genau
zwei Bahnen, namlich die zweielementige Bahn {{0, 2}, {1,3}} und eine weitere
(vierelementige) Bahn.

Es sei nun G eine endliche Gruppe und p™ eine Primzahlpotenz mit p™ | #G und
p™1!} #G. Eine Untergruppe P < G mit Ordnung p™ heil3t p-Sylowgruppe von G.
Die Menge aller p-Sylowgruppen von G bezeichnen wir mit

Syl,G:={P<G:#P=p"}.
Satz 3.1 garantiert, dass Syl, G nicht leer ist.
Eine endliche Gruppe H heilt p-Gruppe (p prim), falls #H = p* fiir ein k € N,

gilt. Die einelementige Gruppe ist wegen 1 = p° auch eine p-Gruppe. Untergruppen
H < G einer Gruppe G nennt man auch p-Untergruppen, falls diese p-Gruppen sind.

Satz 3.3 (Sylow). Es sei G eine endliche Gruppe, p prim und #G = p™u mit p fu.
(1) Jede p-Untergruppe von G liegt in einer p-Sylowgruppe.
(2) Je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert in G.
(3) Die Anzahl #8Syl, G der p-Sylowgruppen von G ist
(a) ein Teiler von u und
(b) von der Form 1+ kp mit einem k € N,,.

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung. Laut Satz 3.1 gibt es eine p-Sylow-
gruppe P < G. Wir betrachten dann die Menge

M={gPg"':geG}={i,(P):g€G}
(Bei den Elementen von M handelt es sich als Bilder von P < G unter i, € Aut(G) na-

tlirlich selbst um Untergruppen von G.) Nach Definition operiert G durch Konjugation
transitiv auf M mit dem Stabilisator

Gp={geG:gPg ' =P},

welcher auch als Normalisator bezeichnet wird. Wegen P < G, und dem Satz von
Lagrange (Satz 1.7) ist

#G
(3.4) #M = #G(P) = _

ein Teiler von #G =[G:P].
b #P
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Wegen p {[G : P] (nach Definition der p-Sylowgruppen) gilt auch p t #M.

(1): Es sei U < G eine p-Gruppe. Dann operiert auch U durch Konjugation auf
M. Laut Satz 2.16 (3) ist dann aber jede Bahnldnge unter dieser Operation eine
Potenz von p. Da die Summe aller Bahnldngen aber #M ist und nicht von p geteilt
wird, muss es mindestens eine Bahn der Linge 1 = p°, also einen Fixpunkt Q € M
(unter der Operation von U auf M), geben. Fiir alle u € U gilt dann uQu™! = Q,
also uQ = Qu und somit UQ = QU. Aus Aufgabe 3.2 ergibt sich dann, dass UQ eine
Untergruppe von G, — ja sogar eine p-Gruppe, — ist. Wegen Q < UQ und Q € Syl, G
folgt Q =UQ, also U < Q.

(2): Nun sei U eine beliebige p-Sylowgruppe von G. Die eben fiir den Beweis von
Teil (1) benutzte Argumentation liefert die Existenz eines Q = ig(P) eM mitU <Q.
Wegen #U = #Q gilt dann aber U = Q und wir haben M = Syl, G, wie behauptet.

(3): Die Aussage ,,#Sylp G | u“ folgt direkt aus (3.4) unter Berufung auf die
mittlerweile bekannte Gleichheit M = Syl, G. Zum Schluss beachte man, dass auch P
durch Konjugation auf Syl, G operiert und P € Syl, G als Fixpunkt hat. Tatséchlich ist
P auch der eingzige Fixpunkt unter dieser Operation, da fiir jeden Fixpunkt Q ja P < Q
(wéhle U = P im obigen Beweis zu (1)) und also P = Q (aus Kardinalitatsgriinden)
folgt. Alle anderen Bahnen haben daher eine Linge der Form p” mit » > 1. Da die
Bahnen ja Syl, G partitionieren, gilt also #Syl,G =1+k-p mit einem k € N,.  [J

Korollar 3.4. Sei G eine endliche Gruppe, p prim und P € Syl, G. Genau dann ist
#Syl, G = 1 wenn P ein Normalteiler von G ist.

Beweis. Wegen Satz 3.3 (2) ist Syl,G = {P} <= Vg €G: gPg ' =P <= PJG. [

3.2. Anwendung: Gruppen kleiner Ordnung

Wir betrachten Gruppen G der Ordnung n = pg mit Primzahlen p > g, also
ne{ 6, 10, 14,15, 21,22, 26, !

= {6,10,14,15,21, 22, 26,33, 34, 35,38, 39, 46,51,55,57,58,62, ...}.

Proposition 3.5. Es sei G eine Gruppe der Ordnung n = pq mit Primzahlen p > q.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Esist G = C, X, C;, mit einem Gruppenhomomorphismus ¢: C, — Aut(C,).
(2) Gilt zudem q4p—1, soist C = Coqr

Beweis. Gemal} Satz 3.3 (3) ist #Syl, G ein Teiler von q und von der Form 1+ kp,
also gleich 1. Korollar 3.4 liefert, dass die (eindeutige) p-Sylowgruppe P von G ein
Normalteiler ist.

Wir wihlen nun eine g-Sylowgruppe Q von G. (Hiervon kann es mehrere geben!)
Da die Ordnung eines Elementes im Schnitt P N Q sowohl p wie auch q teilt (Satz von
Lagrange, Satz 1.7), folgt PN Q = {1,}. Mit Aufgabe 3.2 folgt nun G = PQ und das
Komplexprodukt PQ ist laut Aufgabe 3.4 isomorph zu P x Q, wobei der hierbei zu
verwendende Homomorphismus Q — Aut(P) der Konjugationsoperation entspricht.
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Mit Korollar 1.8 und Korollar 2.8 erhélt man P = C, sowie Q = C,. Es ergibt sich
also
G=PQ=PXQ=C,x,(,
mit einem Gruppenhomomorphismus ¢: C, — Aut(C, ), wie behauptet.
Nun gelte g t p — 1. Da #8Syl, G ein Teiler von p ist, ist #Syl, G = {1, p}. Der Fall

#8Syl, G = p kann allerdings nicht eintreten, da #Syl, G ja von der Form 1+ kq ist
und dies der Annahme q { p — 1 widersprache. Korollar 3.4 liefert die Normalitat von
Q in G und Aufgabe 3.4 impliziert dann

G=PQ=EPXQ=EPxQ=C,xC,.
Aufgabe 2.3 impliziert aber C, x C, = C,,, und wir sind fertig. O

Bemerkung. Im Hinblick auf Proposition 3.5 stellt sich die Frage, wie viele verschie-
dene (nicht-isomorphe) Gruppen C, x,, C, man bekommen kann, wenn q ein Teiler
von p — 1 ist und ¢ alle Homomorphismen C, — Aut(C,) durchlauft. Der triviale
Homomorphismus C, — Aut(Cp), X — idcp, liefert C, x C;. Man kann zeigen, dass es
unter den hier gemachten Voraussetzungen stets noch mindestens einen nicht-trivia-
len Homomorphismus ¢: C, — Aut(C,) gibt und fiir jeden anderen nicht-trivialen
Homomorphismus y: C, — Aut(C,) die Gruppen C, %, C, und C, %, C, isomorph
sind. Da diese im Gegensatz zu C, x C, nicht abelsch sind, hat man also genau zwei
nicht-isomorphe Gruppen der Ordnung pq mit Primzahlen p > q und q | p—1. Dieser
Satz stammt von E. Netto (1882(?)). Ahnliche, obgleich anstrengendere, Untersu-
chungen hat zum Beispiel O. Holder [ 18] angestellt, um Gruppen der Ordnungen p°,
pq?, pqr und p* zu Klassifizieren. (p, ¢ und r bezeichnen hier Primzahlen.)

Bemerkung. Die Zahlen n, fiir welche Proposition 3.5 (2) Anwendung findet, sind
genau

n € {15, 33,35,51,65,69,77,85,87,91,95,115,119,123,133, 141, .. .}.

Insbesondere sind alle Gruppen der Ordnung 15 isomorph zu Cjs.

Gilt in der Situation von Proposition 3.5 hingegen g | p—1, so kann man sich mit etwas
mehr Arbeit noch iiberlegen, dass alle nicht-trivialen Gruppenhomomorphismusmen
¢: C; = Aut(C,) zu isomorphen semidirekten Produkten fiihren C, %, C,. Es gibt
also (bis auf Isomorphie) genau eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pq (p,q

prim, g | p—1).

Wegen Korollar 1.8 und Korollar 2.8 kennen wir allerdings auch alle Gruppen
mit Primzahlordnung bis auf Isomorphie: ist #G = p prim, so ist G = C,. Insgesamt
kennen? wir darum alle Gruppen der Ordnung n mit

ne{1,2,3, 5,6,7,_ 10,11, 13,14,15, 17, 19, 21,22,23, 26, ...}.

2Die Tatsache, dass wir die semidirekten Produkte in Proposition 3.5 (1) nicht niher beschrieben
haben, soll uns hier nicht storen.
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Aus Aufgabe 5.3 kennen wir auch alle Gruppen der Ordnung p? mit primem p bis auf
Isomorphie: C,. und C, x C,,. Dies liefert eine Kenntnis aller Gruppen der Ordnung n
mit

nefl,...,7, 9,10,11, 13,14,15, 17, 19, 21,22,23, 25,26, ...}.



KAPITEL 4

Symmetrische Gruppen

Sei G eine Gruppe, die treu auf einer endlichen Menge M operiert. Dann kann
man G vermége der Operation als Untergruppe von Sym(M) = &,,, auffassen’
und man gelangt zur Aufgabe, die symmetrischen Gruppen &, (n = 1,2,3,...)
besser zu verstehen. Die hier gewonnenen Einsichten werden sich in der Vorlesung
»Algebra“ noch als niitzlich erweisen: Darin beleuchten wir die sogenannte Galois-
Theorie, welche algebraische Abhédngigkeiten zwischen Nullstellen von Polynomen
quantifiziert, indem diesen gewisse Gruppen zugeordnet werden. Fiir eine Erklarung,
welchen Nutzen dies hat, sei auf die ,,Algebra“-Vorlesung verwiesen. Hier sei nur
erwahnt, dass die darin auftretenden Gruppen insbesondere auf den Nullstellen von
den Polynomen operieren, als denen sie erwachsen. Durch diese Operation kann man
jene Gruppen dann ,sehen” und ein besseres Verstindnis von &,, erlaubt in giinstigen
Fillen sogar deren Bestimmung. (Fiir Details sei auf [34, § 5.4] verwiesen.)

4.1. Zyklen und Zyklenzerlegung

Unser erstes Ziel ist es, die Zerlegung von Elementen der symmetrischen Gruppe
G,, in einfachere ,Bausteine“. Hierzu sei {a;, a,, ..., a;} eine beliebige k-elementige
Teilmenge von {1,2,...,n}. Wir schreiben dann (a; a, ... a;) fiir die Permutation
o € G, gegeben durch

a, fallsm=aq,
om)=1a;, falsil<j<k:m=a,
m  sonst;

Wir nennen solche Permutationen k-Zyklus, oder kurz Zyklus. Die Zahl k nennen
wir hier die Ldange des Zyklus (a,; a, ... ;). Das Element 15 =1id; _,, notieren wir
gelegentlich auch als leeren Zyklus (). Ein einelementiger Zyklus (a) stimmt stets
mit () iiberein. Ferner lassen sich die Eintrage a,,...,a; in (a; a, ... a;) beliebig

zyklisch permutieren, z.B.

(1234)=(4123)=(3412)=(2341),

ygl. auch Satz 2.15, wofiir benutzt wurde, dass jede Gruppe vermoge der linksreguliren Operation
treu auf der Menge ihrer Elemente operiert.

49
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aber eine willkiirliche Permutation der Eintrédge liefert im Allgemeinen verschiedene
Zyklen, z.B.

(1234)#(2134).
Bei der Verkettung von Zyklen unterdriickt man gern das Symbol o und schreibt so
etwa kurz (1 2)(3 4) statt (1 2) o (3 4).

Bemerkung. Man beachte, dass die Notation fiir Zyklen in &, nicht das n mitfiihrt.
Es ist also notationsbedingt unklar, ob (1 2) ein Element von &, oder etwa von S,45;
darstellen soll. In welchem &, sich die Rechnungen abspielen wird allerdings stets
vom Kontext klar sein.

Zwei Zyklen (a; ... a;) und (b, ... b,) heilBen disjunkt, falls dies fiir die Mengen
{ai,...,a} und {by,..., b,} zutrifft. Ein 2-Zyklus hei3t Transposition.
Lemma 4.1.
(1) Fiir zwei disjunkte Zyklen 0,6 gilt co6 =& o 0.
(2) Jeder k-Zyklus mit k > 2 ist ein Produkt von Transpositionen.
(3) Jeder k-Zyklus hat Ordnung k.

(4) Zwei Zyklen sind genau dann in &, konjugiert zueinander, wenn diese dieselbe
Ldnge haben.

Beweis. (1) iiberlegt man sich direkt anhand der Definition. (2) folgt aus
(a1a50a5 ... q) =(a; ay)o(ayaz)o...o(aq a).
(3) folgt sofort durch ,scharfes Hinsehen®. Fiir (4) bestatigt man zunachst die Formel
(4.1) folayayas ... a)of™ =(f(ay) flap) flas) ... f(a)
fir f € &,,. Die Behauptung folgt unmittelbar daraus. OJ
Beispiele.
(1) Disjunkte Zyklen kommutieren (Lemma 4.1 (1)), zum Beispiel:
(12)0(34)=(34)0(12).
(2) Nicht-disjunkte Zyklen kénnen kommutieren, zum Beispiel
(123)0(321)=()=(321)0(123)
miissen aber nicht:
(12)0(23)=(123)#(321)=(32)0(21)=(23)0(12).
(3) Wir berechnen Potenzen von (12 3 4):
e (1234)*=(13)0(24),

e (12343 =(1234)0(13)0(24)=(1432),
e (1234)*=(1234)0(1432)=().

Beispiel (Untergruppen von &,). In Abbildung 9 sieht man alle 3! = 6 Elemente von
&;. Durch scharfes Hinsehen bestimmt man damit auch leicht alle Untergruppen von
Ss.



4.1. ZYKLEN UND ZYKLENZERLEGUNG 51

RO
T (23))
/j_\:_\_\,___,ﬁ
\\\\ /// \\\\\\\
e (13) ) @%
,/_/:/#__\_\__—”////
\//./// \\
S (12))
) \—//(1)C2

Abbildung 9. Alle 6 Untergruppen von &5. Neben den beiden trivialen
Untergruppen ({id; , 3} und &,) sind dies ;,C, = C, und A; = C;.

Beispiel (Untergruppen von &,). In Abbildung 10 sieht man alle 30 Untergruppen
von G,. Diese wurden mit einem Computer bestimmt.

Proposition 4.2 (Zyklenzerlegung). Jedes Element von S, ldsst sich als Produkt von
disjunkten Zyklen schreiben und diese Darstellung ist bis auf Vertauschung der Faktoren
eindeutig, wenn man triviale Zyklen (Ldnge O oder 1) ignoriert.

Beweis. Fiir jedes o € &, operiert (o) auf M = {1,...,n} in der offensichtlichen
Weise (durch Funktionsauswertung). Laut Satz 2.16 (2) zerfillt M nun in Bahnen
beziiglich dieser Operation. Mit Argumenten wie im Beweis von Lemma 1.9 zeigt
sich, dass jede Bahn B die Form

B ={m,o(m),o?*(m),...}
hat und man sieht auBerdem, dass o|z: B — B mit dem Zyklus
(mo(m)o?(m) ... c¥*®(m))|;: B— B

tibereinstimmt. Da der obige Zyklus (nach Aufhebung der Einschrdankung auf B)
disjunkt zu den anderen den Bahnen zugeordneten Zyklen ist, schreibt sich o wirklich
als Produkt von diesen.

Die Eindeutigkeit der Zyklenzerlegung aus der Proposition sieht man sofort daraus,
dass jeder solche Zyklus offensichtlich eine Bahn von M unter der Operation von (g)
reprasentiert. 0
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Sym({2,3,4})

64 :\ ?/ \ /3
\ ] \szm({l,s,zr})

Neym({1,2, 4})

\/ X

Abbildung 10. Der Untergruppenverband von &,. Doppelte Bezeich-
nungen stehen fiir verschiedene, aber isomorphe Untergruppen. Die
Pfeile bedeuten Inklusionen und sind mit dem jeweiligen Untergrup-
penindex beschriftet. Die nichttrivialen Normalteiler von &, sind A,
und die (eine) in A, enthaltene V,.

Beispiel. Wir wollen die Permutation o € &,, gegeben durch

Y

o 1—— 2 3 4 5 6 7D
‘\/‘_/‘ U
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als Produkt disjunkter Zyklen schreiben. Der Beweis von Proposition 4.2 zeigt, dass
man hierzu die Bahnen der Elemente von M = {1,2,3,4,5,6, 7} zu betrachten hat:
wir starten mit 1 € M. Anwenden von o liefert c(1) = 2. An o ist also ein Zyklus
der Form (1 2 ...) mit noch ndher zu bestimmendem hinteren Teil beteiligt. Wegen
0(2) = 4 hat dieser die Form (1 2 4 ...) und wegen o(4) = 1 handelt es sich um
den Zyklus (1 2 4). Die Zahlen 2 und 4 brauchen wir nun nicht mehr zu betrachten,
da diese schon durch Betrachtung der Bahn {1, 2,4} von 1 abgehandelt sind. Eine
dhnliche Betrachtung liefert den Zyklus (3 5) und die beiden (trivialen) Zyklen (6)
und (7). Demnach ist

o=(124)0(35)0(6)0(7)=(124)0(35).

Korollar 4.3. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) &,, wird von den Transpositionen erzeugt.

(2) Zwei Permutationen o,0’ € &, sind genau dann konjugiert in &, wenn
ihre Zyklenzerlegungen vom gleichen Typ sind, d.h. beide Zyklenzerlegungen
enthalten gleich viele k-Zyklen fiir jedes k > 1.2

(3) Ist 0 = 0, 0...00, ein Produkt von paarweise disjunkten Zyklen o, so
ist die Ordnung von o das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen
(Zyklusldngen) der o .

Beweis. (1): Jedes o € G,, schreibt sich als Produkt (disjunkter) Zyklen und jeder
solche Zyklus ist laut Lemma 4.1 (2) ein Produkt von Transpositionen.

(2): Das folgt leicht aus (4.1), indem man in der Zyklenzerlegung zwischen je
zwei Zyklen einen Faktor () = f o f ! einschmuggelt.

(3): Da disjunkte Zyklen kommutieren, ist c™ = o' o... oo} und dies ist genau
dann gleich ( ), wenn m alle Ordnungen ord(o ) fir k =1,...,m teilt. O

4.2. Signum von Permutationen und alternierende Gruppen

Jede Gruppe G der Ordnung 2 ist isomorph zu C, (Korollar 1.8 und Korollar 2.8).
Tatsachlich ist ein Gruppenisomorphismus G — C, auch schon eindeutig bestimmt,
da ein solcher ja 1, auf das neutrale Element O in (C,, ®) abbilden muss und dann
das eine {ibrige Element in G \ {1} automatisch auf das tibrige Element in C, \ {0}
abgebildet werden muss. Wir schreiben nun {£1} fiir die Gruppe ({—1, 1}, - ) mit der
bekannten Multiplikation. Diese ist nach unseren Uberlegungen notwendigerweise
auf eindeutige Art und Weise isomorph zu C,.

Lemma 4.4. Fiir n > 2 gibt es genau einen nicht-trivialen Gruppenhomomorphismus
S, — {£1}.

Beweis. Zunéchst zur Eindeutigkeit. Gemal3 Proposition 4.2 und Lemma 4.1 (2) wird
&,, von Transpositionen erzeugt. Jeder Gruppenhomomorphismus f: &, — {£1} ist
also schon eindeutig durch seine Bilder auf den Transpositionen aus &, festgelegt.

2Beispielsweise sind (123)0(4567)und (123)0o(45)0(67) nicht konjugiert.
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Tatsdchlich reicht hierzu sogar schon das Bild einer einzigen Transposition, denn da
{£1} abelsch ist haben wir

flootoo™)=f(0) f(1)-fle™)=f(o)-f(o™) f(7)
=flooo™)-f(r)=1-f(7)=f(7)

fiir alle o, 7 € G,,.. Also ist f konstant auf allen Konjugationsklassen von &,, und nach
Lemma 4.1 (4) sind alle Transpositionen konjugiert zueinander. Ist nun f((12)) =1
(das neutrale Element in {£1}), so ist f automatisch der triviale Homomorphismus.
Ist £((12)) =—1 (das andere Element in {£1}), so ist f nicht-trivial, aber eben auch
schon eindeutig bestimmt.

Nun zur Existenz: Wir schreiben . = {(i,j):1<i<j<n}. Firo € G, sei

o(j)—o(i) .
eno = [129=79 e TT= 7.
i<j J—t i<i  (ijes

Man rechnet nach, dass es sich dabei tatsdchlich um einen Gruppenhomomorphismus
handelt; dieser ist wegen sgn(1 2) = —1 # +1 nicht trivial. Zunachst zum Wert von
sgn bei der Transposition T = (1 2). Da 7 nur die Elemente 1 und 2 bewegt, kiirzt
sich der Bruch im sgn-definierenden Produkt fiir alle Indizes (i, j) € .#, welche weder
1 noch 2 enthalten. Damit folgt

T(j)—7(@) n KO OMN u I
swe= || e )< =
i<j: {1,2}n{i,j}#0 j=2 j=3
2—-1 115-1 i=3 j—2

Zum Nachweis der Homomorphismus-Eigenschaft fiir sgn beachte man fiir o,p € S,

sgn(oop) = 1_[((0 °op)i)—(o Op)(i)p(j)—p(i))

i<j J—i p()—p(i)
B o(p(j))—al(p(i) p(j)—p()
) (l_[ =0 )" ==

In der letzten Zeile ist das zweite Produkt offenbar gleich sgn p. Schreiben wir IT fiir
das eingeklammerte Produkt in der letzten Zeile, so gilt es nun IT = sgn o nachweisen.
Die Abbildung

(p(i),p(j)), falls p(i) < p(j),

p: S — 9, (i,j)— {(p(].)’p(i)), falls p(1) > p(j),
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ist offensichtlich eine Bijektion. Damit sieht man schlief3lich

H:( l—[ 0(10(1'))—0(:0(0))>< l—[ a(p(i)—oalp())

i< p(j)—p(i) i< p()—p()
p(D)<p(j) p(@)>p(j)
- 11 ot)—o(k) _ [ o(t)—o(k) _ sgno. 0
(k,0)ep*(#) t—k (k0)es t—k

Den in Lemma 4.4 beschriebenen Homomorphismus bezeichnen wir — wie im
Beweis — mit sgn fiir Signum (auch Signatur oder Vorzeichen [einer Permutati-
on] genannt). Darin den Bezug auf &, zu unterdriicken ist nicht ungerechtfertigt:
fiir jeden Gruppenhomomorphismus f: &,, — &, zwischen symmetrischen Grup-
pen, sodass sgng of nicht-trivial ist, gilt sgng o f = sgng (Indizes zur besseren
Ubersichtlichkeit hinzugefiigt):

f

G, ———— &,.

Sgnsk A%n

{1}

Man beachte insbesondere die folgende Anwendung der obigen Bemerkung: fiir n >
m > 2 erhélt man einen Homomorphismus f: &,, — &,, indem man die Elemente von
&,, in der offensichtlichen Weise zu Permutationen von {1,...,m,...,n} fortsetzt (auf
{m+1,...,n} identisch abbildend). Dieser bildet Transpositionen auf Transpositionen
ab, womit sgng of nicht der triviale Homomorphismus ist. Demnach ist sgng o f =
sgng . Man mag sich an dieser Stelle an die Bemerkung auf Seite 50 erinnern, welche
darauf hinweist, dass die in § 4.1 eingefiihrte Zyklen-Notation den Bezug auf die
umgebende symmetrische Gruppe unterdriickt. Der Ubergang von einem Element von
&,, in Zyklen-Notation zu dem Element von &, welches auf dieselbe Weise dargestellt
wird, entspricht genau einer Anwendung des soeben konstruierten Homomorphismus
f. Ob man das fragliche Element nun also als Element von &,, oder von &,, auffasst,
ist fiir die Berechnung von dessen Signums unerheblich.

Bemerkung. Die oben gestellte Voraussetzung, dass sgng o f nicht trivial sei ist
tatsdchlich notwendig, um sgng o f = sgng zu bekommen. Dies beruht darauf, dass
man S,, homomorph in &,,,, einbetten kann derart, dass das Bild unter diesem
Homomorphismus komplett im Kern von sgng  enthalten ist. Ein solcher Homo-
morphismus ist, wie man leicht nachrechnen kann, etwa wie folgt gegeben:

o falls sgng = +1,

: 6 G0
J:Gn = Gz O-'—){O'OT falls sgng = —1,

wobei 7 die Transposition ((m + 1) (m+ 2)) € 6,,.,, bezeichne.

Korollar 4.5. Ist o ein Produkt von genau k Transpositionen, so ist sgno = (—1)k.
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Beweis. Es geniigt einzusehen, dass das Signum einer jeden Transposition gleich —1
ist. Dies haben wir im Beweis von Lemma 4.4 allerdings schon gesehen. 0J

Wir erhalten auch das folgende Korollar, welches in der Literatur oft auch als
Zwischenschritt bewiesen wird, um die Existenz des Signum-Homomorphismus zu
zeigen.

Korollar 4.6. Istid;; _,; = T; 00T ein Produkt von k Transpositionen in &, so ist
k gerade.

.....

an, so folgt mit Korollar 4.5 sofort 1 = (—1)*. Also ist k gerade. (Wenn man den
Einsatz der Signum-Funktion vermeiden mochte, kann man eine Induktion tiber k
fiihren, muss dann allerdings ein wenig rechnen.) UJ

Sei n > 2. Der Kern A, := ker(sgn: S, — {—1,1}) < S, heil’t alternierende
Gruppe. Wegen S, /A, = {—1,1} ist #6, /#A, = 2, also #A, = n!/2. Fiir eine
[lustration hierzu siehe Tabelle 1 und Tabelle 2.

o ord(o) | o ord(0) | o ord(0) | o ord(o)
J
® [>) 2] )
e Ve N
© o 1|06 2|08 e 0?2
(4] () -0 e
J
O AN 79~ °
© -0 3|6 0 3|00 3 0 —0:
(4] (3 (4] “e-
) 0. ° @
o) 2 | |'® 3 3 - 2
ol o o] o 00 o’ ,.0

Tabelle 1. Alle Elemente o von A, und deren Ordnungen.

Bemerkung. Wir zeigen nun die Eingangs in Kapitel 3 behauptete Aussage, dass
die 12-elementige Gruppe A, (4!/2 = 12) keine Untergruppe mit Ordnung 6 besitzt.
Angenommen, das wire falsch und U wére eine solche Untergruppe. Wir zeigen,
dass U alle Elemente von A, mit ungerader Ordnung enthalten muss. Ein Blick auf
Tabelle 1 verrit, dass U also mindestens 9 Elemente, also zu viele, enthilt — ein
Widerspruch! Sei also o € A, ein Element mit ungerader Ordnung k. U hat Index 2 in
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o ord(o) | o ord(o) | o ord(o) | o ord(o)
° 0 ) 0.
o © 2||e’ © 2||8)0| 2||® “o| 2

~e ° © °

o

9 AN e o
© o ‘|- -0 ‘||0]-0| +||0 0| 2

~e” -0 ~e °

-® N ° 0
o0 ‘||l o 4|6 .0 2|0 -0 ¢

o e o o

Tabelle 2. Alle Elemente o von &, \ A, und deren Ordnungen.

A, und ist daher gemal} Aufgabe 5.3 (c) normal. Wir bezeichnen mit n: A, — A,/U,
p — pU, die kanonische Projektion. Wegen m(p)* = n(p*) = 7(1y,) = 1,y ist
ord(7t(p)) ein Teiler von k. Nach dem Satz von Lagrange (Satz 1.7) ist ord(7t(p)) aber
ein Teiler der Gruppenordnung von A, /U, also von 2. Das impliziert ord(nt(p)) =1
und also p e kerm =U.

Wenn man Determinanten und die Determinanten-Multiplikationsformel in der
linearen Algebra ohne Diskussion der Signum-Funktion eingefiihrt hat (wovon wir
allerdings nicht ausgehen), kann man dies auch benutzen, um die Existenz der
Signum-Funktion zu zeigen. Bezeichnet e; den i-ten Standardeinheitsvektor im Q",
so kann man &,, durch

| .. ]
116, —>GL(Q), o~ (eg(l) v o |
| .. ]

in GL,(Q) einbetten. Das ist ein Gruppenhomomorphismus. Die Verkettung detot: &, —
Q™ bildet in eine abelsche Gruppe ab und ist daher — wie wir im Beweis des Eindeutig-
keitsteils von Lemma 4.4 gesehen haben — entweder der triviale Homomorphismus,
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oder stimmt mit der Signum-Funktion iiberein. Wegen

0 1/0 ... 0 1 0]0 0
1 0[0 ... 0 010 0

(detor)((12))=det| 0 O[1 ... Of=_get|O O]1 0f=-1
000 ..1 000 ..1

tritt der letztgenannte Fall ein. Also ist (detot)(o) = sgn o fiir alle 0 € &,,. Wir fassen
diesen Sachverhalt durch die Kommutativitit des folgenden Diagramms zusammen:

S, — GL,(Q)

[ e

{_1’ 1} Inkl. QX )

Der oben benutzte Homomorphismus ¢ transportiert das Studium von &,, auf Frage-
stellungen in der linearen Algebra. Ganz allgemein ist man vielleicht versucht, Gruppen
G mithilfe von Homomorphismen G — GL(V) in die generelle lineare Gruppe eines
Vektorraums V zu studieren. Derartige Homomorphismen nennt man auch lineare
Darstellungen (von G) und ihre systematische Untersuchung und Ausnutzung ist
Gegenstand der sogenannten Darstellungstheorie. (Homomorphismen G — Sym(M),
also Operationen von G auf einer Menge M, bezeichnet man manchmal auch als
Permutationsdarstellungen.)

4.3. Einfache Gruppen

Eine endliche Gruppe heif3t einfach, falls sie genau zwei Normalteiler besitzt.
(Achtung: Die einelementige Gruppe ist nach dieser Definition nicht einfach.) Ein-
fachheit bedeutet nicht ,,einfach zu verstehen,“ sondern deutet eher auf die Rolle
dieser Gruppen als Grundbausteine endlicher Gruppen an: nicht-einfache Gruppen
lassen sich oft durch das Studium ihrer Faktorgruppen besser verstehen. (Faktorgrup-
penbildung nach nicht-trivialen Normalteilern fiihrt auf kleinere Gruppen!) Einfache
Gruppen lassen hingegen keine nicht-triviale Faktorgruppenbildung zu.

Satz 4.7. Fiir n > 5 ist die alternierende Gruppe A, einfach.
Beweis. Das ist Aufgabe 7.3 (c). O

Die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen war ein grof3es Ziel der
Gruppentheorie im 20. Jahrhundert und gilt seit 2004 als vollstdndig und umfasst
mehrere tausend Seiten, die liber einzelne Artikel in diversen Zeitschriften verteilt
sind. Die dabei auftretenden Gruppen sind klassifiziert in drei unendliche Familien:
zyklische Gruppen von Primzahlordnung (vgl. Satz 1.12), alternierende Gruppen
A, mit n > 5 (siehe Satz 4.7) und ,,Gruppen vom Lie-Typ“. Zusétzlich gibt es noch
genau 26 (oder 27, je nachdem, ob man eine der auftretenden Gruppen noch zum Lie-
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Typ zéhlt oder nicht) Gruppen, die in keine der drei genannten unendlichen Familien
passen. Diese Gruppen nennt man sporadische Gruppen.






KAPITEL 5

Endliche abelsche Gruppen

Die bisher entwickelte Theorie erlaubt es uns, alle endlichen abelschen Gruppen
bis auf Isomorphie zu klassifizieren. Als Vorstufe davon zeigen wir in Proposition 5.1,
dass jede endlich erzeugte abelsche Gruppe isomorph zu einem direkten Produkt
zyklischer Gruppen ist. Die zyklischen Gruppen sind uns dank Korollar 2.8 bereits
erschopfend bekannt. Die Hauptaufgabe besteht dann darin, direkte Produkte von
zyklischen Gruppen voneinander unterscheiden zu konnen. Dies funktioniert auch in
der grofSeren Allgemeinheit von endlich erzeugten abelschen Gruppen noch sehr gut,
ist aber aufwandiger. Wir wenden uns diesem Thema in der Algebra-Vorlesung zu
(siehe [34, Kapitel 8]). Im hier vorliegenden Kapitel schopfen wir die Eindeutigkeits-
aussage im Falle endlicher abelscher Gruppen aus unserem Verstdndnis von Sylow-
Gruppen.

Griinde fiir das Interesse an endlich erzeugten abelschen Gruppen gibt es viele;
Etwa die singuldren Homologiegruppen kompakter Mannigfaltigkeiten liefern solche
(siehe [16]). Fiir diese Vorlesung soll uns das hier noch zu beweisende Strukturer-
gebnis jedoch auch noch gute Dienste leisten, etwa in § 6.3.4 fiir einen Satz von
Gaul? (Satz 6.21), welcher die Struktur der Einheitengruppe von Z/nZ bestimmt. Der
Beweis benutzt ein allgemeines Ergebnis iiber die Zyklizitdt der Einheitengruppe end-
licher Korper (Korollar 7.7), dessen wahre Signifikanz erst in der Algebra-Vorlesung
zum Tragen kommen wird (siehe [34, Kapitel 4]).

5.1. Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Proposition 5.1. Jede von n Elementen erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zu einem
direkten Produkt von hochstens n gzyklischen Gruppen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion {iber die Anzahl n der Erzeuger. Fiir
n =1 ist G schon selbst zyklisch und es ist nichts zu zeigen. Fiir den Induktionsschritt
sei nun gi,...,8,, &1 €in n+l-elementiges Erzeugendensystem von (G,+) und
U={(gy,-...,&,)- (Man beachte, dass wir im Folgenden die Gruppe G additiv schreiben.
Dementsprechend schreiben wir O fiir das neutrale Element von G und mg statt g™
fiir g € G und m € Z.) Wir setzen aullerdem g := g,,,1-

Schritt 1: gilt (g) NU = {0}, so ist' G = (g) + U. Dies ist allerdings isomorph
zu (g) x U, da der Gruppenepimorphismus (g) x U — (g) + U, (y,u) — v +u,

IFiir eine multiplikativ geschriebene Gruppe hitten wir hier G = (g)U notiert; gemeint ist das
Komplexprodukt von (g) und U.
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den (trivialen!) Kern (g) N U = {0;} besitzt und also injektiv ist. Anwenden der
Induktionsvoraussetzung auf U liefert die Behauptung.

Schritt 2: Wir zeigen, dass man stets ein n+1-elementiges Erzeugendensystem
von G wahlen kann, welches die Voraussetzung aus Schritt 1 erfiillt. Hierzu beach-
te, dass es zu jedem n+1-elementigen Erzeugendensystems g,...,g,,& von G ein
kleinstes m € N mit mg € U gibt. Wir wihlen m nun minimal unter allen solchen
Erzeugendensystemen und gehen davon aus, dass g,..., g,, g ein dazu passendes
Erzeugendensystem bezeichnet. Wir konstruieren daraus nun ein neues Erzeugen-
densystem passend zu Schritt 1.

Es gibt nun my,...,m, € Z mit

mg=mg +...+m,g, = Zi m;g;.

(Indizes i und j seien im Folgenden als zwischen 1 und n eingeschrankt angenommen.)
Wir schreiben nun m; = ¢;m + r; mit 0 < r; < m mittels Division mit Rest und

definieren

g'=g—>, aus:
Dann ist g € (g4,...,8,, &), weswegen es sich bei g4,..., g,, g auch um ein Erzeu-
gendensystem von G handelt. Offensichtlich gilt

(5.1) mg/_Zi r.g; =mg —Zi mq; g; —Zi r.g =mg —Zi m;g; = 0.

Ware nun r; > 0 fiir einen Index i, so erhalten wir durch Umstellen von (5.1)
rgi=mg' =Y rig;€ ({ghU{g;:j #1}).
J#i
Dies ist aber unmoglich, da man sonst die Rollen von g und g; vertauschen konnte
und einen Widerspruch zur minimalen Wahl von m bekéame.
Also gilt r; = O fiir alle Indizes i. Gleichung (5.1) vereinfacht sich dann zu
mg’ = 0;. Da allerdings geméaf3 der minimalen Wahl von m auch kein Vielfaches m’g’

mit 1 <m’ <min U \ {Og} liegt, ist g4,..., g,, & doch ein Erzeugendensystem von
G wie in Schritt 1. Damit sind wir fertig. O

Beispiel. Wir illustrieren den Beweis von Proposition 5.1 anhand des folgenden

Beispiels:
1 0 1
G=CyaxCyxCo=(|0,[1],[1])= (g1 808
0/ \0 1

Hier ist U = (g, g,) = C3 x C3 x {0} und (g) N U enthélt das von O, verschiedene

Element
1o, 1 2
2g = (1 ¢, 1) = (2) =28, +2g,.
1ec,1) \0
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Die hier vorliegende Situation gehort im obigen Beweis also Fall 2 an. Man beachte
auch U x (g) # G allein schon aus Ordnungsgriinden:
#(U x(g))=3-3-6#3:3-2=#G.

In der Notation des obigen Beweises ist m; = m, = 2 und q, = g, = 1. Wir ersetzen
nun, wie im obigen Beweis, das Element g durch ein neues Element g’ mit (g, £, &) =
(g1,2-,g’). Unser neues Element g’ nimmt hier die folgende Form an:

0
g =8—q181— 928, = (0)-
1

Offensichtlich gilt G = U x (g’).
Beispiel. Wir betrachten den Homomorphismus
f:72>—17* (a,b)~ (4a,2a,a+b,a—b),

sowie seinen zugehorigen Cokern coker f = Z*/im f . Offensichtlich handelt es sich

bei coker f um eine abelsche Gruppe, ja sogar um eine endlich erzeugte, denn Z*

wird ja schon von (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) und (0,0,0, 1) erzeugt, womit die

zugehorigen Restklassen modulo im f natiirlich den Cokern erzeugen. Man kann
coker f = 7% x C,

zeigen, was tatsichlich ein Produkt von zyklischen Gruppen ist, wie von Propositi-
on 5.1 proklamiert wird. Wie man darauf kommt und wie man sogar einen solchen
Isomorphismus explizit findet, besprechen wir in der Algebra-Vorlesung [34].

5.2. Endliche abelsche Gruppen

Wir erinnern an das folgende bereits aus den Ubungen bekannte Ergebnis:

Lemma 5.2. Fiir n,m € N ist C, x C,, genau dann zyklisch (und somit isomorph zu
C,.), wenn n und m teilerfremd sind.

Beweis. Das ist Aufgabe 2.3 (a). O

Haufig schreibt man direkte Produkte G x H von abelschen Gruppen G und H auch
als direkte Summen G @ H, was wir hier allerdings nicht tun méchten. (Wichtiger wird
der Unterschied, wenn man direkte Summen |[ [, G; iiber eine unendliche Indexmenge
betrachtet. Dann ist @; G; die Teilmenge der Elemente von [ |, G; die in allen bis auf
hochstens endlich vielen Eintrdgen nur O, stehen haben.)

Satz 5.3. Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Gruppe
C‘h XC‘IZ XX th

mit t € Ny und Primzahlpotenzen q,...,q, > 1. Dabei sind t und die Primzahlpotenzen
(bis auf Umnummerierung) durch G eindeutig bestimmt.
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Beweis. Nach Proposition 5.1 ist jede endliche abelsche Gruppe G isomorph zu einem
direkten Produkt C,,, x...xC,, . Die Zahlen n; miissen dabei zwar noch keine Primzahl-
potenzen sein, jedoch lasst sich dies durch weiteres Aufspalten leicht einrichten. Jedes
n = n; lasst sich nédmlich als ein Produkt von Primzahlpotenzen schreiben, n = I ka

(mit p; # py fiir verschiedene k, k) und Lemma 5.2 liefert dann C. =11, Cp;’k, denn
mittels Lemma 3.2 folgert man leicht

geT(p [ [o2)=1.
k#k

Hieraus ergibt sich die behauptete Isomorphie.
Nun zur Eindeutigkeitsaussage. Hierzu geniigt es aus

(5.2) G:=Cq1x...qutEqulx...qu//::G’
die Gleichheit von t und t’, sowie von (q;,...,q,) und (q},...,q;) bis auf Umordnung
zu zeigen, wobei es sich bei q;,...,q,,q},...,q;, um Primzahlpotenzen > 1 handle. Es

sein=gq,---q, =q}---q,, und p ein Primteiler von #G. Weil das direkte Produkt der
C,, mit p | g; die eindeutige p-Sylowgruppe der Gruppe linker Hand in (5.2) ist (siehe
Korollar 3.4) und eine dhnliche Aussage fiir die rechte Seite gilt, sieht man, dass sich
der Isomorphismus in (5.2) zu einem Isomorphismus der jeweiligen p-Sylowgruppen
links und rechts einschrankt.

Der in (5.2) angedeutete Isomorphismus sei nun mit v: G — G’ bezeichnet. Fiir
eine beliebige abelsche Gruppe H schreiben wir my = my , fiir die ,Multiplikation-
mit-p-Abbildung“ my: H — H, h — ph. Man bestétigt leicht unter Ausnutzung der
Abelizitat von H, dass es sich bei m; um einen Homomorphismus handelt. Wir
betrachten nun den Homomorphismus f: G — G’ gegeben durch f = mg oy =

Y omg:

(5.3) lm\ o
Y

Gemal} Korollar 2.7 ist
(5.4) G/kerf Eimf

und wir wollen beide Seiten ndher bestimmen. Wegen der Injektivitdt von 1) haben
wir

kerf ={geG:yY(myz(g)) =04} =kermg.
Zur weiteren Bestimmung von ker f beachte man, dass die Verkniipfung in G kompo-
nentenweise definiert ist (siehe (5.2)). Demnach ist

ker f =kermg; = l_lkermcq_ caG.

i<t



5.2. ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN 65

Bei dem mittleren Produkt handelt es sich aber offensichtlich genau um den Kern
des surjektiven Homomorphismus

G— l_[kermc’ (g1,...,gt)'—>(g1+kermcql,...gt+kermcqt).

Korollar 2.7 liefert somit

G G C,.
(5.5) == L
kerf mg %_lker me,

Analog (mittels Kommutativitdt von (5.3), Surjektivitédt von v und der komponen-
tenweise definierten Verkniipfung auf G’) sieht man

imf = l_llmmc,.

k<t’

Durch komponentenweise Anwendung von Korollar 2.7 sehen wir

(5.6) imf ] [—

Durch Kombination von Gleichungen (5.4) bis (5.6) erhalten wir
C, Cy
5.7 L £
(5.7 l:[kermC l_[kermc,
1<t di g

k<t’

Die auf beiden Seiten auftretenden Kerne bestehen jeweils genau aus dem neutralen
Element und den Elementen der Ordnung p in den jeweiligen Gruppen. Gemal3
Satz 1.12 (2) bestehen darum alle diese Kerne jeweils aus genau p Elementen.
Die auftretenden Faktorgruppen sind ebenfalls zyklisch (denn C, = (1) und daher
(1+kerm. ) = C,/kerm. ) und wir haben

C, o /
(5.8) #(kerfr’lc ) = % <q;, sowie #( - ) L g,
qi

Damit lasst sich die gewtiinschte Eindeutigkeitsaussage also durch eine Induktion
iiber die Gruppenordnung beweisen. Der Fall von einelementiger Gruppen ist trivial
und ist die Eindeutigkeitsaussage nun fiir alle abelschen Gruppen mit Ordnung
< #G gezeigt, so folgt diese auch fiir alle abelschen Gruppen der Ordnung #G, denn
die Induktionsvoraussetzung angewendet auf (5.7) zeigt t = t’ und q,;)/p = q./p
(via (5.8)) fiir eine Permutation o € &, und allei = 1,...,t. Multiplikation mit p
liefert q,;) = q; fiir i = 1,..., t und wir sind fertig. O

Beispiel 5.4 (Abelsche Gruppen mit Ordnung p?q®). Wir bestimmen die Anzahl
verschiedener Isomorphietypen abelscher Gruppen der Ordnung p%q® mit zwei ver-
schiedenen Primzahlen p und g. Nach Satz 5.3 gilt es direkte Produkte der Gruppen
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C,, Cp2, Cy, Cp2 und Cys zu betrachten. Wegen 2 = 1+ 1 (zwei Zerlegungen) und

3=2+1=1+1+1 (drei Zerlegungen) erhilt man 2 - 3 = 6 Fille:
(1) C,exCp, (2) C,xC,xCg,
(3) CpxCp xCy, (4) C,xC,xCpxCy
(5) CprxCyxC,%xC, (6) C,xC,xC;xC,xC,.

Satz 5.3 garantiert nun, dass jede abelsche Gruppe mit Ordnung p?q® isomorph zu
einer und nur einer der hier aufgefiihrten sechs Gruppen ist.

Beispiel 5.5 ((Abelsche) Gruppen mit Ordnung p?). GemiR der zwei Zerlegungen
2 =1+ 1 reproduziert man auch das bereits aus Aufgabe 5.3 (d) bekannte Ergebnis,
dass jede abelsche Gruppe der Ordnung p? (mit p prim) isomorph zu genau einer
der beiden Gruppen C,. oder C, x C,, ist. (In Aufgabe 5.3 (d) wird allerdings noch
etwas mehr bewiesen niamlich, dass iiberhaupt schon jede Gruppe der Ordnung p?
abelsch ist und folglich isomorph zu einer der beiden oben genannten Gruppen ist.)



Teil 2

Ringtheorie






KAPITEL 6
Ringe

In diesem und den folgenden Kapiteln widmen wir uns der Ringtheorie. Diese
bildet das Fundament fiir die Vorlesung Algebra. Wir verzichten darauf, hier viel
Motivation zu geben und liefern diese dafiir spater, wenn wir die Theorie hinrei-
chend weit entwickelt haben. In Kapitel 10 untersuchen wir die Losbarkeit einiger
ausgewahlter Gleichungen in den ganzen Zahlen. (Das fiihrt auf Fragestellungen,
die im Rahmen der Analysis nur unzureichend gelost werden konnen.) In Kapitel 11
geben wir einen Vorgeschmack auf die Inhalte der Algebra-Vorlesung und behandeln
klassische geometrische Konstruktionsprobleme mit Zirkel und Lineal. In Anhang A
stellen wir eine kryptographische Anwendung vor und besprechen Primzahltests.
Insbesondere diese Anwendungen sind bereits mit dem Wissen aus dem hiesigen
Kapitel zuganglich.

6.1. Definition und erste Eigenschaften

Ein Ring ist ein Tripel (R, +, -) bestehend aus einer Menge R zusammen mit
zwei bindren inneren Verkniipfungen +: R x R — R (,,Addition“) und -: R xR — R
(,Multiplikation“), welche den folgenden Axiomen geniigen:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. (Das zugehorige neutrale Element werde
im Folgenden mit Oy oder kurz O bezeichnet und heil3t auch Nullelement
von R.)

(2) Die Verkniipfung - ist assoziativ und es existiert ein Element 1; € R (auch
kurz mit 1 bezeichnet; auch Einselement von R genannt), sodass fiir alle
a € R die Gleichungen a - 1; = a = 1; - a erfillt sind.

(3) Es gelten die beiden Distributivgesetze:

(@) Va,b,ceR:a-(b+c)=(a-b)+(a-c),
(b) Va,b,c€R:(a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Wie schon bei Gruppen {iberlegt man sich, dass man Produkte in R beliebig klammern
darf. (Der Existenz inverser Elemente beziiglich -, welche wir hier nicht fordern,
bedarf es dafiir nicht.) Wir folgen der schon bei multiplikativ geschriebenen Gruppen
benutzten Konvention, das Symbol fiir die Multiplikation oft nicht zu schreiben, wenn
dies nicht fiir das bessere Verstdndnis wichtig scheint. Mithin schreiben wir also oft
nur ab statt a - b. Uberdies rechnen wir , Punkt vor Strich“: Ausdriicke wie a - b + ¢
sind dementsprechend als (a - b) + ¢ zu verstehen. Statt (R, +, - ) sprechen wir oft nur
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von einem ,,Ring R“, genau so, wie wir auch zuvor oft schon von einer ,,Gruppe G“
statt (G, o) gesprochen haben.

Das zu a € R beziiglich + inverse Element bezeichnen wir (wie schon bei additiv
geschriebenen Gruppen) mit —a. Ein Element b € R mit a - b = 1; nennen wir
rechtsinvers zu a (oder Rechtsinverses zu a). Linksinverse sind analog zu definieren.
Besitzt ein Element a € R ein Rechtsinverses b, welches auch Linksinvers ist,' a - b =
1x = b - a, so nennen wir a invertierbar und schreiben a™! fiir b. Wir sagen auch a
sei eine Einheit. Die Menge

R* = {Einheiten a € R}

bildet mit - g« gx: R* X R* — R* eine Gruppe mit 1, = 1;. als neutrale Element, die
Einheitengruppe von R.

Ist die Multiplikation - kommutativ (d.h. fiir alle a,b € R gilta-b = b - a), so
nennt man den Ring R kommutativ. Falls R ein kommutativer Ring ist, - sich zu einer
inneren Verkniipfung auf R \ {0} einschrénken ldsst und R \ {0z} zusammen mit
dieser eine Gruppe bildet, nennen wir R einen Korper.

Bemerkung. In der Literatur sind verschiedene Definitionen des Ringbegriffs im
Gebrauch. Manche Autoren fordern nicht die Existenz eines multiplikativ neutralen
Elements 1; und nennen das, was wir hier als Ringe bezeichnen, ,unitdre Ringe“.
(Andere Autoren nennen solche ,Ringe“ zur besseren Abgrenzung auch ,Rnge“. —
Man beachte hier die Auslassung des Buchstabens ,,i“ als Hinweis auf die fehlende
multiplikative Identitat [Engl. ,identity element“].) In der Literatur zur kommutativen
Algebra und algebraischen Geometrie treten vornehmlich kommutative Ringe auf,
weswegen dort unter dem Ring-Begriff zumeist automatisch der des kommutativen
Rings verstanden wird.

Beispiele 6.1. (1) Es sei 0 eine beliebige einelementige Menge. Dann gibt es
genau eine bindre innere Verkniipfung auf 0 und wéahlt man diese als Ad-
dition und Multiplikation, so bekommt 0 die Struktur eines kommutativen
Rings. In diesem sogenannten Nullring gilt 0, = 1,. Dieser ist kein Korper,
da 0\ {0,} leer ist und also keine Gruppe bilden kann. Ist R ein Ring mit
0z = 1, so folgt a = a- 1 = a - Oy = Oz gemdl Proposition 6.2 (siehe
unten) fiir alle a € R und R ist einelementig. Dann gilt R = 0 im Sinne der
noch spéter zu definierenden Isomorphie von Ringen und der zugehorige
Isomorphismus ist notwendigerweise sogar eindeutig (denn dieser muss ja
0y auf 0, abbilden und ist dadurch schon vollstindig bestimmt). Wir sagen
in diesem Fall auch R sei ,,der” Nullring, auch wenn die zugrundeliegenden
einelementigen Mengen verschieden sind.

(2) Z ist ein kommutativer Ring. @, R und C sind jeweils Korper.

Tatsichlich geniigt es, die Existenz eines rechtsinversen Elements r zu a und eines Linksinversen
{ zu fordern. Dann gilt ndmlich schon automatisch r = £ und a ist eine Einheit, denn r =rlz =raf =
lRf = e.
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(3) IstR ein Ring, so ist der Polynomring R[X ] in einer Unbestimmten/Variablen
mit Koeffizienten aus R (Definition siehe spater!) ein Ring.

(4) Sind R und S zwei Ringe, so ist auch das direkte Produkt R x S ein Ring mit
komponentenweise zu definierenden Verkniipfungen (d.h. (r,s) + (r',s’) :=
(r+r',s+s)und (r,s) - (r',s") == (r - r’,s -s’)). Wir haben Oz, = (03, 0s)
und 1R><S = (1R: 15)

(5) Ist R ein Ring und n € N, so ist die Menge R™" der n x n-Matrizen mit
Eintrdgen aus R ein Ring mit der iiblichen Addition und Multiplikation von
Matrizen. Speziell fiir Kérper R kennt man dieses Objekt bereits sehr gut
aus der linearen Algebra.

(6) Analog zu Matrizen, sei V ein Vektorraum. Dann ist die Menge End(V') der
Endomorphismen von V (lineare Selbstabbildungen V — V) zusammen mit
punktweiser Addition und Verkettung von Abbildungen als Multiplikation ein
Ring. Tatsachlich funktioniert diese Konstruktion schon mit einer beliebigen
abelschen Gruppe V.

(7) Es sei A = [ ],y Z die abelsche Gruppe aller Folgen ganzer Zahlen und
R = End(A) ihre Endomorphismengruppe. Zusammen mit der Verkniipfung
von Abbildungen als Multiplikation wird R zu einem Ring. Das zugehorige
Einselement ist 1; = id,. Man betrachte den Links- und den Rechtsshift

5(—:A_)A> (a1:a2: a3)"') = (a23 a3)"'))
s,:A—A, (by,by,bs,...)—(0,by,b,,bs,...).

Dann ists_os_, = 1, aber s_, os_ ist die Abbildung

(a;,a5,as,...) — (0,a,,as,...).

Tatséchlich gibt es, da s_ nicht injektiv ist, kein r € R mit r os_ = 1z. Ganz
analog gibt es, da s_, nicht surjektiv ist, kein r € R mits_, o r = 1. Dieses
Beispiel zeigt, dass es bei der Definition von Einheiten nicht unerheblich ist,
zu fordern, dass jene beidseitige Inverse besitzen.

(8) Die Teilmenge Z[i]={a+ib € C:a,b € Z} von C ist (mit der offensicht-
lichen Addition und Multiplikation) der kleinste Unterring von C, der Z
als Unterring enthilt und auch i enthilt,? der sogenannte Ring der ganzen
Gauf3schen Zahlen; die Definition von ,,Unterring” ist hier ganz analog zur
Definition von Untergruppen in der Gruppentheorie, mit einem Zusatz: eine
Teilmenge S C R heil3t Unterring von R (oder Teilring von R), falls sich die
Verkniipfungen +: RxR — Rund -: R xR — R zu Verkniipfungen S xS — S

2Achtung: z.B. Z[ V2] = { a+v2b++/4c € C : a, b,c € Z} istnicht gleich {a+v2beC:a,beZ},
da die letzte Menge kein Ring ist, da sie +/2 aber nicht v4 = (+/2)? enthilt.
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einschranken lassen, S mit diesen einen Ring bildet und 1; in S enthalten
‘3
ist.

Bemerkung. In der Gruppentheorie waren Gruppenoperationen sehr wichtig und
vermochten viel Einsicht fiir das Studium von Gruppen zu liefern. Betrachtet man
statt einer Gruppe G und einer Menge M einen Ring R und eine abelsche Gruppe
M, so ist End(M) ein Ring und Ringhomomorphismen* R — End(M) liefern ein
Pendant zu Gruppenoperationen fiir die Ringtheorie. Im Gewand der Analogie aus
Proposition 2.13 fiihrt dies zum Begriff des R-Moduls, den wir in der Vorlesung
,Algebra“ noch niher studieren werden.

Proposition 6.2. Es seien R ein Ring und a, b € R beliebig. Dann gilt:
(1) Die additive bzw. multiplikativ neutralen Elemente Og und 1; sind eindeutig
bestimmt.
(2) a-0g=0;3=04-a.
3) a-(—b)=—(a-b)=(—a)-b.
(4) (—a)-(—=b)=a-b.

Beweis. Die erste Aussage folgt mit demselben Argument wie in Proposition 1.1 (1).
Fiir die ibrigen Aussagen beachte man
(2) Og=a-0g—a-0g=a-(0g+0z)—a-0x=(a-0g+a-0z)—a-0zy =a- 0,
O =0z-a—0z-a=...=0;-q,
(3) 0g=a-0s=a:-(b—b)=a-b+a-(—b),alsoa-(—b)=—(a-b),
Op=0-b=(a—a)-b=a-b+(—a)- b, also(—a):-b=—(a-b),
4 (—a)-(-=b)=—(—(a-b))=a-b. [

6.2. Homomorphismen, Ideale und Faktorringe

6.2.1. Homomorphismen. Eine Abbildung f: R — S zwischen Ringen R und S
heiRt (Ring-)Homomorphismus, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:®

(1) Ya,b€R: f(a+b)=f(a)+ f(b),
(2) Ya,b€R: f(a-b)=f(a)-f(b),
(3) f(1x) = 1.

Bemerkung. Wir fordern hier nicht extra f (0z) = Oy, da die vorhandenen Axiome
bereits garantieren, dass f ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (S, +) ist

37 x {0} C Z x Z ist kein Teilring von Z x Z: das Element (1, 0) iibernimmt in Z x {0} zwar die
Rolle eines multiplikativ neutralen Elements, stimmt allerdings nicht mit 1,,, = (1,1) ¢ Z x {0}
iiberein.

“Die zugehorige Definition folgt in § 6.2.1.

SLeserinnen und Lesern sollte klar sein, dass bei ,+“ in f(a + b) die Addition in R und bei ,,+*
in f(a) + f(b) die Addition in S gemeint ist. Bei Gruppen waren wir oft noch bemiiht derartige
Doppeldeutigkeiten durch anders gewiahlte Symbole zu vermeiden, doch hier bei Ringen wird dies
schnell 1astig: jeder Ring kommt mit zwei inneren Verkniipfungen und bei zwei Ringen brauchte man
dann schon vier verschiedene Symbole usw.
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und Lemma 2.1 dann schon f(0g) = Oy liefert. Hierfiir war die Existenz inverser
Elemente wichtig, was in den zugehorigen additiven Gruppen natiirlich gewahrleistet
ist, fiir die Multiplikation allerdings nicht der Fall zu sein braucht. Man beachte etwa
das Beispiel f: Z — Z x Z, n — (n, 0), welches kein Ringhomomorphismus ist.

Analog wie bei Gruppen (siehe § 2.1 auf Seite 21) definiert man Ring-{Mono /Iso-
/Endo /Auto }-morphismen. Zwei Ringe R und S heillen isomorph, — in Zeichen
R = S —, falls es einen Ringisomorphismus f: R — S gibt. Wir definieren auch
Hom(R, S), End(R), Aut(R) analog.

Proposition 6.3. Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus R — 0 in
den Nullring 0 und genau einen Ringhomomorphismus Z — R.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, da es tiberhaupt nur eine Abbildung R — 0 gibt und
diese trivialerweise ein Ringhomomorphismus ist. Fiir die zweite Aussage beachte
man, dass ein Ringhomomorphismus f: Z — R wegen f(1) = 1; und Z = (1) (als
abelsche Gruppen) bereits vollstindig bestimmt ist. Umgekehrt rechnet man leicht
nach, dass durch

f(0):=0g, f(n) ::}R+ Ip+...+ 15, f(=n):=—f(n)

NV
n mal

(n € N) ein Ringhomomorphismus f: Z — R gegeben ist. ([l

6.2.2. Ideale. Als nachstes Ziel fassen wir ins Auge, die in § 2.2 entwickelte
Theorie der Faktorgruppen (deren Niitzlichkeit wir uns mittlerweile schon bewusst
geworden sind) auch fiir Ringe brauchbar zu machen. Hier diskutieren wir zunédchst
die Unterstrukturen, nach denen eine Faktorbildung bei Ringen méglich ist (soge-
nannte ,Ideale“). Die Definition von Faktorringen folgt im Anschluss (in § 6.2.3). Wir
modellieren unsere Diskussion an der zuvor gefiihrten Diskussion von Normalteilern
in § 2.2.1.

Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so handelt es sich bei dem Kern ker f :=
£71({0s}) in aller Regel nicht um einen Unterring® von R, denn sonst miisste ja
1; € ker f gelten und dann héatten wir fiir alle a € R die Gleichung

fla)=f(1g-a)=f(1g)- f(a) =0g- f(a) =0,

also ker f = R und f bildet jedes Element a € R trivial auf 05 ab. Wir wollen uns
nun trotzdem iiberlegen, welche Struktur ker f besitzt. Jedenfalls ist ker f eine
Untergruppe von (R, +), ja sogar ein Normalteiler, da (R, +) aber abelsch ist, liefert
dies keine neue Information. Uberdies gilt fiir a € ker f und r €R

fla-r)=f(a) - f(r)=05-f(r)=05, also a-rekerf.
Analog folgt auch r -a € ker f .

®Dieser Defekt ist mitunter einer der Griinde, den manche Autoren fiir das Aussparen der Existenz
von 1y in der Definition von Ringen anfiihren.



74 6. RINGE

Eine Teilmenge a C R, die eine Untergruppe von (R, +) bildet und
Vac€aVreR:arcaundraca

erfiillt, nennt man Ideal von R und schreibt hierfiir auch a < R. Mit dem wie bei
Gruppen definierten Komplexprodukt schreibt sich die obige Bedingung als aR C a
und Ra C a. (Fordert man nur eine der beiden Inklusionen, so spricht man von Rechts-
bzw. Linksidealen. Wir werden diese hier jedoch nicht nidher betrachten.)

Der Schnitt anb zweier Ideale a und b von R ist wieder ein Ideal. Sei a € R. Analog
wie bei Gruppen definiert man (a) als das (beziiglich der durch Mengeninklusion
gegebenen partiellen Ordnung) kleinste Ideal von R welches a enthélt. Wie bei Grup-
pen sieht man, dass (a) mit dem Schnitt aller a-enthaltenden Ideale iibereinstimmt.
Uberdies gilt

(a) =RaR={rar’:r,r' €R}.

Man nennt (a) das von a erzeugte Hauptideal. Allgemein nennt man ein Ideal a <R
Hauptideal, falls a von der Form a = (a) fiir ein a € R ist. Ist R ein kommutativer
Ring, so ist (a) =aR ={ar :r €R}.

Ist nun allgemeiner A C R eine beliebige Teilmenge von R, so schreibt man (A)
fiir das kleinste Ideal von R, welches A enthélt, und nennt dieses das von A erzeugte
Ideal. Ein Ideal a < R heil3t endlich erzeugt, falls a = (A) fiir eine endliche Teilmenge
A C R ist. Ist R wieder als kommutativ vorausgesetzt, so ist

(A):{Zairi:neNo und q; €A, riERfﬁrallei=1,...,n}.
i=1

Speziell im endlich erzeugten Fall ist
(a,...,a,) =a;R+ ...+ qR.

Beispiel 6.4. Die Ideale von Z sind genau die Mengen (n) = nZ mit n € N, (siehe
Proposition 1.11).

Beispiel 6.5. (Hier sei davon ausgegangen, dass die Leserinnen und Leser bereits
grundlegend mit Polynomen vertraut sind. Wir behandeln diese spater aber noch
ausfiihrlich.) Fir R = Z ist (6,4) = 6Z + 47 = 27 (siehe Lemma 1.6). Fiir R = Z[X ]
ist (2,X) = 2Z[X]+XZ[X] = {p € Z[X] : 2 | p(0)} kein Hauptideal, denn ein
etwaiger Erzeuger a miisste Grad 0 haben und durch 2 teilbar, aber dann wére
(2,X)22+X ¢ (a).

Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Korper, wenn {0} und R die einzigen
Ideale von R sind und R # {0} ist.
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6.2.3. Faktorringe. Es sei R ein Ring und a <R ein Ideal. Dann lasst sich die
Faktorgruppe R/a von (R, +) nach der Untergruppe a auch mit einer Multiplikation
ausstatten:

(r+a)-(r"+a)=@-r)+a.
(Achtung: die linke Seite ist i.Allg. kein Komplexprodukt der zugehorigen [additiven ]
Linksnebenklassen: (0 + 2Z)(0 + 2Z) = 4Z # 0+ 2Z = (0 + 27Z) - (0 + 27Z).) Die
eben definierte Multiplikation ist wirklich wohl-definiert, d.h. unabhingig von den
gewdhlten Reprasentanten r und r’ der Nebenklassen r + a und r’ + a, denn je zwei
solche Reprasentanten unterscheiden sich gemaf3 Lemma 2.4 nur um Addition mit
einem Element von a und fiir a,a’ € a ist
(r+a)-(r+d)=(+a) - r'+(r+a)-d’=r-r"+a-r'+r-a'+a-ad.

~"
€a

Also reprasentieren r-r’ und r-r'+a-r'+r-a’+a-a’ tatsichlich dieselbe Nebenklasse
beziiglich a.

Man rechnet nun unmittelbar nach, dass die Faktorgruppe R/a zusammen mit
der soeben definierten Multiplikation wirklich einen Ring bildet, den Faktorring
von R nach a. Die kanonische Projektion ©: R — R/a, r — r + q, ist nicht nur ein
Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen, sondern sogar ein
Ringhomomorphismus (die Gleichung 7(r - r") = n(r) - 7(r’) entnimmt man direkt
der Definition der Multiplikation und 7(1;) = 1z + a = 1, ist auch klar).

Der Kern von 7 ist (weil dies schon auf Ebene der zugrundeliegenden additiven
Gruppen bekannt ist) genau a. Zusammen mit unseren Uberlegungen, die uns auf die
Definition von Idealen fithrten, erhalten wir nun die folgende Variante von Korollar 2.5
fiir Ringe:

Korollar 6.6. Sei R ein Ring. Dann sind die Ideale von R genau die Kerne von Ringho-
momorphismen mit Definitionsbereich R:
{Ideale a von R} = {ker f : S Ring, f € Hom(R,S)}.
Wir haben die folgende Variante von Satz 2.6 fiir Ringe:

Satz 6.7. Es sei a ein Ideal eines Rings R und f: R — S ein Ringhomomorphismus in
einen Ring S. Ferner sei a C ker f. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

f:R/a— S, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

R S.

/7'
x o7 A

R/a

Die Zuordnung f — f stiftet also eine 1:1-Korrespondenz

{f e Hom(R,S) : a<Kkerf } —21 , Hom(R/a,S).
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Ist a=ker f, so ist f injektiv.

Beweis. Auf Ebene der additiven Gruppen ist die Aussage des Satzes bereits aus
Satz 2.6 bekannt; insbesondere ist Existenz und Eindeutigkeit von f als Gruppenho-
momorphismus von (R/a,+) nach (S, +) schon gesichert und wir miissen nur noch
priifen, dass f auch wirklich ein Ringhomomorphismus ist. Wegen

fr+a)- (" +a) = f(n(r)-n(r)) = f(rn(r-r))=f(r-r)
=f()-f() = f(r(r)-F(r(r") = f(r+a)- f(r'+a)

und f(lR/a) = f(n(1R)) = f (1) = 15 ist dies jedoch Klar.

Der Zusatz iiber Hom(R/a,S) war bereits in der Situation von Satz 2.6 eine
formale Konsequenz aus der dariiber gemachten Aussage mit dem Diagramm und
tibertragt sich ohne Weiteres auf die hiesige Situation mit Ringen. O

6.2.4. Isomorphie- und Korrespondenzsatz. Wir iibertragen nun den bereits
aus der Gruppentheorie bekannten (ersten) Isomorphiesatz (Korollar 2.7), sowie den
Korrespondenzsatzes (Satz 2.9) von Faktorgruppen auf Faktorringe.

Korollar 6.8 (Erster Isomorphiesatz). Es sei f: R — S ein Ringhomomorphismus
gwischen Ringen R und S. Dann ist R/ ker f = f(R).

Beweis. Der Beweis verldauft wie schon der Beweis von Korollar 2.7, aber wir wieder-
holen diesen dennoch. Die f zugeordnete Abbildung f: R/ker f — S aus Satz 6.7
ist injektiv und bildet natiirlich surjektiv auf ihr Bild ab; dieses stimmt mit dem
Bild von f iiberein, weshalb die eingeschrinkte Abbildung f: R/ker f — f(R) ein
Ringisomorphismus ist. U

Satz 6.9 (Korrespondenzsatz). Es sei R ein Ring, a <R ein Ideal von R und 7: R — R/q,
r — r + a, bezeichne die kanonische Projektion. Dann handelt es sich bei der Abbildung

a {Ideale b <R/a} — {Ideale ¢ <R mit ¢ 2 a},
TC. -1
b— 7 (b),

um eine inklusionserhaltende Bijektion.

Beweis. Aus Satz 2.9 (bzw. Aufgabe 4.1) ist bereits bekannt, dass U — n~1(U) eine
entsprechende Bijektion von Untergruppen U von (R/a,+) auf Untergruppen V von
(R, +) stiftet. Man braucht hier also nur zu priifen, dass sich alles geeignet auf Ideale
einschrankt. Die Details seien der geneigten Leserin oder dem geneigten Leser zur
freiwilligen Ubung iiberlassen. O

Sei R ein Ring. Ein Ideal m von R heif$t maximal, wenn m # R ist und es kein
Ideal a von R mit m € a € R gibt. Ein Ring R, der nicht der Nullring ist, heil3t einfach,
falls {0z} und R die einzigen Ideale von R sind.

Ein kommutativer Ring R ist genau dann einfach, wenn er ein Korper ist. (Denn ist
R einfach, so ist fiir jedes a # 0y das Ideal {a) = aR notwendigerweise gleich R und
es gibt ein r € R mit ra = ar = 1. Also ist a eine Einheit. Umgekehrt sieht man auch,
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dass in einem Korper K jedes Ideal a <K entweder das Nullideal ist, oder ein Element
a # 0 enthalt, welches dann, da es invertierbar ist, das Ideal K = (a) € a € K
erzeugt. Also folgt a =K.)

Korollar 6.10. Es sei R ein Ring und m ein Ideal von R. Genau dann ist m ein maximales
Ideal, wenn R/m einfach ist. Spegziell fiir kommutative Ringe ist m genau dann ein
maximales Ideal, wenn R/m ein Korper ist.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem Korrespondenzsatz (Satz 6.9) zusammen mit
der vorangegangenen Uberlegung. 0

Beispiel 6.11 (Der Korper F,). Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn
n eine Primzahl ist. In der Tat sind die Ideale von Z genau die Mengen nZ (siehe
Beispiel 6.4) und Proposition 1.11 zeigt, dass nZ genau dann ein maximales Ideal ist,
wenn n prim ist. Die Behauptung tiber Z/nZ folgt also aus Korollar 6.10. Ist p prim,
so ist F, := Z/pZ also ein Korper mit genau p Elementen. In der Algebra-Vorlesung
wird gezeigt, dass es genau dann einen Korper mit n Elementen gibt, wenn n eine
Primzahlpotenz ist. Uberdies sind je zwei endliche Kérper mit derselben Michtigkeit
isomorph (siehe [34, Satz 4.1]).

Beispiel. Es sei R ein beliebiger kommutativer Ring. Dann ist R**? nicht kommutativ:

(000 0)=(0 0)#(0 0)=(0 o)-(0 o)

Wir behaupten nun, dass jedes beidseitige Ideal 2 von R**? von der Form

9[:(2 z) = ::{(Ccl Z):a,b,c,dea}

mit einem geeigneten Ideal a von R ist und umgekehrt jedes Ideal a von R auch so
ein Ideal 2 von R**? produziert. (Eine analoge Aussage gilt fiir Ideale von R™" fiir
alle n € N.) Die letzte Behauptung rechnet man leicht nach. Wir kiimmern uns daher
nur um die erste. Sei 2 also ein Ideal von R**2. Wir behaupten, dass

az{aeR:EIb,c,d €R: (a b)éﬁ}
c d

die oben genannte Eigenschaft hat. Dabei ist a sicher ein Ideal von R, denn fiir a,a’ € a
ist offensichtlich a + a’ € a und fiir r € R zeigt

(0 7)-(¢ a)=(% 7a)

dass auch ar = ra ein Element von a ist. Fir

a b
(C d)e%l
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zeigen die Rechnungen
1 0) (a b)Y (1 0)_(a O 1 0) by (0 0\_(b O
00 c d 0 0) \0 0) 00 d) \1 0/ \0 0)
0 1) (fa b) (1 0\_(c O 0 1) (a b) (0 0)_(d O
00 c d 0 0) \0o o) 00 c d 1 0/ \0 0)
dass a, b, c und d in a enthalten sind. Also ist 2 C a®*2. Fiir die umgekehrte Inklusion
sei
/
(;/ :///)eazxz-
Die Rechnungen von oben zeigen, dass
x O
(O O)GQ[.

fiir x = a,d’,a”,a” gilt. Durch Links- und Rechts-Multiplikation mit geeigneten
Permutationsmatrizen erhilt man daraus

0 x 00 0062{
O 0)\x O0)\O x ’
a da a 0 0 a 0 0 0 0
« o )=\o o)t lo o)t e o)T\lo o)™

Das zeigt 2 2 a®*2. Insgesamt ist also 2 = a?*?, wie gewiinscht.
Unsere Ausfiihrungen zeigen, dass Q**? einfach ist. Es handelt sich hierbei aber,
mangels Kommutativitit, nicht um einen Korper.

o Q

Also ist

6.2.5. Existenz maximaler Ideale. Korollar 6.10 liefert eine Methode zur Kon-
struktion von Korpern (,,besonders schonen Ringen“) aus einem bekannten Ring R:
man wéihle ein maximales Ideal m von R und betrachte den Korper R/m. Von dieser
Methode werden wir in der Vorlesung Algebra noch vielfachen Gebrauch machen
(siehe [34, § 2.2 und § 2.3]). Fiir den Moment soll uns hier nur die Frage interessiert,
ob es iiberhaupt stets maximale Ideale gibt.

Satz 6.12 (Existenzsatz fir maximale Ideale). Es sei R ein Ring und a # R ein beliebiges
Ideal von R. Dann gibt es ein maximales Ideal m von R mit m 2 a.

Korollar 6.13. In jedem Ring aufSser dem Nullring gibt es ein maximales Ideal.

Beweis. In jedem Ring R ist a = {0z} ein Ideal und ist R nicht der Nullring, so gilt
a # R. Satz 6.12 liefert nun schon die Behauptung. O

Fiir den Beweis von Satz 6.12 benétigen wir das Lemma von Zorn (fiir mehr
hierzu, siehe etwa [27, Appendix 2]). Man beachte auch Abbildung 11.



6.2. HOMOMORPHISMEN, IDEALE UND FAKTORRINGE 79

Lemma 6.14 (Zorn). Sei # eine nichtleere Menge, die beziiglich einer bindren Relation
< partiell geordnet ist.” Ferner besitze jede Kette® eine obere Schranke in .#. Dann
enthdlt .# mindestens ein maximales Element.

Abbildung 11. Veranschaulichung zum Lemma von Zorn: Die Menge
M sei hier durch das schwarz gefirbte ,,Gebilde“ im R? reprisentiert
und ein Punkt darauf sei ,kleiner® als ein anderer Punkt, wenn man
von dem Ausgangspunkt stetig und in der Vertikalen monoton steigend
zum anderen Punkt ,laufen® kann. Beispielsweise ist a kleiner als b
und x kleiner als y. Des Weiteren kann man keinen der Punkte a, b,
oder x miteinander vergleichen. Alle maximalen Elemente sind als
schwarze Punkte im Gebilde hervorgehoben. Grau hinterlegt sieht man
eine Kette.

Beweis von Satz 6.12. Wir betrachten die Menge .#, der Ideale # R von R, welche a
enthalten, zusammen mit der partiellen Ordnung, welche durch mengentheoretische
Inklusion gegeben ist (ein Ideal a; € .# ist kleiner oder gleich a, genau dann wenn
a; € a,). Wegen a € ./ ist diese Menge jedenfalls nicht leer. Ferner besitzt jede Kette
(a;); eine obere Schranke; hierfiir kann man etwa 2 := _J, a; wihlen und bestétigt
unmittelbar, dass es sich hierbei um ein Ideal von R handelt, welches natiirlich auch
a und jedes a; aus der Kette enthilt. (Die Ideal-Eigenschaft braucht i.Allg. fiir eine
beliebige Vereinigung von Idealen natiirlich nicht mehr gelten, doch sichert die
Ketten-Eigenschaft hier dennoch, dass 2 ein Ideal ist.) Uberdies ist 2 auch # R, denn
anderenfalls wire ja 1; € 2l und also 1; € g, fiir ein i, womit wir a; =R, also einen
Widerspruch zu a; € # erhielten. Das Lemma von Zorn (Lemma 6.14) liefert nun
die Behauptung. OJ

’Zur Erinnerung: Das heift, dass die Relation < reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Al-
lerdings braucht < nicht notwendigerweise total zu sein, d.h. es kann durchaus Elemente a,x € .#
geben, fiir die weder a < x noch x < a gilt. — Siehe auch Abbildung 11.

8Das ist eine beziiglich < total geordnete Teilmenge von ..
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6.3. Chinesischer Restsatz

6.3.1. Kongruenzen. Ist R ein Ring, a ein Ideal von R und 7: R — R/a die
kanonische Projektion. Dann schreiben wir auch oft ,,r mod a“statt 7t(r). Sind r, r’ €R,
so schreiben wir

r=r'moda <= n(r)=n(") < r—r'€a=kern
und sagen r ist kongruent zu r’ modulo a.

Lemma 6.15 (Rechenregeln fiir Kongruenzen). Es sei R ein Ring und a ein Ideal von R.
Fiir alle a,a’, b, b’, c € R gelten dann die folgenden Aussagen:

(1) a=amod a; (Reflexivitdt)
(2) a=bmoda<= b=amodq (Symmetrie)
(3) (a=bmoda)A(b=cmoda) = a=cmodaq; (Transitivitdt)

(4 (a=a’moda)A(b=b"moda) = a+b=a’+b'moda;
(5) (a=a’moda)A(b=b'moda) = ab =a’b’ mod a.

Beweis. Die gemachten Aussagen ergeben sich leicht aus der Definition. OJ

Speziell fiir R = Z ist jedes Ideal a von R von der Form aZ mit einem a € Z (und
umgekehrt; siehe Proposition 1.11) und wir schreiben r mod a statt r mod a.

Beispiel. 11 =1 mod 5, denn 11 —1 =10 =52 ist durch 5 teilbar und somit ein
Element von 5Z = ker(7: Z — Z/57).

Mit Kongruenzrechnung lassen sich diverse Rechenhilfen begriinden, die man
sicher schon aus der Schule kennt. (Die praktische Bedeutung dieser Rechenhilfen
sollte eher als gering eingeschitzt werden, aber dafiir haben einige davon vielleicht
eine gewisse intrinsische Asthetik.)

Beispiele. Fiir ay,ay,...,a, € {0,...,9} schreiben wir

n
[a,...a;a,] = Z a,10™;
m=0

Das ist die Zahl, deren Ziffern im Dezimalsystem von links nach rechts gelesen genau
a,,-.-.,a,,0a, lauten. Zum Beispiel:
[837]=8-10*+3-10'+7-10°
=800+30+7
= 837.
(1) (Teilbarkeit durch 2.) Ohne grol} iiberlegen zu miissen, sehen wir sofort,
dass 837 nicht durch 2 teilbar ist. Dies erkennen wir, indem wir auf die

letzte Ziffer (7) schauen und feststellen, dass diese nicht durch 2 teilbar ist.
Diese Rechenhilfe ist aus der Schule bekannt. Zu ihrer Begriindung kann
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Kongruenzrechnung herangezogen werden. Wegen Lemma 6.15 ist ndmlich
10™ = 0™ mod 2 und damit weiter

[a,...a;a,] = a,10" +...+a;10" + a,10°
=q,0"+...+a,0' +a,0°=q, mod 2.

Alsoist[a,...a;a,] genau dann kongruent 0 modulo 2 (d.h. durch 2 teilbar),
wenn dies schon auf die Ziffer a, zutrifft.

(2) (Teilbarkeit durch 5.) Wegen 10 = 0 mod 5 liefert derselbe Beweis eine
analoge Teilbarkeitsregel fiir Teilbarkeit durch 5: die Zahl [a,,...a;a,] ist
genau dann durch 5 teilbar, wenn a, durch 5 teilbar ist, also wenn a, € {0, 5}
gilt.

(3) (Teilbarkeit durch 10.) Wegen 10 = 0 mod 10 folgt auch, dass [a,,...a;a,]
genau dann durch 10 teilbar ist, wenn dies auf a, zutrifft, also wenn a, =0
gilt.

(4) (Dreierprobe.) Wir haben 10 = 1 mod 3 und darum

n n
[a,...a;a,] = Z a,10™ = Z a,, mod 3.
m=0 m=0
Also ist die Zahl [a,,...a;a,] genau dann durch 3 teilbar, wenn dies auf
ihre Quersumme a, + ...+ a; + a, zutrifft. Beispielsweise ist die Zahl 837
durch 3 teilbar, denn wir haben 8 + 3+ 7 = 18 = 6 - 3. Tatsachlich hétten
wir dieses Argument auch iterieren konnen: 18 ist durch 3 teilbar, denn
148 =9 =3-3ist durch 3 teilbar.

(5) (Neunerprobe.) Wir haben 10 = 1 mod 9 und dasselbe Argument wie oben
liefert, dass die Quersumme einer Zahl auch iiber Teilbarkeit durch 9 ent-
scheiden lasst. Beispielsweise ist die Zahl 837 (Quersumme: 18) nicht nur
durch 3, sondern sogar durch 9 teilbar.

(6) (Elferprobe.) Wegen 10 = —1 mod 11 erhilt man eine analoge Teilbarkeits-
regel fiir 11, jedoch mit der alternierenden Quersumme. Fiir 837 ist diese
8 —3+ 7 =12, womit sich 837 als nicht durch 11 teilbar erweist.

(7) (Teilbarkeit durch M.) Wir behaupten, dass man analoge Teilbarkeitsregeln
fiir Teilbarkeit durch beliebige Zahlen M auffinden kann. Die Details seien
den interessierten Leserinnen und Lesern iiberlassen; Wir geben nur als
Beispiel (ohne Beweis) die Aussage: ,Die Zahl 44388 ist durch 27 teilbar,
weil4-194+4-1+3-10+8:19+4+8-1 =270 durch 27 teilbar ist“.

6.3.2. Chinesischer Restsatz. Zwei Ideale a und b eines Ringes R heil3en teiler-
fremd, falls ihre Summe a+b ={a+b:a €a,b € b} mitR iibereinstimmt. Diese
Summe ist des Ubrigen stets ein Ideal von R, wie man leicht nachrechnet; Gleiches
gilt fiir den Schnitt an b.

Satz 6.16 (Chinesischer Restsatz, allgemeine Form). Es sei R ein Ring und (a;); eine
endliche Folge von paarweise teilerfremden Idealen von R (d.h. a; + a; =R fiir i # j).
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m;: R —= R/a;, r — 1+ a;, bezeichne die kanonische Projektion. Dann handelt es sich bei
der Abbildung

fiR=] [®/a), r= @),

um einen Ringhomomorphismus mit Kern ker f = ﬂi a; und f indugiert (gemdfs
Korollar 6.8) einen Isomorphismus

RI(a=] [®/a,

der n(r)=r+(), 0; auf (7;(r)); = (r + a;); abbildet:
R —"— [ ®/a).

R/miai

Beweis. Es ist klar, dass es sich bei f um einen Ringhomomorphismus handelt. Mithin
geniigt es gemaR Korollar 6.8 also nachzuweisen, dass f surjektivistund ker f = (), a;
gilt. Die Aussage tiber den Kern ist offensichtlich.

Zum Nachweis der Surjektivitdt von f geniigt es, fiir jedes j aus der zugrundelie-
genden Indexmenge ein Element r; € R mit

r-+a = 1R/aj fallsi = ]"
T O/, fallsi#j

(fiir alle i) zu finden, denn jedes Element im Zielbereich von f lisst sich dann als
Bild einer geeigneten ,Linearkombination“ der Elemente r; unter f schreiben. Wir
fithren eine Induktion {iber die Anzahl n der Ideale a, ..., a,. Der Fall n = 1 ist trivial.
Fiir n = 2 gibt es wegen a; + a, = R Elemente r, € a; und r; € a, (man beachte die
umgedrehte Nummerierung!) mit r, + r; = 1;. Man sieht sofort, dass diese Elemente
das Gewtinschte leisten. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir davon ausgehen, dass
wir schon ein x € R mit den folgenden Eigenschaften gefunden haben:

1; mod a,
0 mod a,,

=
I

0 mod a,_;.
Dann wéhlen wir u € a; und v € a, mit u + v = 1. Dann gilt

) VO =0gmod a; fiirl<i<n,
vx =1zgx =1ymod a;, sowie vx=
O0gx =0z mod a,,.

Man kann also r; = vx wéhlen. Die Konstruktion der iibrigen r; verlauft analog. [J
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Bemerkung. Der Chinesische Restsatz ist im Allgemeinen falsch, wenn es sich bei
der Folge der Ideale (a;); um eine unendliche Folge handelt. Um dies zu sehen be-
trachten wir etwa den Ring R der stetigen Funktionen g: I — R mit I = [0, 1]. Wie
in Aufgabe 9.4 gesehen, handelt es sich fiir jedes x €I beim, ={g€R: g(x)=0}
um ein maximales Ideal von R und die Auswertung ev,: R — R, g — g(x), bei x
induziert einen Isomorphismus ev,: R/m, = R. Wegen Maximalitét ist m, +m, =R
fiir alle x, y € I mit x # y. Ferner ist

() m.={g€R:Vxe[0,1]: g(x) =0} ={04}.
x€[0,1]

Der in Satz 6.16 konstruierte Homomorphismus f nimmt folgende Form an:

R —— R[(m, 1, [ [®/m) = | .

x€l xel xel
(hx + mx)x _ (hx(x))x )

g — g+ {0} —— (g+m), —— (g(x)),-

Die Zusammensetzung dieser Homomorphismen ist injektiv (denn die dulleren beiden
Homomorphismen sind als Isomorphismen insbesondere injektiv und f ist ebenfalls
injektiv), jedoch nicht surjektiv (insbesondere ist f nicht surjektiv). In der Tat wird
das Element von [ [, R, welches in der Komponente mit Index 1 den Wert 1 hat
und in allen anderen Komponenten der Wert O, nicht als Bild erreicht, denn es gibt
keine stetige Funktion g: I — R mit diesem Abbildungsverhalten.

6.3.3. Anwendung auf Z/nZ. Wir benutzen den Chinesischen Restsatz, um die
Struktur von Z/nZ und (Z/nZ)* zu klaren.

Jede natiirliche Zahl n besitzt eine Primfaktorzerlegung n = p, - - - p, mit Primzah-
len p4,...,p,, wie man leicht mittels Induktion beweist, denn fiir n = 1 ist dies klar
(wéhle r = 0; leeres Produkt) und (Induktion!) eine Zahl n > 1 ist entweder schon
prim oder lasst sich als ein Produkt zweier kleiner natiirlicher Zahlen schreiben, die
gemafd Induktionsvoraussetzung schon eine Primfaktorzerlegung besitzen. Gruppiert
man gleiche Primzahlen in der Primfaktorzerlegung von n zusammen, so erhilt man
(nach etwaiger Umbenennung der Variablen) n = p,* --- p," mit Exponenten v; > 1
und paarweise verschiedenen Primzahlen p.. Diese Darstellung ist bis auf Umnumme-
rierung der Faktoren eindeutig, denn aus dem Lemma von Euklid (Lemma 3.2) folgt
v; = v,(n) :=max{k €Ny : pF|n}.

Wir schreiben im Folgenden p” || n, falls p prim ist und p” die hochste Potenz von
p ist, welche n teilt.

Beispiel. 22| 4, 22 || 12, aber 6 /| 30, da 6 nicht prim ist.

Es sei p” || n. Schreiben wir m = n/p”, so folgt p + m und somit sind p und m
teilerfremd. Dann sind aber auch p” und m teilerfremd, denn jeder Primteiler eines
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gemeinsamen Teilers von p” und m miisste laut Lemma 3.2 ein Teiler von p sein, also
gleich p sein. Laut Lemma 1.6 ist also p”Z + mZ = Z. Aus Aufgabe 4.4 ergibt sich
p’Z N mZ = nZ. Eine Induktion zeigt nun

ﬂ p’ =nZ.
p”lin

Satz 6.16 liefert dann das folgende Ergebnis:

Korollar 6.17 (Chinesischer Restsatz). Fiir n € N ist
z/nz= | [(2/p"2)
p”lin

mittels der Abbildung r +nZ — (r +p*Z),» |-

Beispiel. Wir betrachten den durch Korollar 6.17 erhaltenen Isomorphismus Z/6Z =
(z/2Z) x (Z./]3Z) néher. Dieser bildet wie folgt ab:

0mod6-—>(0m0d2), 1mod6'—>(1m0d2), 2mod6|—>(0m0d2),

0 mod 3 1 mod 3 2mod 3
1 mod 2 O mod 2 1 mod 2
3mod6'—>(0mod3), 4mod6'—>(1mod3), 5mod6'—>(2mod3).

Nun priifen wir noch exemplarisch die Gleichung f (a + b) = f(a) + f (b) fiir unseren
Isomorphismus f und zwei Elemente a, b von Z/6Z. Wir haben

(2mod 6)+ (3 mod 6) =(2+ 3 mod 6) = (5 mod 6),

0 mod 2 + 1mod2) (0+1mod2) (1mod?2

2mod 3 Omod3/) \2+0mod3) \2mod3)
Bemerkung. Die in Korollar 6.17 benutzte Zerlegung n = npv”an ist besonders
fein. Man kann allerdings auch mit etwas groberen Zerlegungen arbeiten. So liefern

die bereits diskutierten Argumente auch fiir jede Zerlegung n = ab von n in ein
Produkt teilerfremder Zahlen a und b einen Isomorphismus

Z/nZ = 7./JabZ = (Z/aZ) x (Z/bZ).

sowie

Mit der oben eingefiihrten Notation v,(n) := max{k € N, : pf.‘ | n} gelten fiir
n,m € N auch die folgenden beiden Gleichungen:

ggT(n,m) = l_[ pmindvp( M} ey, m) = l_[ prax(rp(m.3p(m)}

plnm plnm
p prim p prim

Dabei folgt die zweite offenbar leicht aus der ersten zusammen mit
l_[ WM — mp = goT(n, m)kgV(n, m)

plnm
p prim



6.3. CHINESISCHER RESTSATZ 85

(siehe Aufgabe 4.4 fiir die letzte hier gelistete Gleichung). Zum Beweis der Gleichung
fiir ggT(n, m) beachte man, dass

g = l_[ prin{7p(m.p(m)}

plnm

p prim
offensichtlich ein gemeinsamer Teiler von n und m ist. Also gilt g < ggT(n,m). Um
die umgekehrte Ungleichung zu sehen, beachte man, dass wegen ggT(n, m) | n sicher
v,(ggT(n,m)) < v,(n) folgt. Eine analoge Betrachtung mit m statt n zeigt insgesamt
v,(ggT(n, m)) < min{v,(n), v,(m)} und also ggT(n,m) < g.

6.3.4. Anwendung auf die Einheitengruppe (Z/nZ)*. Sind R und S zwei Ringe,
so gilt (R x §)* =R* x S C R x S und eine analoge Aussage gilt fiir beliebige direkte
Produkte. Damit ergibt sich das néachste Ergebnis:

Korollar 6.18 (Struktur von (Z/nZ)*). Fiir n € N gilt (Z/nZ)* = l_[(Z/p”Z)X.
p”lin

Lemma 6.19. Fiir n € N gilt #(Z/nZ)* = ¢(n) mit der Eulerschen @-Funktion aus

§ 1.4 und fiir Primzahlpotenzen p” gilt ¢(p*) =p" }(p —1).

Beweis. Bekanntlich ist ¢(p”) die Anzahl der Zahlen 1 < m < p”, die zu p” teilerfremd
sind. Dies sind — wegen eindeutiger Primfaktortzerlegung, oder Lemma von Bézout,
Lemma 1.6 — genau die zu p teilerfremden Zahlen. Wir haben dann

e(p")=#{1<m<p”:ggT(m,p’) =1}
=#{1<m<p’:ptm}
=p"—#{1<m<p':p|m}
=p"—#{xeN:px<p"}
=p"—p"'=p"(p-1.

Nun beweisen wir noch #(Z/nZ)* = ¢(n) fiir n € N. Ist ndmlich a € Z teilerfremd
zu n, so gibt es laut Lemma 1.6 Zahlen x, y € Z mit ax + ny = 1. Dann ist (a mod
n)(x mod n) = (1 mod n) und somit (a mod n) € (Z/nZ)*. Ist Umgekehrt (a mod
n)(x mod n) = (1 mod n), so ist n ein Teiler von ax — 1, d.h. ax —1 = ny und somit
ax + ny = 1. Daraus folgt auch die Teilerfremdheit von a und n. Wir haben also
gesehen, dass a mod n genau dann invertierbar ist, wenn a und n teilerfremd sind.

Daraus folgt #(Z/nZ)* = p(n). O
1
Korollar 6.20. p(n) = l_[ p" '(p—1)=n l_[ (1 — I;)
p”lin pln
p prim

Beweis. Man kombiniere Korollar 6.18 und Lemma 6.19. O
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Bemerkung. Sind n und m teilerfremde natiirliche Zahlen, so folgert man aus Ko-
rollar 6.20 leicht ¢ (nm) = @(n)e(m). (Alternativ erhilt diese Aussage aber schon
deutlich direkter aus der Bemerkung unter Korollar 6.17.) Diese Eigenschaft nennt
man in der Zahlentheorie auch Multiplikativitdt (von ¢: N — C). Man beachte hier-
bei allerdings, dass ¢ (nm) = ¢(n)y(m) nicht zu gelten braucht, wenn n und m nicht
teilerfremd sind, z.B. ¢(2-2)=2#1-1= ¢(2)¢(2). Eine Funktion f: N — C mit
f(nm) = f(n)f (m) fiir alle n und m nennt man in der Zahlentheorie auch vollstdn-
dig multiplikativ. Man sieht leicht, dass solche Funktionen bereits eindeutig durch
ihre Werte f(p) an den Primzahlen p bestimmt sind. Fiir lediglich multiplikative
Funktionen kommt es zusétzlich auf die Werte an Primzahlpotenzen p” an.

Korollar 6.18 reduziert die Untersuchung der Einheitengruppe (Z/nZ)* auf die
Untersuchung von (Z/p”Z)* fiir Primzahlpotenzen p”. Dieses Problem wurde von C.
E Gaul} gelost.

Satz 6.21 (GauB). Es sei p # 2 eine Primzahl und v > 1. Dann gilt
(1) (Z/p*Z)* ist zyklisch mit Ordnung ¢(p”) =p* *(p —1).
(@ (z/22) =Cy,
(3 (z/2°Z) = C,
(4) (Z]2*"7)* = C, x C,.

Beweis. Die Aussagen (2) und (3) lassen sich ohne grof3en Aufwand héndisch verifi-
zieren. Der Beweis der iibrigen Aussagen ist insgesamt recht aufwéandig und wird
teilweise in Ubungsaufgaben ausgelagert. Die Anzahlformel aus (1) ist durch Lem-
ma 6.19 bereits geklart. Den Fall ¥ = 1 in (1) stellen wir zuriick, bis wir einige
elementare Eigenschaften von Polynomen diskutiert haben (siehe Korollar 7.8). Dar-
auf aufbauend, wird der Fall v > 2 in Aufgabe 10.4 behandelt. Die ungeféhre Strategie
besteht darin, induktiv fiir v=1,2,... einen Erzeuger r + p”Z von (Z/p”Z)* zu ei-
nem Erzeuger von (Z/p”*'Z)* ,hochzuheben“. Die Betrachtung von Zweierpotenzen
in (4) wird in Aufgabe 9.1 erledigt. O

Zusammen mit Aufgabe 2.3 (a) und dem Eindeutigkeitsteil in Satz 5.3 kann man
hieraus das folgende Ergebnis ableiten:

Korollar 6.22 (GauB). Fiir natiirliche Zahlen n ist (Z/nZ)* genau dann zyklisch, wenn
n aus der folgenden Liste von Zahlen stammt: 1, 2, 4, p”, 2p” (mit p prim und v € N).

Das nichste Beispiel mag als Illustration des hier nicht ndher ausgefiihrten Be-
weises von Korollar 6.22 dienen.

Beispiele. (1) Die Gruppe
(z/362) = (2/2°Z2) x (Z/3°*Z)"
= Cy X Cy3)
=C, x Cg
= Cy x Cy x Cy
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ist nicht zyklisch. Das sieht man einerseits direkt aus Satz 5.3, aber anderer-

seits auch mittels Satz 1.12 und Korollar 2.8, da eine zyklische Gruppe ja

fiir jeden Teiler d ihrer Ordnung genau eine Untergruppe mit Ordnung d

besitzt. Die untere Gruppe, C, x C, x Cs, besitzt allerdings zwei verschiedene

Untergruppen mit Ordnung 2, namlich {0} x C, x C; und C, x {0} x C,.
(2) (Z/18Z)* = (Z/2Z)* x (Z/3*Z)* = C; X Cy(3_1y = Ca(3_yy ist zyklisch.

6.3.5. Primitivwurzeln. Es sei n eine natiirliche Zahl. Eine Zahl g € Z derart,
dass g mod pZ ein Erzeuger der Gruppe (Z/nZ)* ist, nennt man Primitivwurzel
modulo n. Primitivwurzeln gibt es nicht immer (z.B. (Z/8Z)* = C, x C, # C, ist
nicht zyklisch). Korollar 6.22 klassifiziert die n fiir welche es Primitiviwurzeln gibt.

Gemal} Satz 6.21 (bzw. Korollar 7.8) ist (Z/pZ)* fiir jede Primzahl zyklisch. Wir
beschranken uns im Folgenden der Einfachheit halber auf Primzahlen p. Da g mod pZ
offenbar genau dann (Z/pZ)* erzeugt, wenn g nicht durch p teilbar ist und g mod pZ
in keiner echten Untergruppe von (Z/pZ)* enthalten ist, kann man die Frage nach
der Verteilung von Primitivwurzeln auch als eine Frage nach der Lage von Urbildern
von echten Untergruppen von (Z/pZ)* unter der Projektion Z — Z/pZ deuten.

Eine beriihmte Vermutung von Emil Artin, auch als Primitivwurzelvermutung
bekannt, besagt, dass jede ganze Zahl g € Z \ ({—1} U {n?: n € Z}) Primitivwurzel
modulo unendlich vieler Primzahlen ist. (Eine schirfere Form dieser Vermutung
besagt sogar, dass die Primzahlen, fiir welche g eine Primitivwurzel ist, in der Menge
der Primzahlen eine asymptotische Dichte besitzen; g ist also mutmalf3lich nicht zu
selten eine Primitivwurzel modulo einer ,,zufillig“ gewéhlten Primzahl.) Im Jahr 1967
gelang es Christopher Hooley [19], die Primitiviwurzelvermutung unter Annahme
einer gewissen Verallgemeinerung der beriihmten Riemannschen Vermutung (in einer
quantitativen Form) zu beweisen. Dennoch ist bis heute noch fiir keine eingige Zahl
g bekannt, dass diese Primitivwurzel modulo unendlich vieler Primzahlen ist. Im
Jahr 1984 bewiesen Rajiv Gupta und Ram Murty [15], das folgende Ergebnis:

Satz (Gupta & Murty; 1984). Fiir je drei verschiedene Primzahlen p, r, s gibt es unter
den dreizehn Zahlen
as®, ¢°r%, ¢°r, 1%, 1%, ¢°s%, qr®, @°rs?, rs°, @*r¥s, @’s, qrs®, qrs
mindestens eine, — nennen wir sie g, — sodass es fiir eine geeignet kleine Konstante
6, > 0 und alle x = 3 stets mindestens
x
5 —~
¢ (log x)?
Primzahlen p < x gibt, fiir welche g eine Primitivwurgel ist.
Die Anzahl der Primzahlen p < x ist gemal} des beriihmten Primzahlsatzes
asymptotisch zu x/log x. Demnach liefert das Ergebnis von Gupta und Murty zwar

keine Beispiele fiir die Giiltigkeit der Primitivwurzelvermutung in ihrer quantitativen
Form, zeigt aber dennoch, dass die Primitivwurzelvermutung fiir unendlich viele
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Zahlen in ihrer qualitativen Form zutrifft. Das Ergebnis von Gupta und Murty wurde
von D. R. Heath-Brown verschérft [17].

Ein anderer sehr klassischer Forschungsgegenstand ist die Verteilung von Primi-
tivwurzeln. Diesbeziiglich spannende Fragen lauten beispielsweise: ,,Wie grof3 ist die
kleinste Primitivwurzel modulo einer Primzahl p?“ Diese und verwandte Themen sind
Untersuchungsgegenstand der (analytischen) Zahlentheorie. Interessierte Leserinnen
und Leser seien an dieser Stelle an einschldgige Lehrveranstaltungen im Master-
Studium verwiesen. (Als zuséatzliche Lektiire sei das schone Buch von Montgomery
und Vaughan [28] empfohlen. Einen mehr algebraischen Blickwinkel findet man bei
Ireland und Rosen [20].)



KAPITEL 7

Polynome

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns damit, wie man zu einem kommutativen
Ring R , moglichst allgemein“ ein Element X hinzunehmen kann, um somit einen
grofSeren Ring R[X ] zu erhalten. Dies moglichst allgemein zu tun hat, wie wir noch
sehen werden, wichtige Anwendungen und erlaubt in Kombination mit Faktorbildung
die Konstruktion weiterer Ringe in denen es diverse Elemente mit gewiinschten
Eigenschaften gibt. In der Algebra-Vorlesung wird sich gerade dieser Blickwinkel
noch als ubiquitdr erweisen und so beispielsweise die Grundlage fiir die Konstruktion
sogenannter algebraischer Abschliisse bilden (das sind besonders grolde Korper in
denen die algebraische Theorie erst richtig aufblithen kann). In § 7.3 geben wir einen
Vorgeschmack auf die soeben geschilderte Methodik, indem wir sogenannte Lokali-
sierungen mittels Polynomringen konstruieren. (Diese Konstruktion verallgemeinert
den Ubergang von Z zu Q und ist ein fundamentales Hilfsmittel in der kommutativen
Algebra und algebraischen Geometrie.)

7.1. Konstruktion

Polynome sind bereits aus der Schule bekannt; X° ist ein Polynom, 33X 2—8X + 1t
auch und fiir einen beliebigen Ring R kann man Polynome mit Koeffizienten aus
R betrachten. Diese sind das, was man sich naiv unter diesen vorstellt, verhalten
sich aber trotzdem (bedingt durch etwaig ungewohnte Arithmetik in R) ggf. etwas
merkwiirdig; so ist z.B. das Quadrat des Polynoms (2 + 4Z)X in (Z/4Z)[X] das
Nullpolynom.

7.1.1. Konstruktion im univariaten Fall. Es sei R ein beliebiger kommutativer!
Ring. Die Menge
R[N,] := {Abbildungen f: N, — R mit f (i) = O fiir fast alle i}

bildet mit punktweise definierter Addition eine abelsche Gruppe. Man definiert nun
eine Multiplikation durch

o0 feg(im DY f@em)= (i Zi:f(a)g(i—a))
a=0

a,beN,
a+b=i

!polynome kann man auch iiber nicht-kommutativen Ringen betrachten, dort spielen diese
allerdings keine so essentielle Rolle, da die in § 7.2 definierte Auswertungsabbildung dann i.Allg. kein
Homomorphismus zu sein braucht.

89
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Dann bildet R[N, ] zusammen mit den eben definierten Verkniipfungen einen Ring,
wie man leicht (wenngleich mithsam) nachrechnet und die Abbildung

Ny — R,
L:R—)R[No], r— ) r fallsi=0,
1L
Op sonst,

ist ein injektiver Ringhomomorphismus.
Es bezeichne X € R[N, ] die Abbildung X: N, — R mit

0 fallsi=0,
X({)=11; fallsi=1,
0 fallsi>2.

Firne Ny ist X" =X-...-X (n mal via (7.1)) die Abbildung N, — R mit X"(n) = 1,
und X"(i) = O fiir i # n. Dementsprechend schreibt sich jedes Element f € R[N,] in
der Form

(7.2) f= uf@x,

€Ny
wobei in der Summe rechter Hand nur héchstens endlich viele Terme von Oy ver-
schieden sind.

Wir identifizieren im Folgenden zumeist R mit t(R) C R[N,] und bezeichnen ¢
als die kanonische Einbettung. Kommt in Diagrammen ein unbeschrifteter Pfeil
R — R[X] vor, so ist mit diesem stets ¢ gemeint. Falls wir fiir ein Element r € R
speziell darauf hinweisen mochten, dass wir dieses als Element von R[N, ] auffassen,
schreiben wir hingegen doch rX°. Man beachte insbesondere

1R[X] =X"= 1RXO =1(1z) = 1,

wobei die letzte Gleichheit unserer Konvention zur Identifikation von R mit ¢(R) folgt.
Der kleinste Teilring von R[N, ], der R (gemeint ist t(R)) und X enthélt, ist wegen (7.2)
gerade R[N, ] selbst. Wir schreiben darum R[X ] statt R[N,] und nennen R[X ] den
Polynomring iiber R in der Variablen X.

Fiir diverse Anwendungen braucht man auch Polynomringe in mehreren (ja sogar
potentiell iiberabzéhlbar vielen) Variablen. Die Konstruktion dieser Ringe verlauft
quasi vollig analog zur Konstruktion des Polynomringes in nur einer Variablen, leidet
aber darunter, auf den ersten Blick sehr kompliziert auszusehen. Die Details hierzu
werden in Aufgabe 11.4 besprochen.

Bemerkung. Die hier benutzte Notation R[X ] fiir R[N, ] passt zur generell iiblichen
Notation, dass fiir einen Ringhomomorphismus a: R — A und ein Element a € A der
Ausdruck R[a] den kleinsten Teilring von A bezeichnet, der a(R) U {a} enthélt. Man
beachte, dass der benutzte Ringhomomorphismus in dieser Notation nicht gesondert
erwahnt wird und aus dem Kontext heraus verstanden werden muss. (Beispiel: Z[i]
via a = id¢|,: Z — C; R[N,] = R[X] via a gewahlt als die kanonische Einbettung
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t: R — R[N, ].) Generell benutzen wir Grol3buchstaben fiir Variablen, etwa X, Y, Z,
X, X, etc.

7.1.2. Exkurs: Monoidringe. Die oben benutzte Konstruktion von R[N, ] ist ein
Spezialfall der Konstruktion des sogenannten Monoidrings R[ M ] fiir ein Monoid M
(salopp: eine Gruppe ohne die Forderung, dass inverse Elemente existieren miissen).
Hierbei mochte man zu einem Ring (R, +, -) die Elemente eines Monoids (M, o)
hinzufiigen und immer noch einen Ring (R[M ], ®, ®) erhalten, wobei sich die von M
kommenden Elemente von M so multiplizieren sollen, wie sie das schon in M tun: fiir
m,n € RLM ] N M sollte m ® n = m o n gelten. Es wirkt natiirlich so, dass das neutrale
Element 1,, von M auch neutral auf allen Elementen von R[ M ] (beziiglich ®) wirken
sollte. Selbiges sollte fiir das multiplikativ neutrale Element 1; von R gelten. Dann
folgt natiirlich schon formal 1; = 1,, in R[LM ].> Wenn man zusitzlich noch fordert,
dass die Elemente von M in R[ M ] mit den Elementen von R in R[ M ] kommutieren,
so erhélt man fiir r,r’ € RNR[M]Jund m,m’ e RIM]NM

(rom)o(reom)=or)o(mom)=(r-r)o(mom).

¢

Schreibt man nun die Elemente von m € N, formal als Potenzen X™ einer ,,Variablen®
X, so erhalt man mit X™ - X" = X™" genau die zuvor festgelegten Rechenregeln fiir
Polynome.

7.1.2.1. Laurentpolynome. Das Monoid (N, +) wird von einem Element erzeugt,
namlich von 1. Die ganzen Zahlen Z mit Addition werden als Gruppe ebenfalls von
einem Element erzeugt, als Monoid aufgefasst braucht man jedoch zwei Erzeuger,
beispielsweise —1 und 1, da Inversion beim Erzeugen nicht mehr zur Verfiigung steht.
(Randbemerkung: —1 und 42 bilden beispielsweise auch ein Erzeugendensystem fiir
das Monoid (Z, +).) Der Monoidring R[Z] hei3t Ring der Laurentpolynome iiber R
und besteht aus ,Polynomen“ (sogenannten Laurentpolynomen), bei denen auch
negative Exponenten zuléssig sind; z.B.

13x% —4x +12X°+ X7 —42X ' € Z[Z] (Monoidring!).

Das Element X € R[Z] sei analog wie bei R[N, ] definiert. Dieses ist dann invertierbar
mit inversem Element X !, welches (gemiR der Konstruktion) aufgefasst als Funktion
X~1: Z — Riiberall O liefert, bis auf an der Stelle —1, wo 1, geliefert wird. Als Pendant
dazu, dass —1 und 1 die ganzen Zahlen als Monoid erzeugen, erzeugen X und X! den
Monoidring R[Z]; der kleinste Teilring von R[Z], welcher R (eingebettet beziiglich
der kanonischen Einbettung), X und X! enthélt, wird mit R[X,X '] notiert. Wir
haben dann also R[X,X '] =R[Z].

2Formal soll ,,1; = 1, in R[M ]“ natiirlich bedeuten, dass die Bilder von 1; und 1,, unter den
Inklusionen R < R[M ] <= M tibereinstimmen.
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7.1.2.2. Dirichlet-Polynome. Auch (N, -) ist ein Monoid. Mittels eindeutigen Prim-
faktorzerlegung in N schlieen wir, dass N als Monoid von den Primzahlen

2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, ...

erzeugt wird. Wir schreiben n™ fiir das Element vom R[N] Monoidring, welches
als Funktion von N — R iiberall Oy liefert, bis auf an der Stelle n, wo es 1, liefert.
Der Exponent ,—s“ ist an dieser Stelle nur eine formale Schreibweise. Man beachte
allerdings, dass sich zwei Elemente n° und m™ genau wie bei den iiblichen Potenzre-
chenregeln multiplizieren: n*m™ = (nm)~*. Die Elemente von R[N] sind sogenannte
Dirichlet-Polynome. Diese und ihre Erweiterungen zu Dirichlet-Reihen spielen eine
fundamentale Rolle in der analytischen Zahlentheorie; dort wird das s im Exponent
als Variable in der komplexen Zahlenebene aufgefasst. Dabei spielen Dirichlet-Reihen
dann die Rolle einer Art ,erzeugenden Funktion“ fiir Zahlenfolgen mit ,,multiplikativer
Struktur®, genau wie Potenzreihen oft als erzeugenden Funktionen fiir Zahlenfolgen
mit ,,additiver Struktur” dienen:

oo

e (ay,ay,a,,...)— Z a, Xk, (Potenzreihen,)
2

e (by, by, by,...)— D b, (Dirichlet-Reihen.)
n=1

Algebraische/arithmetische Eigenschaften der benutzten Folgen schlagen sich dann
zumeist in gutartigen analytischen Eigenschaften der zugeordneten erzeugenden
Funktionen nieder. Umgekehrt lassen sich dann in giinstigen Féllen Riickschliisse iiber
algebraische oder arithmetische Eigenschaften der Folgen anhand von analytischen
Untersuchungen der erzeugenden Funktionen ziehen. Beispielsweise gilt

oo
1
(1,1,1,...)— ZX" =1_x (geometrische Reihe!)
k=0

und fiir die Fibonacci-Folge (F}), ist

Index k+1

— =
(0,1,1,2,3,5,8,..., F, 1, F, Fyy + Fpy..) — » Fxk=
v k=0

X
1-X—X2

(Rekursives Bildungsgesetz fiir k > 1)

wobei man die letzte Gleichung durch Anwendung des rekursiven Bildungsgesetzes
und einige algebraische Manipulationen gewinnen kann. Durch eine Partialbruchzer-
legung von X /(1 —X —X?), Expansion in geometrische Reihen und anschlieBenden
Koeffizientenvergleich kann man dann beispielsweise die bekannte Faulhaber-Formel
fiir Fibonacci-Zahlen herleiten. Im Bezug auf Dirichlet-Reihen hat man die Zuordnung

o0
(1,1L,1,..)— > 0~
n=1
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und dies liefert fiir s € C mit Res > 1 den Wert {(s) der Riemannschen Zetafunktion
bei s. In ihr liegen die tiefsten Geheimnisse der Arithmetik vergraben. Fiir mehr
Hintergrund konsultiere man [21].

7.1.3. Arithmetik in Polynomringen. Die Elemente f von R[X ] nennt man
Polynome (iiber R) oder Polynome mit Koeffizienten aus R. Die Werte f (i) € R
heilen Koeffizienten von f. Diese notieren wir oft auch in der Form a; oder mit
Varianten davon. Die Zahl

degf :=sup{ieN;: f(i) #0z} € Nyu {—o0}
heiSt Grad von f. Das einzige Polynom mit Grad —oo ist das Nullpolynom Ogy; =
0X°. Die Menge der Polynome in R[X ] mit Grad 0 ist genau t(R) \ {Og(x1}- Die Polyno-

me ((R) heilen konstante Polynome. Der Koeffizient f (deg f) heil3t Leitkoeffizient
von f.

Beispiel. Ein typisches Beispiel fiir ein Polynom aus Z[X ] ist 123 + X —X° + 18X*.
Dieses hat Grad 42 und der erste Term bezeichnet eigentlich das Polynom 123X° €
Z[X].

Aus (7.1) entnimmt man unmittelbar das folgende Ergebnis:

Lemma 7.1 (Grad-Ungleichungen). Es sei R ein beliebiger kommutativer Ring und
f,& € R[X] seien Polynome. Dann gilt:
(1) deg(f + g) < max{degf,degg};
(2) deg(f -g) <degf +degg;
(3) deg(f - g) =deg f +degg falls der Leitkoeffizient von f oder g kein Nullteiler
ist. (Siehe unten fiir die Definition von ,,Nullteiler“.)

Es sei R ein kommutativer Ring. Ein Element a € R hei3t Nullteiler, wenn es ein
b € R\ {0z} mit Oy = a - b gibt. Fiir jeden kommutativen Ring ist a = O ein Nullteiler,
aber i.Allg. kann es mehr Nullteiler geben, z.B. 2 mod 4 in Z/4Z:

(7.3) (2mod 4)* = (4 mod 4) = (0 mod 4) = 0,5.

Elemente a € R mit a* = 0, fiir ein k € N nennt man auch nilpotent. Im Allgemeinen
ist nicht jeder Nullteiler nilpotent (z.B. 2 mod 6 in Z/6Z). Ist R nicht der Nullring
und hat auller Oy keine weiteren Nullteiler, so nennt man R einen Integritdtsbereich.

Beispiel. Jeder Korper K ist ein Integritdtsbereich, da fiir einen solchen K \ {0y}
ja eine Gruppe mit der eingeschriankten Multiplikation bildet und insbesondere
fiir kein a € K \ {Ox} das Produkt mit einem b € K \ {0y} den Wert O, ¢ K \ {Oy}
annehmen kann. Jeder Teilring eines Integritdtsbereichs ist auch ein Integritdtsbereich.
Insbesondere ist Z C Q ein Integritatsbereich.

Liest man (7.3) als Gleichung von konstanten Polynorr'l'en, so sieht man, dass in
Lemma 7.1 (2) i.Allg. keine Gleichheit zu gelten braucht. Uber Integritidtsbereichen
sieht dies besser aus.
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Proposition 7.2. Es sei R ein Integritdtsbereich und f, g € R[X ] seien Polynome. Dann
gelten die folgenden Aussagen:
(1) (Gradformel) deg(f - g) =degf +degg.?
(2) R[X] ist ein Integritdtsbereich und fiir die Einheitengruppe gilt (R[X])* = R*.*
(3) (Division mit Rest) Ist g # Ogpx] und der Leitkoeffizient von g eine Einheit, so
gibt es Polynome q,r € R[X ]| mit f =qg +r und degr < degg.

Beweis. Die erste Aussage folgt offensichtlich aus den Definitionen und Lemma 7.1.
Die zweite Aussage folgt aus der ersten, da der Grad des Produktes zweier Polynome
f,8 # Ogpx; jedenfalls groBer als —oo ist und somit f - g # Ogpx; gilt. Die letzte
Aussage beweist man mit Induktion iiber den Grad. Fiir deg f < degg kann man
einfach q = Ogxj und r = f wihlen. Fiir den Induktionsschritt sei nun deg f > degg.
Es sei a der Leitkoeffizient von f und b der Leitkoeffizient von g. Dann erkennt man
durch einen Vergleich von Leitkoeffizienten, dass f —ab~1X 48/ ~d¢%¢¢ ¢ kleineren Grad
als f hat. Mittels Induktionsvoraussetzung findet man also q’, 7’ € R[X ] mit

f _ab—IXdegf—deggg — q/g + r/
und degr’ < deg g. Umstellen liefert die Behauptung. OJ

Beispiel 7.3. Der Beweis von Proposition 7.2 (3) liefert einen Algorithmus zur
Bestimmung von g und r. Wir betrachten dies fiir R = Z anhand der Polynome
f =3X*+4X®—5X*—2und g = X*—2. Dann hat

fii=f—3X?g=4X>+X*-2
einen kleineren Grad als f. Gleichsam hat
for=fi—4Xg=X*+8X—2
einen kleineren Grad als f; und
ri=f,—1X°g =8X
hat einen kleineren Grad als f,, ja sogar einen kleineren Grad als g. Wir haben
8X =r=f—-3X’¢g—4Xg—1Xg = f —(3X*>—4X —1)g.

Man erinnere sich in diesem Kontext auch an die aus der Schule bekannte schriftliche
Polynomdivision.

3Wegen Orix]* & = Opx] = & - Op[x] gilt diese auch, wenn einer der Summanden —o0 ist, wobei
diese dann als ,,(—o0) +n := —00 =: n+ (—0o0)“ zu lesen ist.
#Mit R ist an dieser Stelle streng genommen t(R*) gemeint.
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7.2. Universelle Eigenschaft und Einsetzungshomomorphismus

Satz 7.4 (Universelle Eigenschaft von R — R[X]). Es sei R ein kommutativer Ring und
f: R — S ein Ringhomomorphismus in einen beliebigen kommutativen Ring S. Ferner
sei x € S gegeben. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢,: R[X] — S mit
€,.(X) = x, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

Hierbei wird ein beliebiges Polynom Y_. a; X' von €, auf ). f (a;)x" abgebildet.

Beweis. Angenommen es gibt einen Ringhomomorphismus ¢,, der das obige Dia-
gramm kommutativ macht und X auf x abbildet. Dann folgt £, (>, ;X N = > f (a;)x!
und somit ist €, bereits eindeutig bestimmt. Dies legt nahe, zum Beweis der Exis-
tenz von ¢, einfach £,(3}; a;X") := > f(a;)x" zu definieren. Dann gilt offensichtlich
£.(X) = ,(1zX') = f(1z)x = x. Analog zeigt man ¢,(g +h) = £,(g) + £,(h) und
e.(g-h)=-¢,.(g) e.(h) fir alle g,h € R[X]. Wir zeigen nur exemplarisch die letzte
der beiden Eigenschaften. Fiir g = > a;X" und h = 3], b;X’ ist ndmlich

e.(gh) = sx(zizj aiiji+j) _ Zizjf(ai)f(bj)xiﬂ'

Unter Ausnutzung der Kommutativitit in S lassen sich x! und f (b ;) miteinander
vertauschen. Damit kommt

egh) = > Fadx'f(bx) = (D Fadx)(D] f(b)x) = en(8)e(h). O

Satz 7.4 kann beispielsweise benutzt werden, um Oberringe S von R zu studieren
(1asst sich aber auch allgemeiner anwenden). Betrachtet man etwa den Ring Z[i] =
{a+ibe C:a,beZ} c C der ganzen Gaufldschen Zahlen iiber Z, so erhilt man
mit f = idy;|, aus Satz 7.4 einen surjektiven Ringhomomorphismus &: Z[X] —
Z[i], X — i. Der erste Isomorphiesatz (Korollar 6.8) zeigt dann Z[i] = Z[X ]/ ker .
Man kann kere = (X? + 1) zeigen und erhilt somit Z[i] = Z[X]/(X?* + 1). Dies
erlaubt einem, das Studium von Z[i] auf das Studium des Faktorrings Z[X]/(X? + 1)
zuriickzufiihren und dieser wiederum kann durch das Studium von Z[X ] verstanden
werden. Umgekehrt suggeriert dies auch eine Methode, wie man sich einen Oberring
von Z mit einem Element i, welches i> = —1 erfiillt, hitte beschaffen kénnen, wenn
man die komplexe Zahl i nicht schon zur Verfiigung gehabt hitte: man betrachtet
einfach Z[X]/(X? + 1) und erkennt, dass i := (X mod (X? + 1)) die gewiinschte
Gleichung i = —1 erfiillt. Wir werden dies in der Vorlesung Algebra noch dafiir
benutzen, um zu einem gegebenem Polynom tiiber einem Korper K einen Oberkorper
von K zu konstruieren, in dem das gegebene Polynom eine Nullstelle besitzt.
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Es sei f: R — S ein Homomorphismus zwischen kommutativen Ringen. Fiir jedes
x € S bekommt man dann aus Satz 7.4 einen Ringhomomorphismus

(7.4) €.: R[X] RSN S, Zi a X' — Zif(ai)xi,
den sogenannten Einsetzungshomomorphismus (beziigl. x). Die Abbildung

§—3S,
(7.5) €,: R[IX] — Abb(S,S), g+— {x — g(x) = £.(g),
ordnet jedem Polynom g € R[X ] die zugehorige Auswertungsabbildung (oder Poly-
nomfunktion) g(-) zu. Man beachte, dass der Bezug auf f hier nicht explizt in der
Notation kenntlich gemacht wird und aus dem Kontext her erschlossen werden muss.

Bemerkung (Wichtige Notationsanderung). Wir vergessen im Folgenden, dass Po-
lynome g € R[X ] = R[N, ] formal als Abbildungen g: N, — R konstruiert wurden
und demnach die Auswertung g(n) (mit n € N,) die Koeffizienten von g liefert. Mit
»g(r)“ (r € R) verstehen wir (auch in Fallen wie R = Z D N;) im Folgenden nur noch
g,(g). Fir g = 0X° + 7X! + 2X? in Z[X] ist also

g(1)=0- 1°4+7-142-1% =9 # 7 = Koeffizient von g bei X1«

Beispiele.

e Einsetzen von 4 € Z fiir X in X? + 1 € Z[X] liefert £,(X?+ 1) =4*+1=17.
(Hier wurde implizit f =id, in (7.4) angenommen.)

e Wahlt man fiir f die kanonische Einbettung t: R — R[X ], so kann man auch
Polynome in Polynome einsetzen, z.B. g(X?). Man beachte: Einsetzen von
X fiir X in g liefert wieder g. Beziiglich der eben eingefiihrten Notation ist
also ,,g(X) = g*“. Bei Ausdriicken wie X (X + 1) ist hierbei Vorsicht geboten:
ist X mal X + 1 gemeint, oder X + 1 im Polynom X eingesetzt (also X + 1)?
Sofern nichts anderes gesagt wird, meinen wir in solchen Fillen stets das
Produkt von Polynomen und nicht das Einsetzen.

Bemerkung. Fiir einen Ringhomomorphismus f: R — S zwischen kommutativen
Ringen erhalt man durch Verkettung mit der kanonischen Inklusion S — S[X ] einen
Ringhomomorphismus R — S[X]. Den zugehorigen Einsetzungshomomorphismus
der X € S[X] fiir X € R[X] einsetzt, nennen wir f*; dieser macht das folgende
Diagramm kommutativ:

£

T T

f

R——S.
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Fiir jedes x € S kommutiert das Diagramm

RIX] —L— SIX] —_ o
T N
R S d S.

Demnach und zusammen mit der Eindeutigkeitsaussage in Satz 7.4 sieht man® g(x) =
(f*g)(x), wobei die linke Seite das Auswerten eines Polynoms g € R[X ] bezeichnet
und die rechte Seite das Auswerten des Polynoms f*g € S[X]. Die Notation f*g
wird spater in der Vorlesung ,,Algebra“ wichtig sein, um dariiber Buch zu fiihren, wo
gewisse Polynome ,leben”, da dies Einfluss auf deren Eigenschaften hat. Fiir den
Moment soll die Analogie reichen, dass 2 € Z keine Einheit ist, 2 € Q allerdings
schon. Arbeitet man mit Einheiten, Z und Q gleichzeitig, so ist es daher notig, genau
zu spezifizieren, in welchem Ring die jeweiligen Elemente betrachtet werden.

Man sollte streng zwischen dem Polynom g und der Polynomfunktion £,(g): R = R
unterscheiden:

Beispiel (Polynome # Polynomfunktionen). Uber dem Kérper F, handelt es sich bei
der dem Polynom g = (X — 1,)X € F,[X] zugeordneten Polynomfunktion ¢,(g) um
die Nullfunktion F, — 5, x — Op,. Selbstverstandlich wird die Nullfunktion auch
dem Nullpolynom Oy, [y} zugeordnet. Die in (7.5) definierte Auswertungsabbildung
€,: F,[X] — Abb(F,,F,) ist also nicht injektiv. Analoge Beispiele lassen sich fiir
jeden endlichen (kommutativen) Ring R # 0 konstruieren. Hierfiir ersetze man g
schlichtweg durch das Polynom [ [, _,(X —r) € R[X]. Dieses ist monisch und also
nicht das Nullpolynom. Allerdings wertet es sich bei jedem r € R zu 0y aus.

Ist g(x) = Oy fiir ein x € S, so nennt man x eine Nullstelle von g (in S).° Die
Nullstellen von g sind die x € R mit g(x) = Oy (hierbei ist implizit f =idy in (7.4)
zu verstehen).

Lemma 7.5 (Abspalten von Linearfaktoren). Es sei R ein kommutativer Ring und
p € R[X]. Ist x, € R eine Nullstelle von p, so existiert ein ¢ € R[X ] mit p = (X —Xx;) - q.

Beweis. Es sei x, € R eine Nullstelle von p. Proposition 7.2 (3) liefert g, 7 € R[X ] mit
p = (X —x,)q +r und deg(r) < deg(X — x,) = 1. Einsetzen von x, zeigt dann aber

Og = p(xo) = (x¢ — x0)q(x0) + 1(xo) = 0rq(xo) + r(x0) = (o).

Also hat r eine Nullstelle bei x,. Das ist wegen deg(r) < 1 aber nur moglich, wenn r
das Nullpolynom ist. Also ist p = (X — x,) - q, wie gewiinscht. O

°Benutze, dass die Verkettung von f*: R[X] — S[X] mit S[X] — S (mit S[X]>X — x €8) ein
Ringhomomorphismus R[X] — S mit X — x ist, der ein entsprechendes Diagramm wie in Satz 7.4
kommutativ macht.

®Man beachte, dass das Auswerten eines Polynoms f € R[X ] beis € S erst durch das Vorhandensein
eines Ringhomomorphismus R — S ermoglicht wird.
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Proposition 7.6 (Nullstellenanzahlabschatzung). Ist R ein Integritdtsbereich, so hat
jedes Polynom p € R[X ]\ {Ogx;} hochstens degp Nullstellen in R.

Beweis. Man fiihrt eine Induktion tiber degp. Fiir degp = 0 gilt die Behauptung
trivialerweise. Ist nun degp > 1 und x, eine Nullstelle von p. Dann schreibt sich p
gemald Lemma 7.5 als p = (X — x;) - ¢ mit einem Polynom g € R[X ] mit kleinerem
Grad als der von p (genauer: sogar degq = (deg p)—1 wegen der Gradformel). Wegen
Nullteilerfreiheit kann x € R nur dann eine Nullstelle von p sein, wenn x — x, = Oy
oder g(x) = 0 gilt. Die erste Gleichung wird nur von x erfiillt und g hat nach
Indutionsvoraussetzung hochstens (deg p) — 1 Nullstellen. O

Bemerkungen.

(1) Ist R kein Integritédtsbereich, so kann es Polynome p € R[X] mit mehr
Nullstellen als degp geben. Man betrachte etwa das Polynom (2 + 4Z)X
iiber R = Z/47Z. Dessen Nullstellen sind 0+ 47Z und 2 + 47Z.

(2) Das Polynom X2 + 1 € R[X] besitzt keine Nullstellen in R, denn fiir jede
reelle Zahl x ist x> > 0 und also x>+ 1 > 0. Ein Polynom kann also durchaus
weniger Nullstellen besitzen, als sein Grad angibt.

(3) Das Polynom X2 +1 = (X +i)(X —i) € C[X] besitzt genau zwei Nullstellen
in C.

Korollar 7.7. Es sei R ein Integritdtsbereich. Dann ist jede endliche Untergruppe G von
R* gyklisch. Insbesondere ist die multiplikative Gruppe jedes endlichen Korpers zyklisch.

Beweis. Da R kommutativ ist, ist R* und damit auch jede endliche Untergruppe
G < R* abelsch. Wiére G nicht zyklisch, so wéire G = C,. x C,n X ... geméal} Satz 5.3
mit Primzahlpotenzen p" und p™ derselben Primzahl p. Sowohl C,. wie auch C,n
besitzen eine zu C, isomorphe Untergruppe. Demnach besitzt G eine zu C, x C,
isomorphe Untergruppe U. Jedes Element u von U hat allerdings Ordnung 1 oder
p; in jedem Fall ist u? = 1; = 1; und wir sehen, dass das Polynom X? — 1, € R[X]
mindestens #U = p? Nullstellen hat, im Widerspruch zu Proposition 7.6. O

Nun lésst sich auch der letzte noch fehlende Teil fiir den Beweis des Satzes von
Gaul} (Satz 6.21) nachholen:

Korollar 7.8. Fiir jede Primzahl p ist (Z/pZ)* zyklisch.

Beweis. BeiIF, = Z/pZ handelt es sich geméaR Beispiel 6.11 um einen Kérper und die
Aussage folgt aus Korollar 7.7. O

7.3. Lokalisierung

Bei Z handelt es sich um einen Teilring von Q. In Z ist 2 keine Einheit, denn es
gibt kein n € Z mit 2n = 1, aber in Q gibt es doch so ein n, ndmlichn=1/2€ Q\ Z.
Wir kdnnen auch den kleinsten Teilring Z[1/2] von Q betrachten, der Z als Teilring
enthilt und das Element 1/2 enthélt. Man kann sich {iberlegen, dass dieser Ring
genau die Briiche a/2’ € Q mit a € Z und j € N, enthilt.
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Wir widmen uns nun der Aufgabe, zu einem gegebenen kommutativen Ring R
einen groferen Ring R’ zu konstruieren, der R als Teilring enthélt und in dem gewisse
Elemente von R nun Einheiten sind. Tatsdchlich ist es technisch glinstig, einen Ring R’
nebst Ringhomomorphismus f: R — R’ zu konstruieren, sodass f (s) € R’ fiir alle zu
invertierenden Elemente s € R eine Einheit in R ist. AnschlieRend kann man gewillt
sein, R mit dem Bild f (R) € R’ zu identifizieren. Fiir den letzten Schritt ist es streng
genommen wichtig Injektivitdt von f zu gewéahrleisten, doch auch diese Problematik
untersuchen wir getrennt.

7.3.1. Invertieren eines Elements. Zur Motivation der Konstruktion sei R ein
beliebiger kommutativer Ring und s € R fixiert. Wir wollen nun s invertieren®. Hierzu
betrachten wir den Polynomring R[ T ] und fassen die Variable T als Kandidat fiir ,,s~!“
ins Auge. Natiirlich gilt nicht wirklich sT = 1g;, doch kénnen wir diese Gleichung in
einem geeigneten Faktorring ,erzwingen“. Hierzu sei a = (1; —sT) das von 1 —sT
erzeugte Ideal. Im Faktorring R/a gilt nun aber

(s+a) (T+a)=sT+a=(1z+ (6T —1x))+a=1z+a=1g,.

In diesem Sinne ist also s (lies: s + a) in R/a invertierbar. Man beachte insbesondere
den folgenden degenerierten Fall: wahlt man s = Oy, so ist a = (1, —0;T) = (1z) =R
und R/a = 0 ist der Nullring. Die kanonische Projektion R — R/a braucht also nicht
injektiv zu sein.

7.3.2. Der allgemeine Fall. Sind s und s’ zwei invertierbare Elemente eines Rings,
so auch gilt dies auch fiir ss’. Zudem ist das Einselement eines Ringes stets invertierbar.
Es sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C R heif3t multiplikatives System,
falls die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) 1z €S,

(2) s,s5€S = ss’€S8.
Ist nun f: R — R’ ein beliebiger Ringhomomorphismus derart, dass f (s) fir jedes
s € S eine Einheit in R’ ist. Wir betrachten dann den Polynomring R[T] in einer
durch S indizierten Menge T = { T, : s € S } paarweise verschiedener Variablen (siehe
Aufgabe 11.4). Dann gibt es dank der in Aufgabe 11.4 bereitgestellten multivariaten
Verallgemeinerung von Satz 7.4 genau einen Ringhomomorphismus ¢: R[T] — R/,
welcher das folgende Diagramm kommutativ macht und T, auf f (s)~! abbildet:

R[T] ——---2“-—-5 R/,

VseS: Ty—f(s) !
| J
R
Insbesondere ist dann

e(1g—sT;) = e(1x) —e(s)e(T,) = 1 —f(s)f(s)_l =1lp —1p = Op.
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Das Ideal a = (13;—sT, : s € S) ist also im Kern von ¢ enthalten und Satz 6.7 liefert die
Existenz von genau einer Abbildung &, welche das folgende Diagramm kommutativ
macht:

R[T]/a —----____ 3
(7.6) R[T] &€ R/

/[ V,SE)W |
i
R

Wir wollen nun R[ T ]/a ndher in Abhédngigkeit von R und S beschreiben. Hierfiir
ist es notig, zu verstehen, was nach der Erweiterung von R zu dem deutlich gréReren
Ring R[T ] und anschliel3ender Faktorbildung nach a zusammenfallt. Dies erfordert
ein wenig Arbeit.

Lemma 7.9. Es sei S ein multiplikatives System in einem kommutativen Ring R. R[T ]
und a = (1 —sT, : s € S ) mdégen wie oben definiert sein. Dann gilt:

(1) T,T,=T,, mod a.

(2) T,=sT,, mod a.

(3) aT,+ bT, = (au+sb)T,, mod a.

(4) aT, =0z mod a <= ds €S: sa = 0.

Beweis. Die ersten drei Behauptungen rechnet man leicht nach:

(1) T,T,=T.T,— T.T,(1g —suT,,) = (sT,)wT,)T,, = T,, mod a,

(2) T,=1xT,=(sT,)T, =s(T,T,) =sT,, mod qa,

(3) aT,+ bT, = auT,, + bsT,, = (au +sb)T,, mod a.
Nun untersuchen wir die letzte Behauptung. Zunachst sei angenommen, dass es ein
s € S mit sa = O gibt. Dann ist a = a(1z —sT,) = 0 mod a und also aT, = 0z mod a.
Umgekehrt sei nun aT, = 0; mod a. Wir miissen zeigen, dass es ein s € S mit sa = Oy
gibt. Hierzu beachte man zunéchst

O =u(aT,) =a(uT,)=a mod a.
Demnach lasst sich a in der Form
Cl == ZS(].R —STS)fS

schreiben, wobei die Laufvariable s iiber eine endliche Teilmenge von S zu erstre-
cken ist und die f, Polynome aus R[T] sind. Fiir den Rest des Beweises seien die
Laufvariablenin ), >. und [ [, alle auf die eben erwéhnte endliche Teilmenge von
S beschrankt. Wir arbeiten nun mit Multiindizes j; das sind Abbildungen S — N,
mit endlichem Trdger j~'(N) C S. Fiir einen solchen Multiindex j sei T/ = ]_[Ses Tsj ),
Fiir n € N, und s € S schreiben wir ns fiir den Multiindex S — N, welcher bei s den
Wert n annimmt und sonst tiberall Null ist. Wir schreiben ferner 0 :=0s and s := 1s.
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Schreibt man nun f, = > iTsiT J, wobei j iiber alle Abbildungen S — N, laufe, so
erhalten wir

7.7 = + )T — T.T.
( ) a Zs rs,O ;(Zs rS’J) Z] Zs srs’] S
Ein Koeffizientenvergleich bei T® und T™, n € N, beider Seiten von (7.7) zeigt

(7.8) a=) o
(79) Srs,(n—l)g = Zu ru,ng'

Wegen r, ,;, = Op fiir alle hinreichend grof3en n, zeigt eine einfache Induktion mit-

tels (7.9), dass Multiplikation mit einer geeignet groen Potenz s von [ [, u alle r, 4
annuliert. Wegen (7.8) ist dann allerdings sa = O und wir sind fertig. ([l

Wegen r = rl; = rT, mod a zeigt Lemma 7.9, dass jedes Element von R[T ]/a
von der Form aT, mod a ist, z.B.

3T,T?—T,=3T,, — T, = (3t —su*)T,2, mod a.

Wir schreiben nun £ fiir aT; mod a. Man nennt R[ T ]/a die Lokalisierung von R bei
S und schreiben S™'R fiir R[T]/a. Dann gilt:

Proposition 7.10 (Eigenschaften der Lokalisierung). Es ist
(7.10) ST™R={%:a€R,s€S}

und fiir die Elemente von S™'R gelten die folgenden Rechenregeln:
(D) §+ 5=,
2 =
3) == S <= 3Jt€S: t(au—sb) = 0.
Dariiber hinaus gelten auch die folgenden Aussagen:
(4) Die Abbildung ©:R — SR, r — ﬁ, ist ein Ringhomomorphismus.
(5) kert={reR:3teS: tr =04}
(6) 7(s) ist eine Einheit in S'R fiir jedes s € S.
(7) S'Rist genau dann der Nullring, wenn Oy € S gilt.
(8) 7 ist bijektiv genau dann, wenn S nur aus Einheiten von R besteht.

b —
u

wlQwn|Q v

Beweis. Die Darstellung (7.10) haben wir schon direkt oberhalb der Proposition
begriindet. Die drei Rechenregeln sind eine triviale Umformulierung von Lemma 7.9
und die {ibrigen Aussagen folgen leicht aus diesen bzw. aus der Konstruktion von
S~IR. (Beispielsweise die Aussage, dass es sich bei T um einen Ringhomomorphismus
handelt, ist klar, da es sich bei 7 lediglich um die Verkniipfung der kanonischen
Inklusion R — R[X ] mit der kanonischen Projektion R[X ] — R[X ]/a handelt.) [

Die Abbildung 7 aus Proposition 7.10 bezeichnen wir als kanonischen Homo-
morphismus in die Lokalisierung. Sofern in einem Diagramm ein unbeschrifteter
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Pfeil R — S™!R auftaucht und nichts Gegenteiliges behauptet wird, so ist mit diesem
Pfeil stets T gemeint.

Satz 7.11 (Universelle Eigenschaft von S7'R). Es sei S ein multiplikatives System in
einem kommutativen Ring R. Dann erfiillt die kanonische Abbildung ©: R — S™'R die
folgende Eigenschaft: 7(S) € (S™'R)* und fiir jeden Homomorphismen f: R — R’ in
einen kommutativen Ring R’ mit f (S) C (R")* gibt es genau einen Ringhomomorphismus
S™f, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

Beweis. Man kann sich direkt mittels Proposition 7.10 iiberlegen, dass S~ f wie folgt
abbilden muss:

(STAE) = fla)f ()
Umgekehrt kann man diese Gleichung zur Definition von S™!f hernehmen und
rechnet leicht nach, dass dies die gewiinschten Eigenschaften hat.

Etwas konzeptioneller geht es allerdings, indem man auf das kommutative Dia-
gramm (7.6) schaut. Dort hatten wir bereits die Existenz von § = S™'f geklirt.
Umgekehrt folgt die Eindeutigkeit aber auch, indem man — gegeben die Kommu-
tativitat des dulderen Dreiecks in (7.6) die Abbildung e durch Verkettung von € mit
R[T] — R[T]/a rekonstruiert, sich darauf beruft, dass diese wegen Satz 7.4 eindeutig
durch f bestimmt ist und dann bemerkt, dass diese wegen Satz 6.7 aber auch é
eindeutig festlegt. O

7.3.3. Quotientenkorper. Ist R ein Integritdtsbereich, so handelt es sich bei S =
R\ {0z} um ein multiplikatives System. Der Ring Quot(R) := SR ist dann ein Kérper
(vgl. (7.10)) und heil3t Quotientenkérper von R. Da R ein Integrititsbereich ist, ist
T: R — Quot(R) sogar injektiv (sieche Proposition 7.10 (5)) und hei3t kanonische
Einbettung von R in seinen Quotientenkorper.

Beispiele (Quotientenkdrper).

(1) Quot(Z) = Q. Tatsachlich gibt es auch {iberhaupt nur einen Ringhomo-
morphismus Quot(Z) — Q und dieser ist ein Ringisomorphismus. Darum
schreiben wir auch ganz ohne Skrupel Quot(Z) = @Q, obwohl uns fiir Q
womoglich eine andere Konstruktion bekannt ist, und Quot(Z) und Q rein
mengentheoretisch gemél$ der von uns benutzten Definitionen nicht iden-
tisch zu sein brauchen.

(2) Fiir den Polynomring K[X ] iber einem Koérper K nennt man Quot(K[X ]) den
Korper der rationalen Funktionen iiber K. Die Elemente von Quot(K[X])
sind (formale) Quotienten aus Polynomen mit Koeffizienten aus K, wobei
einzig das Nullpolynom als Nenner ausgeschlossen ist. Diese Quotienten
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sind den offensichtlichen Rechenregeln unterworfen (vgl. Proposition 7.10).
Wir haben beispielsweise

X2 +4X°+3)(X+1) X" +4X°+3
(X2—42)(X+1) X2—42

Man beachte, dass der Begriff ,,Funktionen® in der obigen Benennung nicht

im eigentlichen Sinne verstanden werden soll: das Beispiel auf Seite 97

mahnt uns dazu, Polynome und die zugehorigen Polynomfunktionen zu
unterscheiden.

€ Quot(Q[X]).

Bemerkung. Fiir einen Homomorphismus ¢: K — L (eine sogenannte Korpererwei-
terung; siche etwa [ 34, Kapitel 1]) zwischen Korpern und x € L schreibt man auch
K(x) fiir den kleinsten Teilkorper von L, welcher imt = ¢(K) und x enthilt. (Man
beachte die runden Klammern; Fiir K[ x] mit eckigen Klammern ist im obigen Text
,Teilkorper” durch , Teilring“ zu ersetzen.) Verkettet man die kanonischen Abbildun-
gen K — K[X] — Quot(K[X]), so erhélt man eine Korpererweiterung und man kann
sich {iberlegen, dass K(X) = Quot(K[X]) gilt. In diesem Sinne schreibt man auch oft
einfach K(X) fiir Quot(K[X]).

Man kann auch die Ideale von S™'R mit Bezug auf die Ideale von R prizise
charakterisieren; siehe etwa [5, Ch. 1, Proposition 5]. Wir wollen diese Thematik
hier allerdings nicht weiter verfolgen und behandeln lediglich ein Beispiel dafiir in
Form von Aufgabe 13.1.

7.3.4. Alternative Konstruktion. Wir merken noch an, dass in der Literatur oft
eine alternative Konstruktion von Lokalisierungen gegeben wird. Hierzu betrachte
man ein multiplikatives System S in einem kommutativen Ring R. Dann betrachte
man das (mengentheoretische) kartesische Produkt R x S und fithre auf diesem eine
Aquivalenzrelation ~ ein:

(7.11) (a,s)~(d,s") <= 3FteS:(as’—a's)t =0.

Dass dies wirklich eine Aquivalenzrelation ist, rechnet man einfach nach; Symme-
trie und Reflexivitit sind hierbei sehr einfach einzusehen und sollen daher nicht
ausgefiihrt werden. Fiir die Rechtfertigung der Transitivitédt seien

(a,s)~(d’,s’) und (d',s)~(a",s"
gegeben. Dann gibt es also t,t’ € S mit
(as"—a's)t=0; und (da’s”"—a"s")t’' = 0.
Wir haben dann
(as” —a"s)s's"tt’ = (as' — a’s)(s")*tt’ + (a’s” —a"s")ss"tt’ = Oy

und also (a,s) ~ (a”,s”). Die Aquivalenzklasse [(a,s)]. von (a,s) € R x S beziiglich
~ bezeichnen wir auch suggestiv mit . Dann definieren wir auf der Menge (R x S)/~
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der Aquivalenzklassen eine Addition und eine Multiplikation durch
a b __at+bs

a b ab
und —-—:i=—.

S t st s t st
Hier gilt es nachzurechnen, dass diese Verkniipfungen wohl-definiert sind, da in etwa
a durch die Angabe der Klasse £ = [(a,s)]. nicht eindeutig bestimmt ist. Anhand
von Proposition 7.10 kann man sehen, dass der eben konstruierte Ring (R x S)/~

isomorph zu S7!R ist.

Man beachte, dass die in (7.11) definierte Relation in der Variante ,,as’ —a’s = 0“
vermutlich bereits aus einer Grundlagenvorlesung bekannt ist, in welcher Q aus
Z konstruiert wurde. Tatsdchlich kann man bei Integrititsbereichen auf den Teil
Lt €8S: (...)t = 0z" (Multiplikation mit t) verzichten, braucht diesen bei allgemeinen
Ringen R jedoch, um z.B. die Transitivitdt von ~ gewdahrleisten zu konnen.

7.4. Universelle Identitiaten

Neben unserer Konstruktion von Lokalisierungen, welche man als eine Anwen-
dung von Polynomringen auffassen kann, skizzieren wir nun eine weitere Anwendung.

7.4.1. Ein triviales Beispiel. Im Polynomring Z[X, Y] gilt die Identitat

(7.12) X2—-Y?’=X+Y)X-Y).
Gleichwohl gilt in jedem kommutativen Ring R die Identitét
(7.13) a*—b*=(a+b)la—>)

fiir alle a,b € R. Hat man die Identitdt (7.12) in Z[X,Y] bereits bestétigt, so
folgt (7.13) durch Einsetzen: laut Proposition 6.3 gibt es (genau) einen Ringho-
momorphismus Z — R und Aufgabe 11.4 liefert die Existenz (genau) eines Ringho-
momorphismus f: Z[X,Y ] — R, der X auf a und Y auf b abbildet und das folgende
Diagramm kommutativ macht:

Z[X,Y] —;-2-> R

X—a,Y—

Z —/
Dann folgt

A?—-b*=fX*-Y)=f(X+Y)X—-Y))=(a+Db)a—Db).

Man kann also sagen, dass (7.13) in jedem kommutativen Ring gilt, weil (7.12) in
Z[X,Y] gilt. Hier gilt es zu beachten, dass Z[X, Y ] ein Integritatsbereich ist und indes
also in seinen Quotientenkorper Quot(Z[X, Y ]) eingebettet werden kann. (Letzteres
ist fiir allgemeine kommutative Ringe R nicht moglich!) Indes konnten zur Verifikation
von (7.12) also auch Methoden aus der Korpertheorie benutzt werden. Das klingt
in dem vorliegenden Fall natiirlich nach einem schwachen Argument, da (7.12)
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unmittelbar durch eine Rechnung verifiziert werden kann und selbiges sogar auch
fiir (7.13) gilt, doch lasst sich dies in anderen Situationen (siehe unten!) wirklich
gewinnbringend einsetzen.

7.4.2. Ein Beispiel mit Determinaten. Die lineare Algebra befasst sich mit
der Theorie der Vektorrdume und viele ihrer Ergebnisse gelten tiber beliebigen K-
Vektorrdumen, wobei K ein vollig willkiirlich gewahlter Korper sein kann. Man zeigt
etwa: ist K ein Korper und n € N, so gibt es genau eine alternierende Multilinearform
det: K" — K, welche zusatzlich der Normierungsbedingung

Ix
det =1

geniigt, die sogenannte Determinante. Die bekannte Leibniz-Formel besagt

all CECIRY aln

(7.14) det| @ . 1 = sgn(@)] Jawn,
i=1

A, --- Qg o€G,

wobei sgn(o) € {£1} hier als € {+1,} zu verstehen ist. (Siehe auch § 4.2 und beachte
{£1} = {£1,} als Gruppen.)

Fiir einen beliebigen kommutativen Ring R und eine Matrix A € R™*" definieren
wir nun det(A) durch die rechte Seite von (7.14), da die entsprechenden Summen
und Produkte ja in beliebigen Ringen gebildet werden kénnen, wobei sgn(c) darin
dann als Element von {£1;} zu verstehen ist. Man beachte, dass die Definition einer
Determinantenfunktion det: R™" — R mittels der Charakterisierung als geeignet
normierte alternierende Multilinearform nicht zur Verfiigung steht, da R" kein Vek-
torraum zu sein braucht und auch nicht klar ist, ob die genannten Eigenschaften die
gesuchte Funktion eindeutig bestimmen. Definiert man das Produkt A - B zweier Ma-
trizen A, B € R™" mittels der aus der linearen Algebra bekannten Formel (,,Zeile mal
Spalte®), so stellt sich die Frage, ob die bekannte Determinantenmultiplikationsformel

det(A- B) = det(A) det(B)
auch giiltig bleibt? Die Antwort ist ,,ja“!

Proposition 7.12 (Determinantenmultiplikationsformel). Fiir Matrizen A,B € R™"
iiber einem kommutativen Ring gilt det(A - B) = det(A) det(B).

Beweis. Wir schreiben fiir den Moment des Beweises dety fiir det und Varianten
davon, um auf den Ring Bezug zu nehmen, in dem die fragliche Determinante
zu berechnen ist. Wir betrachten den Polynomring Z[X,Y] in den 2n? Variablen
X={X;;:1<i,j<n}undY ={Y;:1<i,j <n}. ImKorper K = Quot(Z[X,Y])
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gilt die Determinantenmultiplikationsformel (Lineare Algebra!). Insbesondere haben
wir fiir die Matrizen X = (X;;)},_, und Y = (V;;){,_, die Formel
dety (X - V) = dety (X) det, (V).
Da Z[X,Y] in K eingebettet ist (mit der kanonischen Einbettung), folgt auch
detyx y)(X - Y) = detyx y)(X) detyx y1(V).

Laut Proposition 6.3 gibt es (genau) einen Ringhomomorphismus Z — R und Auf-
gabe 11.4 liefert die Existenz eines Ringhomomorphismus f: Z[X,Y] — R, der X;;
auf a;; (i, j-ter Eintrag von A) und Y;; auf b;; (i, j-ter Eintrag von B) abbildet und das
folgende Diagramm kommutativ macht:

ZIX,Y] —-mmmleeee 5 R

/

Anhand der Definition der Determinante sieht man
f(detgx y1(X)) = detz(A)
und analog fiir Y, B, X - Y und A - B. Demnach ergibt sich dann
detz(A - B) = detz(A) detg(B),

wie gewiinscht. O



KAPITEL 8

Teilbarkeitslehre

Leitmotiv dieses Kapitels ist die eindeutige Primfaktorzerlegung in Z. Welche uns
bekannten (kommutativen!) Ringe gestatten eine derartige Primfaktorzerlegung?
Diese Frage umfassend zu kldren scheint zu kompliziert. Wir begniigen uns damit,
diverse Klassen von Ringen zu untersuchen, in denen die Arithmetik besonders
gutmiitig ausfallt.

Wir wollen den Teilbarkeitsbegriff in allgemeinen (kommutativen) Ringen fassen.
Sei R ein kommutativer Ring. Wir sagen a € R teilt b € R, wenn b in (a) = aR
enthalten ist. Die Menge aller durch a teilbaren Elemente ist demnach das von a
erzeugte (Haupt-)Ideal. Allgemein sagen wir, ein Ideal a teilt ein Ideal b, wenn a 2 b
gilt. (,,Teilen heifst Enthalten“.) Im Allgemeinen braucht nicht jedes Ideal von R ein
Hauptideal zu sein (z.B. (2,X) in Z[X], siehe Beispiel 6.5). In giinstigen Fallen ist
dies jedoch trotzdem der Fall. Wir widmen uns nun der Untersuchung eben diesen
Themenkreises. Abbildung 12 mag dabei als Orientierungshilfe dienen.

Noethersche Ringe (Satz 8.11) Q¥ (Seite 77) | [y Z (Seite 115)
ZJ4AZ, 7 X T
Integritdtsbereiche Z[iv5]| Z[iv5][X;,Xs,...]

(Seite 115)

, Faktorielle Ringe (Satz 8.7) Z[X] (Satz 9.6)
Z[X4,...,X,] (Korollar 9.7)

Hauptidealbereiche (Korollar 8.12)

11 4 i
Z[5(1+1v19)] (ohne Beweis) Z[X1, Xy, .. .]

Euklidische Ringe (Satz 8.2) (Seite 126)

Z, K[X], Z[i] (Beispiel 8.1)
Korper K: Q, Q(i), R, C, Z/2Z

Abbildung 12. Verschiedene Klassen von Ringen.
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8.1. Euklidische Ringe

R sei ein Integrititsbereich. R heildt Hauptidealbereich (oder Hauptidealring),
falls jedes Ideal von R ein Hauptideal ist. R heilst euklidisch, falls eine Gradfunktion
y: R\ {0z} — N, existiert, sodass fiir alle a, b € R mit b # Oy Elemente g, r € R mit
a=>b-q+rund r =0g oder y(r) < y(b) existieren.

Beispiele 8.1 (Beispiele fiir euklidische Ringe).

(1) Z ist euklidisch mit Gradfunktion Z \ {0} — N,, n — |n|.

(2) Der Polynomring K[X ] iiber einem beliebigen Korper K ist euklidisch mit
Gradfunktion K[X ]\ {Ox[x)} — Ny, f — deg(f) (siehe Proposition 7.2 (3)).

(3) Der Ring der ganzen Gaulfdschen Zahlen Z[i]={a+ibeC:a,be Z} ist
euklidisch mit der Gradfunktion Z[i]\ {0} — N,, a +ib — a? + b? (siehe
Aufgabe 12.2).

(4) Jeder Korper K ist euklidisch. Um dies zu sehen, wéihle man y: K\ {0z} — N,
einfach beliebig. Zu a, b € K mit b # 0, handelt es sich bei b ja um eine
Einheit. Wihlen wir ¢ = b™'a, so schreibt sich a = b - q + r mit r = 0. Der
Fall, in welchem y(r) < y(b) zu priifen ware, tritt daher also gar nicht auf.

8.1.1. Idealstruktur in euklidischen Ringen. Die Idealstruktur in euklidischen
Ringen sieht besonders einfach aus:

Satz 8.2. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealbereich.

Beweis. Der Beweis verlduft durch Adaption des Beweises von Proposition 1.11 (bzw.
Aufgabe 2.4). Hierzu sei R ein euklidischer Ring mit Gradfunktion y. Das Nullideal
{0z} = (0R) ist ein Hauptideal. Sei daher a ein beliebiges Ideal von R, welches nicht
das Nullideal ist. Dann ist a \ {Oz} nicht leer. Darum gibt es unter den Elementen
von a \ {0z} eines mit minimalem Grad. Wir nennen dieses b und wollen a = (b)
beweisen. Ist ndmlich a € a beliebig, so gibt es q,r € R mit a = b - q + r derart,
dass r = Oy oder y(r) < y(b) gilt. Der zweite Fall kann wegen r =a—b-q € a
und der minimalen Wahl von y(b) nicht eintreten. Also muss r = 0y gelten und wir
haben a =b - q € bR = (b). Demnach gilt a C (b). Da die umgekehrte Inklusion aber
ohnehin Klar ist, folgt a = (b) und wir sind fertig. O

Bemerkung. Es gibt Hauptidealbereiche, die nicht euklidisch sind, z.B.
Z[:(14+ivV/19)]={3(a+iv/19b) : a,b € Z mit a = b mod 2 }.

(Fiir einen Beweis hiervon sei auf einschldgige Vorlesungen iiber kommutative Algebra
oder algebraische Zahlentheorie verwiesen.)

8.1.2. Euklidischer Algorithmus. Im Folgenden bezeichne R einen euklidischen
Ring mit Gradfunktion y: R\ {0z} — N,. Zu je zwei Elementen ry,r; € R\ {0z} mit
y(r) = y(r;) finde man mittels Division mit Rest Elemente q;, 1, € Rmit r, = q;7;+75
und wiederhole diesen Prozess, solange der Rest von Null verschieden ist, z.B. fiir
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(rg,1m) =(246,77) in Z mity =|-|:
246 =377+ 15,

77=5-15+ 2,
8.1 15=7- 2+ 1,
2=2- 1+ 0.

Da die y-Werte der Reste streng monoton fallen und durch 0 nach unten beschrankt
sind, terminiert der oben beschriebene Prozess; d.h. es gibt ein n € N derart, dass
die beschriebene Division mit Rest die Form r,_; = q,r, + 0 annimmt. Das hier
beschriebene Verfahren heilt euklidischer Algorithmus.

Wir zeigen nun, dass r, ein grofdter gemeinsamer Teiler von r, und r; ist (siehe
§ 8.2 fiir die Definition). Dafiir zeigen wir zwei Aussagen:

(1) ryteiltr;und r,_, firi=n—1,n—2,...,1,0,
(2) jeder gemeinsame Teiler d von r, und ry teilt r; fliri =2,3...,n.
Daraus folgt dann jedenfalls die Behauptung, denn r, teilt dann ja r; und r, und

jeder gemeinsame Teiler von r, und r; teilt r,. Zum Beweis von (1) und (2) schreiben
wir

(r =q, 11 41,
rn =qy Iy +r3,
ST = Qi Tin i

Tneo =qn_1 " Thq1+ Ty
\"n-1=4, T, +0.

Der Beweis von (1) folgt nun induktiv im obigen Schema (8.2) von unten nach oben.
In der Tat zeigt die letzte Gleichung r, | r,_;. Die vorletzte Gleichung zeigt dann
r, | r—, (Induktionsanfang). Fiir den Induktionsschritt diirfen wir annehmen, dass r,,
bereits als Teiler von r;,; und r;,, erkannt wurde und behaupten, miissen einsehen,
dass r, auch r; teilt. Das ist mit Blick auf die mittlere Gleichung im obigen Schema
aber offensichtlich.

Zum Beweis von (2) sei d ein Teiler von r, und r;. Fiir fithren abermals eine
Induktion und diirfen annehmen, dass d bereits als Teiler von r; und r;,; erkannt
wurde. (Der Induktionsanfang mit i = 0 ist nach Voraussetzung erfillt.) Ein Blick auf
die mittlere Gleichung in (8.2) zeigt dann, dass d auch r;,, teilt.

Wenn man die Gleichungen in (8.2), von unten angefangen, der Reihe nach,
nach r, auflost, kann man eine Darstellung der Form xr,+ yr; = r, erhalten. Man
vergleiche dies etwa mit dem Lemma von Bézout (Lemma 1.6). Wir fiihren dies nur
anhand des Beispiels in (8.1) durch und hoffen, dass das allgemeine Vorgehen daraus
hinreichend ersichtlich ist:

1=15—7-2=15—7-(77—5-15)=(1+7-5)-15—7-77
=36-(246—3-77)—7-77 =36-246—(36-3+7)-77 = 36 - 246 — 115 - 77.
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Dieser Zusatz zum euklidischen Algorithmus hei3t auch erweiterter euklidischer
Algorithmus. Fiir eine Anwendung siehe etwa Beispiel 10.1.

8.2. Prime und irreduzible Elemente

Es sei M eine beliebige Teilmenge eines Integrititsbereichs R. Ein Teiler g heil3t
grofSter gemeinsamer Teiler (ggT) von M, falls fiir jeden Teiler t € R von M (d.h.
t | m fiir alle m € M) schon t ein Teiler von g ist. Aquivalent: (g) ist das kleinste
Hauptideal, welches M enthélt (vgl. Aufgabe 4.4).

Ein grof3ter gemeinsamer Teiler ist — obgleich der hier implizit benutzte bestimm-
te Artikel dies vielleicht suggeriert — i.Allg. nicht eindeutig: in Z sind etwa —2 und
2 beide grol3ter gemeinsamer Teiler von 4 und 6 im Sinne der obigen Definition.
Man beachte, dass wir jedoch (gemaf3 der iiblichen Préferenz fiir positive natiirliche
Zahlen) 2 als ,den“ grofdten gemeinsamen Teiler im Sinne der friither benutzten
Definition ansehen (siehe Seite 14). Indes sei allerdings zu beachten, dass —2 und
2 sich blof3 durch Multiplikation mit einer Einheit unterscheiden: —2 = (—1) - 2.
Uberdies ist (—2) = (2); auf Ebene der erzeugten Hauptideale ist der ggT hier also
eindeutig bestimmt.

Zwei Elemente a, b € R heifSen assogiiert, in Zeichen a ~ b, fallsa | b und b | a.
Auf Ebene der erzeugten Hauptideale ist dies dquivalent zu aR 2 bR und bR 2 aR,
d.h. aR = bR.

Lemma 8.3. Zwei Elemente a und b eines Integritdtsbereichs R sind genau dann assozi-
iert, wenn ae = b mit einer Einheit e von R gilt.

Beweis. Ist ae = b mit einer Einheit e, so folgt sofort aR = bR und damit a ~ b.
Ist umgekehrt a ~ b, so gibt es also r,s € R mit ar = b und bs = a. Demnach
ist ars = bs = a bzw. a(rs — 1) = 0z und weil R ein Integritédtsbereich ist, muss
a = 0z oder rs — 1z = Oy (dquivalent zu sr = rs = 1) gelten. Im ersten Fall ist
b € bR = aR = OxR = {0y}, also b = 0; und also b = al; mit der Einheit 1;. Im
zweiten Fall sind wir aber auch fertig, denn dann ist ja r eine Einheit mit ar = b. [

Korollar 8.4. Sei M eine beliebige Teilmenge eines Integritdtsbereichs R. Dann erzeugen
je zwei grofste gemeinsame Teiler von M (falls diese existieren) dasselbe Hauptideal und
jeder Erzeuger dieses Hauptideals ist ein grofSter gemeinsamer Teiler von M.

Man nennt eine Teilmenge M C R (bzw. die Elemente davon) eines Integrititsbe-
reichs R teilerfremd, fal}s ein (und dann jeder) gro3ter gemeinsamer Teiler von M
eine Einheit von R ist. (Aquivalent: (M) =R.)

Ein Element p € R\ (R* U {0g}) heil3t irreduzibel, falls jede Zerlegung p = ab
mit a, b € R automatisch a € R* oder b € R* erfiillt. Nicht irreduzible Elemente von
R\ (R*U{0g}) nennt man reduzibel. Ein Element p € R\ (R* U{0z}) heildt prim (oder
Primelement), falls fiir alle a, b € R aus p | ab schon p | a oder p | b folgt. Aquivalent:
p € R ist genau dann prim, wenn p = (p) ein Primideal ist (siehe Aufgabe 10.2);
dquivalent: R/(p) ist ein Integritétsbereich.
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In Z sind die irreduziblen Elemente genau +p mit Primzahlen p; diese sind
auch genau die Primelemente im Sinne der Ringtheorie, wie das Lemma von Euklid
(Lemma 3.2) zeigt.

Lemma 8.5. In einem Integritdtsbereich sind alle Primelemente irreduzibel.

Beweis. Sei p ein Primelement in einem Integritatsbereich R. Aus p = ab mita,b €R
folgt dann p | a oder p | b. Andererseits folgt aus p = ab auch a, b | p und insgesamt
p ~ a oder p ~ b. Dementsprechend gilt b € R* oder a € R* gemél} Lemma 8.3. [

Die Umkehrung von Lemma 8.5 braucht nicht zu gelten: man kann sich beispiels-
weise tliberlegen, dass im Ring

Z[iv5]={a+iv5b:a,beZ}

die Zahl 2 irreduzibel aber nicht prim ist; man hat ndmlich eine Zerlegung
2:3=6=(1+iv5)-(1—iv5),

aber weder 1 +i+/5 noch 1 —i+/5 ist durch 2 teilbar (siehe Aufgabe 14.1).

8.3. Faktorielle Ringe

Ein Integritdtsbereich R heil3t faktoriell oder ZPE-Ring (gedacht als Merkhilfe
fiir ,,Zerlegung—Primzahlen-Existenz/Eindeutig®, im Englischen ufd fiir ,,unique
factorisation domain®), falls jedes Element von R \ (R* U {Og}) ein Produkt von
endlich vielen irreduziblen Elementen ist und diese Darstellung ,im Wesentlichen
eindeutig ist, d.h. fiir zwei Zerlegungen a, - - - a,, = b, - - - b,,, mit irreduziblen Faktoren
folgt n =m und a; ~ b,; fiir eine geeignete Permutation o € &,,.

Beispiel 8.6 (Z is faktoriell). Aus der bereits bewiesenen eindeutigen Primfaktor-
zerlegung in N (siehe Seite 83) ergibt sich leicht, dass Z ein faktorieller Ring ist, da
ja jede negative ganze Zahl assoziiert zu ihrem Betrag ist. (Alternativ folgt dies aus
Korollar 8.12, da Z gemal3 Beispiel 8.1 (1) euklidisch ist.) Durch 2-3 = (—3) - (—2)
sind zwei Zerlegungen von 6 in irreduzible Faktoren gegeben.

Satz 8.7 (Charakterisierung faktorieller Ringe). R sei ein Integritdtsbereich. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) R ist faktoriell.
(2) Es gelten:
(a) Teilerkettenbedingung: jede aufsteigende Folge (a;) C {(a,) C ... von
Hauptidealen wird stationdr, d.h. es existiert ein k € N mit {ay, ;) = {(a)
fiir alle j € N,,.
(b) Primbedingung: jedes irreduzible Element von R ist prim.
(3) Jedes Element von R\ (R* U {0g}) ist ein Produkt von Primelementen.

Beweis. ,,(1)=(2)“: R sei faktoriell. Sei a € R\ {0z}. Wir zeigen zunéchst, dass (a)
iiberhaupt nur von endlich vielen Hauptidealen von R enthalten wird. Dies impliziert
dann insbesondere die Teilerkettenbedingung. Offenbar diirfen wir a ¢ R* annehmen,
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da sonst {(a) = R tiberhaupt nur von dem Ideal (1) = R enthalten wird. Seia =] [, p;
eine Zerlegung von a in irreduzible Elemente p;. Ist (b) ein Hauptideal, welches
(a) enthalt, so ist a = bc fiir ein ¢ € R. O.B.d.A. sei (a) € (b) € R. Dann folgt
b,c ¢ R* U {0z} und durch Zerlegung von b und c in irreduzible Faktoren, b = | 145

¢ =[].q;, folgt dann a = (]_[J q;)[ 1 q,- Da R faktoriell ist, miissen die g; also
assoziiert zu geeignet ausgewahlten p; aus der eingangs gewahlten Zerlegung von a
sein. Es folgt, dass sich b als Produkt einer Einheit und einer geeigneten Auswahl
der p; schreiben lasst. Die Anzahl der so generierbaren Hauptideale ist allerdings
offensichtlich endlich. (Achtung: die Menge der bs muss allerdings i.Allg. nicht endlich
sein, was mit der moglichen Existenz unendlich vieler Einheiten zusammenhéngt.)
Nun zur Primbedingung: p € R sei irreduzibel und es gelte p | ab mit geeigneten
a,b €R, also ab = cp fiir ein c €R. Ist a € R* oder b € R*, so folgt p | b bzw. p | a.
Ist c € R*, so folgt p | a oder p | b wegen der Irreduzibilitit von p. Anderenfalls folgt
(mit der Notation fiir Zerlegungen von oben)

(l_LPi)l_L.qj —ab=pc=p[ | 4

Insbesondere ist p ~ p; oder p ~ g; fiir ein p; oder ein q; und es folgt p | a bzw. p | b.

»,(2)=(3)“: Dank der Primbedingung geniigt es zu zeigen, dass sich jedes Ele-
ment r von R \ (R* U {0g}) als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben lasst.
Angenommen, letzteres wére nicht erfiillt und a; € R\ (R* U {0z}) nicht Produkt von
irreduziblen Elementen. Dann muss a; reduzibel sein. Wir konnen also a; = ab mit
Nicht-Einheiten a und b schreiben. Von diesen kénnen nicht beide ein Produkt von
irreduziblen Elementen sein, da sich dies sonst auf a; iibertriige. Sei nun a, € {a, b}
kein Produkt von irreduziblen Elementen. Wir haben a, C a,, ja sogar a, C a,, denn
anderenfalls wiren a; und a, assoziiert, was aber a, b ¢ R* widerspricht. Man ver-
fahrt nun mit a, analog wie mit a; und gewinnt so ein Element a; mit a, & a,.
Induktiv erhélt man so eine Kette a, & a, & a, & ..., welche nie stationdr wird. Dies
widerspricht jedoch der Teilerkettenbedingung. Also muss a, doch ein Produkt von
irreduziblen Elementen sein.

,(3)=(1)“: Dank Lemma 8.5 sind die Primelemente von R irreduzibel. Aus (3)
erhalten wir also schon mal die Zerlegbarkeit jedes Elements r von R \ (R* U {0g}) in
irreduzible Elemente. Es verbleibt lediglich die Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung
zu zeigen. Seien daher p,---p, =q; - - q,, zwei Zerlegungen in irreduzible Elemente,
wobei die p; zusatzlich noch als prim angenommen seien. Wir fiihren eine Induktion
tiber n. Fiir n = 1 folgt p; = q;(q, - q,,). Wegen der Irreduzibilitdt von p, folgt
q; € R* oder q,---q,, € R*. Da q, irreduzibel ist, ist der erste Fall ausgeschlossen
und wir haben q, - - - q,, € R*. Dann miissten aber auch alle hier beteiligten Faktoren
Einheiten sein; das liefert nur dann keinen Widerspruch zur Irreduzibilitat von qs,
wenn iiberhaupt schon m = 1 ist und das Produkt g, ---q,, leer ist. Dann ist also
P1 = q;- Nun zum Induktionsschritt. Es sei wieder p;p,--p, = ¢1q> " - q,, flr ein
n = 2. Da p, prim ist, folgt p; | g; fiir ein j. O.B.d.A. sei j = 1. Aus der Irreduzibilitat
von ¢, folgt dann p,; ~ gq,. Da der eben gefiihrte Induktionsanfang auch fiir m =1
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funktioniert (die Primalitdt der p; wurde dort nicht benutzt), diirfen wir m > 2
annehmen und diirfen nach etwaigem ,,Umschaufeln“ einer Einheit von g, auf g, von
pP; = q; ausgehen. Dann folgt

P1(Pa P — Q2" qm) = O

und also p,---p, = ¢, -q,,, da R ein Integritdtsbereich ist, aber p; # 0Oy gilt. Die
Induktionsvoraussetzung liefert nun die Behauptung. O

Unser néchstes Ziel ist es einzusehen, dass Hauptidealbereiche faktoriell sind.
Das ist die Aussage von Korollar 8.12 (siehe unten). Als Vorarbeit dazu beweisen wir
im Rest dieses Abschnittes noch, dass Hauptidealbereiche der Primbedingung aus
Satz 8.7 (2b) geniigen (siehe Korollar 8.9). Dies folgt aus dem néchsten Ergebnis,
welches auch fiir sich genommen von Interesse ist:

Proposition 8.8. R sei ein Hauptidealbereich. Fiir jedes irreduzible Element p € R ist
PR ein maximales Ideal von R.

Beweis. Es sei p € R irreduzibel und a ein Ideal, welches pR enthélt. Da R ein Haupt-
idealbereich ist, gibt es a € R mit aR = a > p und es folgt weiter p = ab fiir ein b €R.
Da p irreduzibel ist, gilt a € R* oder b € R*, also a = R bzw. a = pR. Also ist pR
maximal. 0

Korollar 8.9. In einem Hauptidealbereich sind die irreduziblen Elemente genau die
Primelemente.

Beweis. R sei ein Hauptidealbereich. Laut Lemma 8.5 sind alle Primelemente von R
auch irreduzibel. Umgekehrt erzeugt laut Proposition 8.8 jedes irreduzible Element
p € R ein maximales Ideal in R und Aufgabe 10.2 (b) zeigt, dass (p) ein Primideal ist.
Also ist p prim. O

8.4. Noethersche Ringe

Unter Hauptziel ist es, nachzuweisen, dass gewisse Ringe faktoriell sind. Die
Teilerkettenbedingung aus Satz 8.7 (2a) motiviert die folgende Definition: eine
Menge S mit partieller Ordnung < heil3t noethersch, falls jede nichtleere Teilmenge
X von S ein maximales Element m € X besitzt (d.h. aus m < x € X folgt m = x,
wobei nicht gefordert ist, dass m mit jedem Element aus X vergleichbar sein muss).

Ein kommutativer Ring heil3t noethersch, falls die Menge seiner Ideale zusammen
mit der durch die Inklusion C gestiftete partielle Ordnung noethersch ist.

Lemma 8.10. Eine Menge S mit partieller Ordnung < ist genau dann noethersch, wenn
jede Kette s; < s, < s3 <...von Elementen aus S stationdr wird, also s, = s,, fiir einen
Index n € N und alle m > n erfiillt.

Beweis. Ist (S, <) noethersch, so besitzt jede Kette s; < s, <s; < ... ein maximales
Element s, und ab diesem gilt dann notwendigerweise Gleichheit.
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Nun gelte die obige Kettenbedingung und X C S sei nicht leer. Wir wahlen x; € X
und konstruieren induktiv eine Kette x; < x, < ...; ist x; schon konstruiert, so wéhle
ein beliebiges Element x;; € X mit x; < x4, falls dies moéglich ist und x;,; = x;
sonst. Da die soeben konstruierte Kette nach Voraussetzung schliel3lich konstant ist,
muss X, fiir ein geeignetes n maximal in X sein. Also ist (S, <) noethersch. O

Das néachste Beispiel zeigt, dass der Begriff der noetherschen partiell geordneten
Mengen in gewisser Weise die Dimensionstheorie von Vektorraiumen verallgemeinert.
Man mag die Eigenschaft eines Rings noethersch zu sein also gewissermalf3en mit End-
lichdimensionalitét bei Vektorrdumen vergleichen. (Tatséchlich gibt es beispielsweise
einen auf Krull zuriickgehenden Dimensionsbegriff fiir Ringe, der iiber Langen von
aufsteigenden Ketten von Primidealen definiert wird, aber derartige Betrachtungen
wirden uns zu weit fithren.)

Beispiel (Dimension von Vektorraumen). Sei S die Menge der Unterrdume eines
Vektorraums V. Diese Menge ist beziiglich der mengentheoretischen Inklusion partiell
geordnet. Man kann sehen, dass S genau dann noethersch ist, wenn V endlich-
dimensional ist. In der Tat, ist V unendlich-dimensional, so gibt es linear unabhéngige
Vektoren b, b,, bs,... € V und durch

span{b,} C span{b,, b,} S span{b,,b,, b3} < ...

erhilt man eine nicht-stationdr werdende Kette, wodurch sich S als nicht noethersch
erweist (Lemma 8.10). Ist umgekehrt V endlich-dimensional, so muss jede Kette
U, € U, C...in S ein schlussendlich stationdr werden, denn bei jedem Schritt
U, ¢ Uy, gilt dimU,,; = (dimU) + 1, aber alle auftretenden Dimensionen sind

durch dimV < oo beschrankt. In der fraglichen Kette kann es also hochstens dim V
viele ,,C“-Schritte geben und danach ist die Kette stationar. Tatsachlich ist

dimV =sup{neN;,:JKette Uy, S U; &S...C U, in S }.

Satz 8.11. Ein kommutativer Ring ist genau dann noethersch, wenn jedes seiner Ideale
endlich erzeugt ist.

Beweis. Sei R noethersch und a ein Ideal. Man wéhle nun ein maximales Element b
in der Menge der in a enthaltenen, endlich erzeugten Ideale. Fiir jedes a € a ist dann
{6 U{a}} € b Caund darum b = a. Das zeigt, dass a endlich erzeugt ist.

Sei nun umgekehrt jedes Ideal von R endlich erzeugt und a; € a, C ... eine
Kette von Idealen. Dann ist auch | J; a; endlich erzeugt, etwa von x, ..., x,. Da es ein
n € N mit x,,...,x, € a, gibt, sieht man, dass die betrachtete Kette ab dem Index n
stationdr ist. Lemma 8.10 zeigt nun, dass R noethersch ist. 0

Korollar 8.12. Hauptidealbereiche sind faktoriell. Insbesondere sind euklidische Ringe
faktoriell.

Beweis. Da laut Satz 8.2 alle euklidischen Ringe auch Hauptidealbereiche sind, folgt
die zweite Aussage des Korollars aus der ersten. Andererseits ist in einem Haupt-
idealbereich natiirlich jedes Ideal endlich erzeugt, namlich sogar von einem Element.
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Satz 8.11 liefert, dass Hauptidealbereiche noethersch sind. Dies garantiert die Teiler-
kettenbedingung in Satz 8.7 (2). Korollar 8.9 garantiert aber auch die Primbedingung.
Also liefert Satz 8.7, dass Hauptidealbereiche faktoriell sind. O

Der Hilbertsche Basissatz (Satz 8.13) in § 8.5 liefert eine Vielzahl von noetherschen
Ringen. Wir geben hier ein Beispiel eines nicht-noetherschen Rings.

Beispiel. Der Ring R = [ [ Z, welcher auch als Ring der Funktionen N — Z betrachtet
werden kann, ist nicht noethersch: Wir definieren Ideale durch

a; ={(c,),€R:c;=0filirallen>1i}.

Im Hinblick auf
(0,...,0, 1 ,0,..)€a,,\q

> (i-te Stelle)’
erkennen wir a; € a, € a; € ... als eine aufsteigende Folge von Idealen, die nicht
stationdr wird. Man beachte auch, dass R kein Integritdtsbereich ist:

(1,0,0,...)-(0,1,0,...)=(0,0,0,...) = Op.

Beispiel. Auf Seite 111 haben wir den Ring R = Z[+/—5] erwihnt, in welchem 2
irreduzibel, aber nicht prim ist (siehe Aufgabe 14.1). Insbesondere ist R nicht faktoriell
(siehe Satz 8.7). Sei nun X = {X, : n € N} eine abzidhlbare Menge von Variablen.
Der Polynomring R[X ] ist demnach nicht faktoriell, aber auch nicht noethersch, denn

(X1) & (X1, X5) & (X1, X5, X3) & ...

ist eine aufsteigende, nie stationdr werdende, Kette von Idealen von R[X]. Da R ein
Integritatsbereich ist, handelt es sich bei R[X ] auch um einen Integritatsbereich.

8.5. Hilbertscher Basissatz

Wir zeigen spater, dass der Polynomring R[ X}, ...,X,,] in endlich vielen Variablen
iiber einem faktoriellen Ring R auch wieder faktoriell ist (Korollar 9.7). Man beachte,
dass dieser ab zwei Variablen kein Hauptidealring ist: (X,Y) C R[X,Y] ist kein
Hauptideal. Man kann also nicht mittels Korollar 8.12 schliel3en.

Als faktorieller Ring R[ X}, ..., X, ] erfiillt R[X}, ..., X, ] natiirlich auch die Teiler-
kettenbedingung aus Satz 8.7 (2). Wir zeigen hier eine verwandte Aussage.

Satz 8.13 (Hilbertscher Basissatz, |). Der Polynomring R[X] iiber einem noetherschen
Ring ist selbst noethersch.

Beweis. Gemal$ Satz 8.11 gentigt es zu zeigen, dess jedes Ideal 2 von R[X | endlich
erzeugt ist. Wir gehen zwecks der Erzeugung eines Widerspruchs davon aus, dass es
doch ein Ideal 2 von R[X ] gibt, welches nicht endlich erzeugt ist. Dann ist natiirlich
2 # {Ogpx7} und tiberdies kénnen wir fiir i = 1,2,... induktiv ein Element f; mit
minimalem Grad in 2\ (f; : j <) wihlen.! Da 2 laut Annahme nicht endlich
erzeugt ist, ist stets 2\ (f; : j < i) # 0, weswegen die Wahl von f; immer méglich

Wichtiger Spezialfall fiir die Wahl von f;: (fi 17 <1)=(0) = {Ogpx1}-
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ist. Es bezeichne a; den Leitkoeffizienten von f;. Da R noethersch ist, ist das Ideal
a=(q; :i€N) endlich erzeugt; wir haben also a = (q; : i # n) fiir ein n € N. Nun
ist

a,,1€(aq;:ieN)=a=(q;:i#n),
weswegen es Elemente ry,...,r, € R mit a,,.; =r;a; +...+r,a, gibt. Dann handelt
es sich bei dem Polynom

8= frr1— Z rX de8fradesti f,

i<n
aber um ein Element von 2l mit kleinerem Grad als f,,,, welches nicht in (fi,..., f,)
liegen kann (da sonst auch f,,; in diesem Ideal ldge, entgegen der Wahl von f, ;).
Dies widerspricht der Wahl von f, . 0

Bemerkung. Das Wort ,Basis“ im Namen des Hilbertschen Basissatz riihrt von einem
dlteren Gebrauch dieses Begriffes her und soll hier so viel wie , Erzeugendensystem*
heiBen; der Basissatz besagt ja gemal$ Satz 8.11 genau, dass alle Ideale des Polynom-
rings R[X ] iiber einem noetherschen Ring R endlich erzeugt sind. Fiir eine konzise
Beschreibung der historischen Umsténde, aus welchen der Hilbertsche Basissatz
erwuchs, sei das schone Buch von Eisenbud [12, insbes. I.1] empfohlen.

Ist t: R — A ein Homomorphismus zwischen kommutativen Ringen und M C A
eine beliebige Teilmenge, so schreibt man R[ M ] fiir den kleinsten Teilring von A,
der t(R) UM enthélt. Man nennt ¢: R — A eine R-Algebra. Falls ¢ aus dem Kontext
Kklar ist, bezeichnet man auch A selbst salopp als eine R-Algebra. Eine R-Algebra A
heilst endlich erzeugt (oder von endlichem Typ), falls A= R[M] fiir eine endliche
Teilmenge M C A gilt. Schreibt man M = {a,,...,a,}, so erhilt man einen surjekti-
ven Ringhomomorphismus vom Polynomring R[X1,...,X, ] auf A, der das folgende
Diagramm kommutativ macht (siehe Aufgabe 11.4):

R[Xl, cee ,Xn:l ____3(_0_—)_(1_'____-) A.
\ /
R
Der erste Isomorphiesatz (Korollar 6.8) zeigt nun A= R[X.,...,X,]/a fiir ein geeig-
netes Ideal a von R[X;,...,X,]. Der Korrespondenzsatz (Satz 6.9) liefert dann, dass

die Ideale von A in inklusionserhaltender Weise zu den a-enthaltenden Idealen von
R[X;,...,X,] korrespondieren. Da wir

(8.2) RIX, Xy, .., X, 1= (L (RIXDIXD - OIX]
mittels induktiver Anwendung von Satz 8.13 als noethersch erkennen, sehen wir

auch, dass A noethersch ist. (Den Beweis von (8.2) holen wir gleich im Anschluss
nach.) Damit ergibt sich die folgende Verallgemeinerung von Satz 8.13:

Satz 8.14 (Hilbertscher Basissatz, Il). Sei R ein noetherscher Ring. Dann sind auch
alle endlich erzeugten R-Algebren noethersch.
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Zum Beweis von (8.2) beachte man, dass die rechte Seite von (8.2) die univer-
selle Eigenschaft des Polynomrings in n Variablen erfillt. (Siehe Satz 7.4 fiir den
univariaten Fall, Aufgabe 11.4 fiir den multivariaten Fall.) Die offensichtliche Verallge-
meinerung von Aufgabe 11.3 auf den multivariaten Fall liefert dann (8.2). (Beachte,
dass der in den Ubungen besprochene Beweis von Aufgabe 11.3 problemlos auch
den multivariaten Fall abdeckt.) Nun zum Nachweis der universellen Eigenschaft.
Gegeben einen Ringhomomorphismus f: R — R’ und Elemente y,,...,y, €R, erhilt
man durch sukzessive Anwendung von Satz 7.4 Ringhomomorphismen f,, f5, ..., f,,
die das folgende Diagramm kommutativ machen:

(8.3)

Lp©:++Oly0lq

Nun gilt aber f,(X;) =y, firi =1,2,...,n. Umngekehrt ist aber f,, auch der einzige
Ringhomomorphismus, der diese Abbildungseigenschaft besitzt und das Diagramm

(- (RIGDID) X, ]~ R
(8.4 ]
f
R
kommutativ macht, denn aus f,, erhilt man induktiv
foa=taote s fa=fz0us, fi=fr0u, f=fiou.

Der Eindeutigkeitsteil in Satz 7.4 und f;(X;) = (f,0t,0:--01,)(X;) = y; zeigen, dass
f1 schon wie in (8.3) aus f entstanden ist und induktiv folgt, dass f, in (8.4) mit f,
aus (8.3) tibereinstimmt.






KAPITEL 9

Teilbarkeit in Polynomringen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Teilbarkeitslehre in Polynomringen R[X ]
iiber einem faktoriellen Ring R. (Insbesondere ist R ein Integritdtsbereich.) Bezeichnet
K = Quot(R) den Quotientenkorper von R, wobei wir die kanonische Einbettung
R — K zur Inklusion R € K erheben wollen, so zeigt sich, dass die Teilbarkeitslehre
in K[X ] viel mit der Teilbarkeitslehre in R[X ] zu tun hat:

InklL

(Faktoriell? — Ja! Satz 9.6.) R[X ] < K [X ] (Faktoriell, da euklidisch.)

(9.1) ]Inkl. ]Inkl.

Inkl.
(Faktoriell, laut Annahme.) R &+e— " QUOt(R) — K. (Faktoriell, da Korper.)

Vermoge der zusdtzlichen Reichhaltigkeit an Einheiten in K (ggf. sehr kontrar zur
Situation in R) erweist sich K[X ] als euklidisch (Beispiel 8.1), somit als Hauptideal-
bereich (Satz 8.2), und folglich als faktoriell (Korollar 8.12). Daraus erwéachst die
Hoffnung, dass man die Faktorialitdt von K[X ] benutzen kann, um etwas tiber die Teil-
barkeit in R[X ] zu lernen. Diese Hoffnung wird durch den weiter unten besprochenen
Satz von Gauf3 (Satz 9.6) bestétigt.

Im darauf folgenden Abschnitt zeigen wir, dass sich obiges Kredo auch umdrehen
lasst: man kann die Teilbarkeit in R benutzen, um etwas tiber die Teilbarkeit in K[X ]
zu lernen! So wie K sich durch Reichhaltigkeit an Einheiten auszeichnet, liegt in R
dafiir ggf. eine gewisse Reichhaltigkeit an Idealen a vor. (Man beachte, dass der Kor-
per K natiirlich ein einfacher Ring ist und als solcher nur die beiden trivialen Ideale
{0x}, K <K besitzt.) Wegen R[X ]/aR[X ] = (R/a)[X ], lasst sich Teilbarkeit in R[X ] zu
Teilbarkeit in (R/a)[X ] transportieren. Ist der Ring R/a deutlich verstandlicher als R,
so liefert dies unter Umstdnden niitzliche Information, die man auch zuriicktranspor-
tieren kann. Die Hauptergebnisse dieser Uberlegungen sind das Reduktionskriterium
(Proposition 9.11) und das Irreduzibilitdtskriterium von Schonemann-Eisenstein
(Korollar 9.12). Anwendungen der Irreduzibilitdtskriterien folgen in Kapitel 11 und
sind fundamental fiir das vertiefende Studium der Korpertheorie in der Vorlesung
Algebra.

Unsere Darstellung folgt dem exzellenten Buch von Bosch [4, §§ 2.8-2.9], worin
den Primidealen von R eine zentrale Rolle eingerdaumt wird. Fiir andere Darstellungen
konsultiere man etwa Lang [27, Chapter IV, §§ 2-3] oder Aluffi [2, Chapter V, §§ 4—
5]; dort wird mittels des Begriffs des ,Inhalts“ eines Polynoms der Effekt von den

119
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lokalen Bewertungen v,(-), die wir weiter unten studieren, gebiindelt. Das macht
die Argumente etwas kiirzer, aber vielleicht vergleichsweise mysterioser.

9.1. Produktdarstellung in Quotientenkoérpern

Das folgende Beispiel steht im Mittelpunkt unserer Untersuchungen (siehe den
Zusatz in Satz 9.6):

Beispiel. Das Polynom f = 2X € Q[X] ist irreduzibel, aber nicht irreduzibel, wenn
man es als Polynom in Z[X ] auffasst: dort sind ndmlich 2 und X jeweils irreduzibel
und deren Produkt 2 - X = f daher nicht.

Im Folgenden sei R stets ein faktorieller Ring und K sein Quotientenkorper. Die
kanonische Einbettung R — K betrachten wir als Teilmengeninklusion, d.h. wir
schreiben statt ﬁ €K nur r. Fiir r €R\ {0g} ist dann r~! = 1r—R in K wohl-definiert.
Mit £ C R C K bezeichnen wir ein vollstdndiges System von paarweise nicht-
assoziierten Primelementen; ,vollstindig“ bedeutet hier, dass jedes Primelement
von R assoziiert zu einem Element von £ ist.

Beispiel. Fiir R = Z sind die Primelemente genau +p mit Primzahlen p. Kanonischer
Weise wahlt man als & hier die Menge der Primzahlen.

Proposition 9.1 (Produktdarstellung von Elementen in Quotientenkdrpern). Es seien
R C K wie in (9.1) und Dann hat jedes Element x € K \ {0y} eine eindeutige Darstellung

als Produkt
x =¢e(x) l_[pvp(x)

pER
mit einer Einheit €(x) € R*, welche von der Wahl von & abhdngen kann, und Exponen-
ten v,(x) € Z, wobei v,(x) = O fiir fast alle p € P gilt. Ferner ist x genau dann ein
Element von R wenn alle v,(x) = 0 sind und iiberdies genau dann eine Einheit von R,
wenn stets v,(x) = 0 gilt.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass jede Darstellung der obigen Form eindeutig ist. In

der Tat, sind durch
[T =eTTom
pEP DEP
zwei derartige Darstellungen derselben Zahl gegeben, so giltes v, = v, fiir alle p € &
und € = ¢ einsehen. Hierfiir bringen wir alle Faktoren mit negativen Exponenten auf
die jeweils andere Seite, und erhalten somit eine Gleichung in R:

€ (l_[pvp). l_[p—vp —. (l—[pvp), l—[p_vp'

pEP DEP DPEP pEZ
V=20 v,<0 v,20 v <0

Man beachte, dass in dieser Gleichung alle auftretenden Exponenten nicht-negativ
sind. Die Faktorialitdt von R liefert

max{0, v,} + max{0,—v,} = max{0, v,} + max{0,—»,}.
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Durch eine Fallunterscheidung l6sen wir nun die auftretenden Maxima auf und
erhalten so:

v,+ 0 =v,+ 0, fallsv,>0undv, >0,
0+0=v,—v, fallsv,<0undv, =0,
v,—v,= 0+ 0, fallsv,>0undv, <0,

0—v,=0—v, fallsv,<0undwv,<O0.
Die mittleren beiden Fille erweisen sich als widerspriichlich, wahrend die dulderen
beiden Félle v, = v, implizieren. Dies zeigt v, = v, und somit auch € = ¢.

Nun zur Existenz: ist x € R*, so kann man e(x) = x und v,(x) = O fiir alle p
wahlen. Nach Satz 8.7 (3) hat jedes x € R\ (R* U {0z}) eine Produktdarstellung
als Produkt von Primelementen. Zu jedem Primelement p’ gibt es ein assoziiertes
Primelement p € &, also p’ = up mit einer Einheit u € R*. Das Produkt iiber die us
liefert e(x), wiahrend Sammeln gleicher p-Faktoren p”»®) liefert. Insbesondere sind
alle v,(x) = 0 und umgekehrt liefert ein Produkt mit nicht-negativen v,(x) auch
stets' ein Element von R, da hierbei ja alle Faktoren in R sind.

Ein beliebiges Element x von K schreibt sich nun als § = 7- % =a-s ' mita,s €R.
Durch Zerlegung von a und s kommt man an die gewiinschte Produktzerlegung von
x mit v,(x) = v,(a) — v,(s). O

12 2.3 1 3
Beispiel. In R = Z € Q = K haben wir — = =—.>=273.3.
32 25 23 1

Bemerkung. Auf die Einheit e(x) € R* in Proposition 9.1 kann im Allgemeinen
nicht verzichtet werden. Das sieht man etwa, wenn man x selbst als Einheit von R
wiéhlt, aber auch fiir x ¢ R* konnen Probleme auftreten. In Z hat man beispielsweise
—9 = (—1)32 = (—1)(—3)?, aber 9 lisst sich nicht als ]_[peg, p”*® (ohne vorangestellte
Einheit) schreiben, denn dort miissten alle Exponenten bis auf den fiir p ~ 3 gleich
0 sein und der Exponent fiir das zu 3 assoziierte Primelement p € & wire gleich
2. Das geht aber nicht, da p? stets positiv ist und somit nicht gleich —9 sein kann.
Man beachte auch, dass e(x) sehr wohl von der Wahl von & abhédngen kann. Wahlt
man & = {2,3,5,...}, soist —2 = (—1)2! und also e(—2) = —1. Wihlt man hingegen
P ={-2,...}, soist =2 = (—2)! und also e(—2) = 1.

9.2. Primitive Polynome

In Vorbereitung auf die zu Beginn des Kapitels angekiindigten Resultate, ist unser
Ziel in diesem Abschnitt, gewissermaf3en Polynome in K[X ] in Polynomen in R[X ]
zu verwandeln.

Sei p € & ein Primelement von R. Wir setzen formal v,(0) := co. Ferner folgt
aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 9.1 unmittelbar

(9.2) v,(xy)=v,(x)+v,(y) firallex,y€K.

INach wie vor sei v,(x) = 0 fiir fast alle p angenommen.
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(Man sieht sofort, dass diese Formel auch noch gilt, wenn x oder y gleich O sind;
hier ist dann co = oo + k = k + 0o = oo + oo fiir alle k € Z.) Fiir Polynome
f =2, a,X" € K[X] schreiben wir

v,(f) = irnlf v,(a,).

Insbesondere ist v,(0x[x;) = ©0. Ferner definiert man auch v,(-) fiir Primelemente
p ¢ 2 als v,(-) mit dem zu p assoziierten Primelement p’ € 2. Wir erwéhnen noch,
dass keine Verwechslungsgefahr zwischen dem eben definierten v, =: v, zx; und
dem in Proposition 9.1 definierten v, =: v, ; besteht, denn offensichtlicher Weise gilt

Vp,R[x](TXO) = v,x(r) fiir alle r €R.

Beispiel. Die folgenden Beispiele beziehen sich auf den Ring Z[X ].
(1) ,(6X?+20) = min{v,(6), v,(20)} = min{1,2} =1,
(2) v5(6X? +20) = min{v,(6), v;(20)} = min{1,0} =0,
(3) v, (6X2420)=...=0,
(4) vy(3X° +4X) = min{v,(2), v,(4)} = min{-3,2} = —3.

Wir nennen ein Polynom f € R[X ] normiert, falls sein Leitkoeffizient gleich 1,
ist. Ein Polynom f € R[X ] hei3t primitiv, falls v,(f) = O fiir alle Primelemente p
von R gilt. (Aquivalent: 1, ist groRRter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von f.)
Tritt 1, als Koeffizient von f auf, so ist f natiirlich primitiv. Insbesondere sind alle
normierten Polynome primitiv.

Beispiele. Die folgenden Beispiele beziehen sich auf den Ring Z[X ].
(1) 6X?+ 20 = 2(3X? + 10) ist nicht primitiv.
(2) X*+ 3X ist normiert und primitiv.
(3) 3X*+X ist nicht normiert, aber primitiv.
(4) 2X + 3 ist primitiv.

Lemma 9.2 (Ubergang zu primitiven Polynomen). Es seien R C K wie in (9.1). Jedes
Polynom f € K[X] ldsst sich in der Form f = cf mit einem ¢ € K* und primitivem
f € R[X] schreiben. Ist f in R[X ], so ldsst sich ¢ € R\ {0z} wdhlen.

Beweis. Wahle ¢ = l_[ p»Y). Fiir f € R[X]ist dies offensichtlich auch in R\ {0z}. O
pDEP

Beispiele. SeiR=7Z C Q =K.
® 2X2+4X +2=2(X2+2X +1).
o 3X54+2X +3=23(X"+3X +4).

9.3. Lemma von Gauf}

Das néichste Lemma ist das Schliisselergebnis, welches Faktorisierungen in K[X ]
mit der Faktorisierung in R und schlieRlich mit der in R[X ] verkniipft.
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Lemma 9.3 (Lemma von GauB). Es seien R C K wie in (9.1) und p in . Fiir alle
Polynome f, g € K[X] gilt dann

(9.3) v, (f8) = v,(f)+ 7,(g).

Beweis. Wegen (9.2) gilt die behauptete Formel fiir Polynome vom Grad < 0 und
sogar, wenn lediglich eines der beiden Polynome Grad < 0 hat (§). Wir schreiben nun
f=c fundg = c,& im Sinne von Lemma 9.2 mit primitiven Polynomen f,8 €R[X]
und ¢;,c, € K*. Die folgende Rechnung zeigt, dass es fiir den Beweis von (9.3)

geniigt, die entsprechende Gleichung fiir f und § zu haben (%):
7o~ z
Vp(fg) = Vp(Cfngg) é vp(cf) + Vp(cg) + Vp(fg)
® 7 ~
= vp(cf) + vp(f) + vp(cg) + vp(g)
=,(f)+7,(8).
Um einzusehen, dass (9.3) fiir f und § gilt, betrachten wir den sogenannten Reduk-
tionshomomorphismus (modulo p) ®: R[X] — (R/pR)[X ], den man aus Satz 7.4
als denjenigen Homomorphismus gewinnt, der das folgende Diagramm kommutativ

macht und X € R[X] auf X € (R/pR)[X] abbildet (siehe auch die Bemerkung auf
Seite 96):

R[X] > (R/pR)[X]

(9.4) T
r—r+pR
R /", R/pR.

Offensichtlich bildet ¢ ab, indem die Koeffizienten des abzubildenden Polynoms
modulo p reduziert werden. Der Kern von @ ist folglich

(9.5) ker® = {h€R[X]: v,(h)>0}=pR[X].

Insbesondere ist ®(f), ®(g) # O/pryx]- Da R/pR und somit auch (R/pR)[X] ein In-
tegrititsbereich ist, gilt somit auch ®(f §) = &(f)®(g) # Or/pr)x]- Es folgt vp(fg) =
0= vp(f) + v,(&), wie gewiinscht. O

Der erste Isomorphiesatz (Korollar 6.8) angewandt auf & aus dem Beweis von
Lemma 9.3 zeigt unter Beachtung von (9.5)

(9.6) RIX]/pRIX]= (R/pR)X]

fiir jedes Primelement p von R. Auf dieses Ergebnis werden wir spéter im Beweis von
Satz 9.6 zuriickgreifen.

Beispiel. Die Nullteilerfreiheit von (R/pR)[X ] im Beweis von Lemma 9.3 stammt
aus Gradbetrachtungen (vgl. Proposition 7.2). Néhere Inspektion des hier gefiihrten
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Beweises zeigt, dass der Wert von v,(f g) von den Leitkoeffizienten von &(f) und
®(g) stammt. Wir illustrieren dies an einem Beispiel:

f=2X>+4X*+7X*+3, g=6X*+5X+10.

Offensichtlich gilt v,(f) = 0 = v,(g) und wir haben die Monome mit nicht durch 2
teilbarem Koeffizient und hochstem Exponent unterstrichen. Man beachte ®(f) =
X® + 1(z/92)x; und ®(g) = X. Ferner ist

fg=2-6)X"+(2-5+4-6)X°+(2-10+4-5+7-6)X° +
+(4-10+7-5)X*+(7-10)X>+(3-6)X*+(3-5)X +3-10.

Man betrachte nun den Koeffizienten vor X* (beachte 4 = 3 + 1 mit den ,,unterstri-
chenen Exponenten“ 3 und 1 bei f und g). Dieser ist nicht durch 2 teilbar, denn

4-104+7-5=0+1-1%0mod 2.

Man konnte diese Beobachtung auch fiir einen direkten Beweis von Lemma 9.3
nutzen, doch verliert die Situation etwas an Transparenz, wenn man allgemein mit
Briichen arbeitet und aus der obigen Rechnung direkt die in Lemma 9.3 behauptete
Gleichung folgern mochte.

Die nichsten beiden aus dem Lemma von Gaul$ (Lemma 9.3) abgeleiteten Korolla-
re bauen eine wichtige Briicke zwischen der (vermoge Faktorialitdt, dank Euklidizitat,
gewdhrleisteten) Faktorisierungstheorie in K[X ] und der noch niher zu studierenden
Faktorisierungstheorie in R[ X ].

Korollar 9.4 (Faktorisierung mit normierten Faktoren). Es seien R C K wie in (9.1).
Ferner sei h € R[X ] ein normiertes Polynom und h = f - g eine Faktorisierung von h in
zwei normierte Polynome f,g € K[X]. Dann folgt f,g € R[X].

Beweis. Es sei p ein beliebiges Primelement. Ein Blick auf die jeweiligen Leitkoeffi-
zienten zeigt v,(h), v,(f), v,(g) < 0. Wegen h € R[X] ist aber dann v,(h) = 0 und
h = f -g zusammen mit Lemma 9.3 liefert v,(f ) = 0 = v,(g). Damit folgt f, g € R[X],
wie gewiinscht. O

Korollar 9.5 (Faktorisierung mit einem primitiven Faktor). Es seien R C K wie in (9.1).
Ferner sei h € R[X] ein Polynom und h = f - g eine Faktorisierung von h in zwei
Polynome f € R[X]und g € K[X]. Ist f primitiv, so folgt g € R[X].

Beweis. Es sei p ein beliebiges Primelement. Wegen h € R[X] ist v,(h) = 0. Da f
primitiv ist, folgt v,(f) = 0. Lemma 9.3 liefert dann v,(g) = v,(f )+ v,(g) = v,(h) =
0. Also ist g € R[X]. O

Bemerkung. Man kann Korollar 9.5 auch wie folgt formulieren: ist f € R[X] ein
Teiler von h € R[X ] beziiglich der Teilbarkeitsrelation auf K[X ], in Zeichen f |xx h,
und ist f zuséatzlich primitiv, so folgt bereits f |gx; h, d.h. f teilt h beziiglich der
Teilbarkeitsrelation auf R[X ]. Man beachte, dass dies fiir nicht-primitive Polynome
scheitert. Beispielsweise gilt 2 |y} 1, jedoch 2 {5 1.
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9.4. Satz von Gauf} iiber Polynomringe

Wir kommen nun zu dem bereits zu Beginn des Kapitels angekiindigten Haupter-
gebnis iiber Polynomringe R[X ] liber einem faktoriellen Ring R:

Satz 9.6 (GauB). Es seien R C K wie in (9.1). Dann ist der Polynomring R[X ] faktoriell.
Ein Polynom q € R[X ] ist genau dann prim wenn eine der folgenden beiden Bedingungen
erfiillt ist:
(1) q ist ein konstantes Polynom und (aufgefasst als Element von R) prim in R.
(2) q ist primitiv in R[X ] und prim in K[X].
Insbesondere ist ein primitives Polynom q € R[X ] genau dann prim in R[X ] wenn es
prim in K[X] ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die in (1) und (2) genannten Polynome tatsachlich
prim sind.

(1) Ist q ein Primelement von R, so ist R/qR ein Integritatsbereich (vgl. Aufga-
be 10.2 (a)). Wegen R[X ]/qR[X ] = (R/qR)[X] (siehe (9.6)) ist dann aber
auch R[X ]/qR[X] ein Integritdtsbereich und also q prim in R[X ].

(2) Nun betrachte ein primitives Polynom q € R[X ], welches prim in K[X ] ist.
Wir wollen nun zeigen, dass g sogar prim in R[X ] ist. Hierzu teile g ein
Produkt f g von Polynomen f, g € R[X ] mit der Teilbarkeitsrelation in R[X ].
Dann teilt g natiirlich auch f g mit der Teilbarkeitsrelation in K[X]. Da g
nach Voraussetzung prim in K[X ] ist, teilt g einen der beiden Faktoren in
K[X]; ohne Einschriankung sei dies f. Wir haben also f = gh mit einem
h € K[X]. Aus Korollar 9.5 folgt aber sogar h € R[X]. Also teilt q das
Polynom f schon beziiglich der Teilbarkeitsrelation in R[X].

Fiir den Rest des Beweises geniigt es zu zeigen, dass R[X ] faktoriell ist und jedes
Primelement von R[X ] die im Satz angegebenen Form (1) oder (2) hat. Gemal}
Satz 8.7 (3) geniigt es hierzu zu zeigen, dass jedes f € R[X ]\ (R[X]* U {Ogx;}) eine
Faktorisierung in Primelemente der obigen beiden Typen hat. Wir diirfen im Folgenden
deg f > 1 annehmen, da f sich im Fall deg f = 0 durch die Primzerlegung in R bereits
als Produkt von Primelementen alleinig vom Typ (1) schreiben ldsst. Man schreibe
nun f = cf, wie in Lemma 9.2. Wegen f € R[X] ist ¢ € R und c ist ein Produkt
von Primelementen von R. Es geniigt zu zeigen, dass f sich als Produkt primitiver
Polynome in R[X] schreiben lisst, welche prim in K[X] sind. Hierzu sei f = &f; -+ f.
eine Faktorisierung in Primelemente fl, ce fr von K[X ] mit einer Einheit ¢ € K*.
Durch r-fache Anwendung von Lemma 9.2 und Absorption etwaiger Konstanten in ¢
diirfen wir davon ausgehen, dass alle f; in R[X ] liegen und primitiv sind. Mit dem
Lemma von Gaul (Lemma 9.3) folgt dann fiir jedes Primelement p von R

0=,(f)=v,(&)+ v,(f)+... + v,(f,) = v,(©).

v
alle Summanden = 0,
da Polynome primitiv
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Also ist v,(¢) = 0 fiir alle p und ¢ € K* damit sogar eine Einheit in R. Ersetzt man

fl durch ¢ fl, so sieht man, dass f sich in der gewiinschten Produktform schreiben
lasst. OJ

Beispiel. Wir wollen 6X® + 12X € Z[X] in Primfaktoren zerlegen. Wir behaupten,
dass
2-3-X-(X*+2)

diese Aufgabe 16st. In der Tat sieht man sofort durch Ausmultiplizieren, dass es sich
um dasselbe Polynom handelt. Wir wollen noch begriinden, dass die hier auftretenden
Faktoren wirklich prim iiber Z sind. Die Zahlen 2 und 3 sind als Polynome in Z[X ]
prim, da sie schon als Elemente von Z prim sind; hier geht also schon Satz 9.6 ein.
Die Faktoren X und X2 + 2 sind jedenfalls prim als Polynome iiber Q = Quot(Z), wie
man leicht mit Proposition 9.8 (siehe unten!) einsehen kann. Da sowohl X, wie auch
X? + 2 aber auch primitiv sind, liefert Satz 9.6, dass diese sogar prim iiber Z sind.

Korollar 9.7. Fiir einen faktoriellen Ring R ist auch der Polynomring R[X4,...,X,]
in n € N Variablen faktoriell. Insbesondere sind Z[X.,...,X,] faktoriell und auch
L[X,,...,X,] fiir einen beliebigen Korper L.

Beweis. Man wende Satz 9.6 wiederholt an. (Siehe auch das Argument auf Seite 117,
welches Polynomringe in mehreren Variablen schrittweise aufbaut.) OJ

Bemerkung. Zu einem faktoriellen Ring R betrachten wir den Polynomring R[X ] in
abzahlbar vielen Variablen X = {X,, : n € N }. Dieser ist nicht noethersch, denn bei

(97) (Xl) -»Ct- <X1>X2> g <X1:X27X3> g ce

handelt es sich um eine aufsteigende, nirgends stationire Folge von Idealen von
R[X]. Andererseits kann man zeigen, dass R[X ] faktoriell ist. Gemal(3 Satz 8.7 geniigt
es dafiir zu zeigen, dass sich jedes Element von R[X]\ (R[X]* U {Ogx;}) als ein
Produkt von Primelementen schreiben lasst. Jedes solche Element f ist aber ein
Polynom in endlich vielen Variablen und damit fiir hinreichend grof3es n enthalten
im Ring R[X,,...,X,], den wir (in offensichtlicher Weise) als Teilring von R[X]
auffassen wollen. Im faktoriellen Ring R[X,...,X,] (Korollar 9.7) ist f aber ein
Produkt von primen Elementen und es verbleibt einzusehen, dass diese Elemente
auch als Elemente von R[X ] prim sind. Das ist allerdings nicht schwierig. Wére namlich
p ein Primelement von R[X},...,X, ], welches aufgefasst als Element von R[X ] nicht
prim ist, so gibt es a, b € R[X ] derart, dass p zwar das Produkt ab, aber weder a noch
b teilt. Da die Polynome p, a und b, sowie der Komplementérfaktor r mit pr = ab nur
endlich viele Variablen enthalten, diirfen wir p,r,a, b € R[X;,...,X,,] flirein m >n
annehmen und wir sehen, dass p bereits in R[X1, ..., X,,] nicht prim ist. Dann ist p dort
aber auch nicht irreduzibel (denn im laut Korollar 9.7 faktoriellen Ring R[ X1, ..., X,,]
stimmen die Begriffe ,irreduzibel” und ,prim“ iiberein; Satz 8.7). Man sieht nun
aber leicht mit der Gradformel (Proposition 7.2), dass irreduzible Elemente eines
Integritatsbereichs R” auch im Polynomring R'[X ] irreduzibel bleiben. Mit Induktion
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folgt daraus, dass p, welches ja laut Annahme irreduzibel in R[X,,...,X, ] ist, auch
irreduzibel in R[X;,...,X,,] ist. Das ist der gewiinschte Widerspruch und es folgt,
dass R[X] faktoriell ist.

Man beachte, dass R[X ] als faktorieller Ring natiirlich die Teilerkettenbedingung
aus Satz 8.7 erfiillt. Jede aufsteigende Kette von Hauptidealen in R[X ] wird also ab
irgendeinem Punkt stationér. Dies steht im Kontrast zu (9.7), wobei es sich bei den
Idealen dort (mit Ausnahme von (X;)) natiirlich nicht um Hauptideale handelt. In
diesem Sinne konnte man versucht sein, zu sagen, dass R[X ] zwar ,viele“ Ideale,
aber ,,wenige“ Hauptideale besitzt.

9.5. Irreduzibilitatskriterien

Da die Verhéltnisse zwischen den Faktorisierungstheorien in R[X ] und K[X]
nunmehr durch Satz 9.6 vollstindig geklart sind, wenden wir uns der Aufgabe zu,
dieses Wissen geeignet auszuspielen. Der natiirliche Wunsch wire eine Losung des
folgenden Problems:

Gegeben ein Polynom in R[X ] oder K[X ]. Gesucht ist die Faktorisie-
rung selbigen Polynoms im entsprechenden Ring.

Tatsachlich ist uns diese Problemstellung hier zu komplex; Bemerkung 9.10 (siehe
unten) kann in manchen Fillen (z.B. fiir R = Z) zu einer Lésung davon benutzt
werden, liefert aber kein wirklich effizientes Verfahren. Hier begniigen wir uns damit,
Kriterien zu entwickeln, mit deren Hilfe man die Irreduzibilitit von einigen Polynomen
erkennen kann.

9.5.1. Polynome mit kleinem Grad. Irreduzibilitdt von Polynomen mit sehr klei-
nem Grad ist oft nicht zu schwierig zu priifen. Das folgende Ergebnis ist Aufgabe 13.3:

Proposition 9.8 (Irreduzibilitdt von Polynomen mit kleinem Grad). K sei ein beliebiger
Kérper und f € K[X] ein Polynom mit Grad n.
(1) Ist n =1, so ist f irredugibel.
(2) Ist n € {2,3}, so ist f genau dann irreduzibel, wenn f keine Nullstelle in K
besitzt.

Bemerkung. Bei der Suche von Nullstellen (und auch dem Ausschluss derer Existenz)
kann manchmal das Ergebnis aus Aufgabe 14.3 niitzlich sein.

Man beachte, dass die in Proposition 9.8 genannte Beziehung zwischen Irre-
duzibilitdt und Nullstellen ab Grad 4 zusammenbricht. So hat beispielsweise das
Polynom (X2 + 1)? keine reellen Nullstellen (denn x? + 1 > 0 fiir alle x € R), ist aber
offensichtlich reduzibel.

Ferner sei zu beachten, dass sich Proposition 9.8 auf Irreduzibilitét in K[X ] bezieht.
Beispielsweise 2X hat Grad 1, ist aber nicht irreduzibel als Polynom iiber Z, jedoch
sehr wohl irreduzibel als Polynom iiber Q.

Beispiele 9.9.
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(1) Das quadratische Polynom X? + 1 € R[X ] ist irreduzibel, denn es hat keine
reellen Nullstellen: in der Tat wire jede reelle Nullstelle von X2 + 1 ja auch
eine komplexe Nullstelle desselben Polynoms aufgefasst als Polynom in
C[X]. Dort hat es allerdings nur die beiden Nullstellen +i, von denen keine
reell ist.

(2) Mit einem dhnlichen Argument sieht man, dass X? — 2 € Q[X] irreduzibel
ist, denn in R D Q hat es die beiden Nullstellen £+/2, die aber nicht rational
sind, wie man sicher aus der Analysis weil3. (Alternativ vgl. Aufgabe 12.3
oder siehe Beispiel 9.13.)

(3) X2 —2 € R[X] ist reduzibel, denn es hat die Nullstellen ++/2; in der Tat
haben wir die Faktorisierung X2 —2 = (X + +/2)(X — v/2).

Bemerkung 9.10 (Faktorisierungsmethode von Kronecker). In Aufgabe 15.3 wird
ein auf Kronecker zuriickgehendes Verfahren entwickelt, mit dem man — jedenfalls
theoretisch — beliebige Polynome iiber Z[X ] in irreduzible Faktoren zerlegen kann.
In der Praxis ist dieses Verfahren allerdings viel zu aufwandig, um niitzlich zu sein und
wird umso nutzloser, wenn man Irreduzibilitit von einer Familie von Polynomen nach-
weisen mochte. Moderne Faktorisierungsverfahren gehen auf Ideen von Zassenhaus
zuriick; fiir eine Einfithrung, siehe [9]. Die Grundidee ist hier, dass die Koeffizienten
von etwaigen Faktoren eines Polynoms f € Z[X | nicht zu grol$ (in Abhangigkeit von
f) sein konnen. Man faktorisiert f dann modulo einer geeignet gewahlten Primzahl
p und hebt diese Faktorisierung zu einer Faktorisierung modulo p" (n = 2,3,...)
hoch. Ist der Exponent n hinreichend grof3, so kann man aus dieser Faktorisierung
dann geeignete Riickschliisse auf Faktorisierungen von f {iiber Z treffen.

9.5.2. Irreduzibilitit via Ubergang zu Faktorringen. Der Bezug zwischen Irre-
duzibilitit in R[X ] und Irreduzibilitdt in K[X ], der durch den Satz von Gaul3 (Satz 9.6)
hergestellt wird, lasst sich benutzen, um Irreduzibilitdt von manchen Polynomen
in K[X] nachzuweisen. Der wichtige Punkt hierbei ist, dass man stets zu einem
primitiven Polynom in R[X ] iibergehen kann (siehe Lemma 9.2) und Irreduzibilitat
in R[X] ggf. leichter nachzuweisen ist als in K[X ]. Der Grund hierfiir ist, dass der
Ring R — ganz im Gegensatz zum Korper K — i.Allg. nicht-triviale Ideale a besitzt
und Faktorisierungen in R[X ] zu Faktorisierungen in R[X ]/aR[X ] ,,absteigen“. Wenn
man sicherstellt, dass bei diesem Abstieg nichts Triviales® passiert, kann man hieraus
Einiges tiber R[X ] lernen.

Proposition 9.11 (Reduktionskriterium). Es seien R C K wie in (9.1), p ein Primelement
von R und f € R[X] ein Polynom mit Grad > 1, dessen Leitkoeffizient nicht durch p
teilbar ist. : R[X ] — (R/pR)[X] sei wie in (9.4). Dann gilt:

(1) Falls (f) in (R/pR)[X] irredugzibel ist, so ist auch f irredugibel in K[X].

(2) Falls ®(f) in (R/pR)[X ] irredugibel und f primitiv ist, so ist f irreduzibel in

R[X].
2Beispielswpise liefert die Faktorisierung 4 = 2 - 2 in modulo 2 nur die triviale Information

Op, = Op, - Op,. Ahnliches kann auch in der Situation von Polynomen passieren.
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Beweis. Wir beginnen mit Teil (2). Sei zunéchst f als primitiv und reduzibel in R[X ],
also f = gh mit nicht-konstanten Polynomen g,h € R[X ]. Da der Leitkoeffizient von
f das Produkt der Leitkoeffizienten von g und h ist, sind jene ebenfalls nicht durch p
teilbar. Anwenden von ® liefert also eine nicht-triviale Faktorisierung ®(f) = ®(g)®(h)
in (R/pR)[X]. Also ist ®(f) reduzibel in (R/pR)[X]. Das zeigt (2).

Fiir (1) schreibe f =c¢ f mit einem ¢ € R (siehe Lemma 9.2). Dann ist p weder
ein Teiler von ¢ noch vom Leitkoeffizienten. Insbesondere ist ®(c) eine Einheit in
(R/pR)[X] und &(f) somit assoziiert zu ®(f). Ist nun ®(f) irreduzibel, so auch &(f)
und wegen (2) folgt, dass f irreduzibel in R[X] ist. Laut Satz 9.6 ist f dann aber
irreduzibel in K[X]. O

Das nichste Ergebnis ful3t auf dem Reduktionskriterium (Proposition 9.11). Es
ist haufig nur nach G. Eisenstein benannt, wurde allerdings schon zuvor von Th.
Schénemann publiziert.

Korollar 9.12 (Irreduzibilitatskriterium von Schonemann—Eisenstein). Es seien R € K
wiein (9.1) und f = a, X" +a, 1 X" ' +...+ ;X + a, € R[X] sei primitiv mit Grad
n > 0. Ferner sei p ein Primelement von R mit

play,ay,...,a,4, pta, und pZJ(aO.

Dann ist f irredugibel in R[X ] und auch in K[X].

Beweis. Mit ® wie im Reduktionskriterium (Proposition 9.11) bzw. wie in (9.4) folgt
®(f) = a, X" mit a, = (a, mod pR) € (R/p)*. Angenommen f = gh sei eine nicht-
triviale Faktorisierung von f in R[X]. Da f primitiv ist, gilt® 0 < deg g, degh < deg f
und mit Blick auf die Leitkoeffizienten folgt, dass a, X" = ®(g)®(h) eine nicht-triviale
Faktorisierung ist (deg(®(g)) = deg g und deg(®(h)) = degh). Betrachtet man diese
Faktorisierung nicht in (R/pR)[X], sondern in (Quot(R/pR))[X] (ein faktorieller
Ring!), so folgt, dass ®(g) und ®(h) selbst Monome sind. Wegen deg g,degh > 0 sind
die konstanten Koeffizienten (vor X°) von g und h sind also durch p teilbar. Dann
folgt aber p? | a,, im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen. Also ist f irreduzibel
in R[X]. Laut Satz 9.6 ist f dann aber auch irreduzibel in K[ X ]. O

Beispiele. (1) X*+2X?+ 2 € Z[X] ist irreduzibel (Korollar 9.12 mit p = 2).

(2) X*+4X? + 2 € Z[X] ist irreduzibel (analog zu (1)).

(3) X*+4X%+ 4 = (X* + 2)? € Z[X] ist offensichtlich nicht irreduzibel. Das
Kriterium von Schonemann-Eisenstein (Korollar 9.12) 1asst sich auf die-
ses Polynom auch nicht anwenden, da p = 2 die einzige hierfiir in Frage
kommende Primzahl ist, diese jedoch quadratisch im konstanten Koeffizien-
ten 4 des Polynoms aufgeht. (Man beachte die Voraussetzung ,,p? { a,“ in
Korollar 9.12.)

3Hitte g oder h Grad deg f, so hiitte h bzw. g Grad 0. O.B.d.A. degg =0, also g €R\ {0g}. Aus
Lemma 9.3 folgt v,(g) + v,(h) = v,(f) =0, also v,(g) =0, fiir alle Primelemente p von R und darum
ist g sogar eine Einheit von R.
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9.5.3. Anwendung 1: n-te Wurzeln aus Primzahlen. Als erste Anwendung
geben wir ein arithmetisches Resultat, welches manche Leserin und manchen Leser
bestimmt schon seit der Analysis 1 begleitet.

Beispiel 9.13 (n-te Wurzeln aus Primzahlen). Die Polynome f = X*—2und g = X3—2
sind irreduzibel in Z[X ] und auch Q[X ] gemaf3 Korollar 9.12 mit p = 2. Insbeson-
dere haben diese keine Nullstellen in @, da man durch Abspalten eines geeigneten
Linearfaktors (Lemma 7.5) zu einer nicht-trivialen Faktorisierung gelangen konnte.
Wegen f(+/2) = 0 und g(+/2) = 0 sind die Zahlen v/2, v2 € R also nicht rational.
(Allgemeiner: X" — p € Q[X] ist irreduzibel fiir n > 1 und p prim; insbesondere ist
YP ¢ Q fiir n > 2.) Man beachte allerdings, dass X* —4 = (X — 2)(X + 2) nicht
irreduzibel in Q[X] ist.

9.5.4. Anwendung 2: Kreisteilungspolynome. Das Schonemann-Eisenstein-
Kriterium lésst sich nicht auf alle Polynome anwenden, z.B. nicht auf* X oder X + 1.
Manchmal lésst sich dies aber beheben. Es sei1: Z[X] — Z[X ] der (eindeutige) Ring-
homomorphismus, der X auf X + 2 abbildet und das folgende Diagramm kommutativ®
macht (siehe Satz 7.4):

ZUX] =y ZIX].

X—X+2

Z

Dann ist ¢ ein Isomorphismus. (Die Umkehrabbildung ist wie 1 zu definieren, nur
sollte diese X auf X —2 abbilden. Deren Verkettung mit 1 ist dann ein Epimorphismus
von Z[X ], welcher X auf X abbildet und ein entsprechendes Diagramm kommutativ
macht; Satz 7.4 garantiert, dass es sich dabei um die identische Abbildung handelt.)

Es ist demnach klar, dass sich ¢ zu einer Permutation der irreduziblen Elemen-
te von Z[X ] einschrinkt; insbesondere ist 1(f) genau dann irreduzibel, wenn f
irreduzibel ist. Wir haben aber

YPX)=X+2, YyX+1)=X+2)+1=X+3.

Auf beide Polynome rechter Hand lasst sich aber nun Korollar 9.12 anwenden!
Diese Beobachtung mag im vorliegenden Fall recht trivial wirken, kann aber in

glinstigen Fillen dennoch nicht-triviale Ergebnisse liefern. Wir geben das folgende

Beispiel:

Beispiel 9.14. Fiir jede Primzahl p ist das p-te Kreisteilungspolynom

_XP—1

PTox—1
“Selbstverstindlich sieht man sofort, dass diese Polynome irreduzibel sind, doch die hiesige

Betrachtung ist als Vorbereitung auf Beispiel 9.14 gedacht.

>Wegen Proposition 6.3 ist dies hier sogar trivial, wir erwihnen es aber trotzdem, da dies wichtig
wiirde, wenn man Z durch einen beliebigen kommutativen Ring ersetzt.

P =XP14+XP 24+ +X+1€Q[X]
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irreduzibel in Q[X].® Zum Beweis davon ersetzen wir X durch X + 1 (vgl. die voran-
gegangenen Ausfithrungen) Dann ist

S = =974 SR

wird von p getellt

Korollar 9.12 liefert nun die Irreduzibilitdt von @,(X + 1) und diese impliziert die
Irreduzibilitét von ,,.

Bemerkung. Die obige Rechnung mit Briichen von Polynomen kann man rigoros
machen, wenn man den Ringisomorphismus v: Z[X ] — Z[X ] mit X — X + 1 mittels
Satz 7.11 zu einem Ringhomomorphismus Quot(Z[X ]) — Quot(Z[X]) fortsetzt:

Quot(Z[X]) —------------ > Quot(Z[X])
7[X] - 7x].
‘\ ]

Alternativ kann man auch 1 auf (X —1)®, anwenden und dann mit Nullteilerfreiheit
von Z[X ] schliefen:

Xe,(X+1)=Xy(2,) =yp(X-1)¢,) =y((X +1)" —1)

p p
=..= Z(p)xn :XZ(p)X“_l,
n n
n=1 n=1
also
(P
_ n—1
®,(X+1)= Zl: (n)X .
Filir weitere Beispiele siehe Aufgabe 15.2.
Ganz allgemein kann man auch das n-te Kreisteilungspolynom &, fiir beliebige
natiirliche Zahlen n definieren. Dies macht man etwa so, dass ; =X —1 gilt und &,

fiir prime p wie oben gegeben ist. Dann definiert man &, induktiv iiber die Anzahl
der Faktoren von n mittels der Formel

X"—1= ld_[%, oder dquivalent &, = (X"—1) / ld_[‘I’d-
In d;lér;

Dass &, hierbei wirklich ein Polynom ist, also die Polynomdivision bei der letzten
Gleichung keinen Rest ldsst, wére hier freilich noch zu begriinden, aber wir vertrosten

OFiir eine Anwendung hiervon siehe Satz 11.8.
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die Leserinnen und Leser an dieser Stelle auf die Algebra-Vorlesung (siehe [34, § 5.5]).
Wir berechnen nur beispielhaft
X*-1 Xt*=1 Xx*-1 _,

=X+1, &,= = =X2+1,
Insbesondere fillt auf, dass auch &, irreduzibel ist. In Beispiel 9.14 haben wir die
Irreduzibilitét von ¢, fiir primes p gezeigt. Ganz allgemein gilt jedoch laut einem
Satz von Kronecker, dass &, fiir jedes n € N irreduzibel iiber Q ist; Fiir einen Beweis,
siehe [34, Satz 5.20].

Kreisteilungspolynome und ihre Nullstellen (sogenannte Einheitswurzeln) spielen
eine wichtige Rolle in der Algebra und Zahlentheorie. Als eine Anwendung von
Beispiel 9.14 zeigen wir in Kapitel 11, dass sich kein regelma3iges 7-Eck mit Zirkel und
Lineal konstruieren lésst. (Fiir Details dazu, was ,,Konstruierbarkeit hier genau heil3t,
siehe Kapitel 11; Der versprochene Satz ist Satz 11.8.) Speziell fiir die Anwendung
auf das regelméllige 7-Eck benétigen wir, dass

P, =X+X°+X*'+ X3+ X +X +1
irreduzibel ist (und dessen Grad 6 = 2 - 3 keine Zweierpotenz ist). Kreisteilungs-
polynome begegnen uns auch spéter in der , Algebra“ wieder, wenn wir die Frage

nach der Auflosbarkeit von Polynomgleichungen durch sogenannte Wurzelausdriicke
untersuchen (siehe [34]).

o =X—-1, &,=

Bemerkung. Es gibt irreduzible Polynome, deren Irreduzibilitdt auch nach Verschie-
bung nicht mit dem Kriterium von Schonemann-Eisenstein (Korollar 9.12) erkannt
werden kann. Man betrachte etwa das Polynom f = X2 + 4 € Z[X]. Dieses ist hat
keine Nullstellen in @, hat Grad 2 und ist daher als Polynom in Q[X ] irreduzibel
gemal Proposition 9.8. Da f zusétzlich primitiv ist, ist f laut Satz 9.6 auch irreduzibel
als Polynom iiber Z. Betrachtet man nun eine Verschiebung’ X — aX + b mita, b € Z,
sowird f zu f(aX + b) = a®X? + 2abX + (b% + 4). Angenommen, das Kriterium von
Schonemann-Eisenstein lie3e sich mit einer Primzahl p auf f(aX + b) anwenden.
Dann haben wir

(1) ptd? alsopta;

(2) p|2ab,alsop |2 (d.h.p=2),p|a, oderp|b gemild Lemma 3.2;

(3) p| (b*+4), aber p?}(b* +4).
Wir diskutieren nun die drei Fille in (2). Wire p = 2, so hitten wir p | b? wegen (3)
und also p | b wegen Lemma 3.2, woraus sich p? | (b? + 4), im Widerspruch zu (3)
ergibt. Der Fall p | a in (2) ist wegen (1) ausgeschlossen. Sei daher nun p | b
angenommen. Aus (3) folgt dann p | 4 und also p = 2. Diesen Fall haben wir aber
bereits als widerspriichlich erkannt.

’Fiir a # £1 ist der gestiftete Ringhomomorphismus : Z[X] — Z[X ] kein Automorphismus
mehr und erhélt tatsichlich Irreduzibilitiat nicht mehr (z.B. ¢)(X — b) = aX), kann aber dennoch fiir
Irreduzibilititsnachweise genutzt werden, denn ist ¢ (f) irreduzibel, so gilt dies auch fiir f, obwohl
die Umkehrung falsch sein kann.



KAPITEL 10

Diophantische Gleichungen

Zum Abschluss unserer Betrachtungen der Teilbarkeitstheorie soll hier ein Vorge-
schmack auf etwaige vertiefende Vorlesungen zur algebraischen Zahlentheorie gegeben
werden. Die Grundphilosophie sieht hier wie folgt aus: die Analysis schafft in der
Bestrebung ,kontinuierliche“ Phdnomene zu beschreiben die reellen und (je nach
Sichtweise) auch die komplexen Zahlen. Erst nach diesem Ubergang erlangt die
Differential- und Integralrechnung ihre Schlagkraft. Fragt man etwa nach der Flache,
welche der Graph von [—1,1] —» R, x — 41— x2, zusammen mit [—1,1] x {0}
einschlief3t, so erhilt man

1
f V1—x2dx = uy
1 2
(Flache unter einem Halbkreis zum Radius 1.) Lindemann zeigte 1882, dass 7 (und
damit auch 7t/2) transzendent {iber Q ist, d.h. keine Nullstelle eines Polynoms aus
QIX]\ {Ogpx1} ist.

Zahlentheoretikerinnen und Zahlentheoretiker hingegen beschaftigen sich mit den
ganzen Zahlen und deren Arithmetik. Grol3es Interesse gilt hierbei den Primzahlen —
den multiplikativen ,,Atomen“ der natiirlichen Zahlen — und deren Verteilung. Ein
anderer Schwerpunkt gilt dem Losen von Gleichungen (etwa in den ganzen Zahlen).
Genau damit wollen wir uns hier anhand einiger Beispiele(!) beschéftigen. Oft besteht
dabei eine recht unstetige Gradwanderung zwischen trivialen und deutlich kompli-
zierteren Problemen. Wir besprechen nur wenig und hoffen Interesse an tieferen
Untersuchungen im Rahmen einer Spezialvorlesung zur Algebraischen Zahlentheorie
zu wecken. Interessierte Leserinnen und Leser seien auch auf [20, 10, 30] verwiesen.

10.1. Lineare Gleichungen

Wir sprechen hier sehr knapp tiber lineare Gleichungen. Die lineare Gleichung
aX = b mit Koeffizienten a, b € Z ist offensichtlich genau dann l6sbar, wenn b ein
Vielfaches von a ist. Nun zu zwei Variablen. Wir betrachten die lineare Gleichung

(10.1) aX +bY =c.

Idealtheoretisch wissen wir aZ + bZ = ggT(a, b)Z und demnach ist diese Gleichung
genau dann losbar, wenn ¢ vom grol3ten gemeinsamen Teiler von a und b geteilt
wird; vgl. Lemma 1.6 fiir eine friihe (aber dquivalente) Version dieser Beobachtung.

133
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Abbildung 13. Die Lésungen (x, y) € R? von aX + bY = c bilden eine
Gerade (hier: (a, b,c) = (2,—5,1)). Das gezeichnete Gitter entspricht
Z? und die Gitterpunkte auf der Geraden entsprechen ganzzahligen
Losungen (x, y) € Z2.

Entsprechende Lésungen (x, y) € Z? von (10.1) kann man tatséchlich auch algorith-
misch bestimmen, wenn man den euklidischen Algorithmus zur Bestimmung von
ggT(a, b) anwendet und Riickwarts auflost (siehe auch § 8.1.2). Rigorose Details
hierzu besprechen wir nicht, sondern behandeln nur ein Beispiel:

Beispiel 10.1. Man l6se die Gleichung
(10.2) 575X +139Y = 2.
Zur Losung der Gleichung beachte man (wiederholte Division mit Rest!)

575=4-139+19,
139=7-19+6,
19=3-6+1.
Das zeigt ggT(575,139) = 1. (Man {iiberlege sich weshalb!) Durch Umstellen und
Einsetzen der obigen Gleichungen von unten nach oben erhédlt man sukzessive

1=19-3-6
=19—-3-(139—-7-19)
=22-19-3-139

=22-(575—4-139)—3-139
=22-575—91-1309.
(Spatestens jetzt sieht man ggT(575,139) = 1 mittels Lemma 1.6.) Dann ist aber

(x,y) =2-(22,—91) eine Losung von (10.2). Fiir jede weitere Losung (x’, y’') € Z>
ist (x’—x,y’ —y) € Z? eine Lésung der homogenen Gleichung 575X + 139Y = 0
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und also von der Form (t,(—575/139)t) mit t € (139/ ggT(575,139))Z = 139Z. Die
Losungsmenge aller ganzzahligen Losungen von (10.2) ist also

{(2-22+139r,—2-91—575r): r€Z}.

Prinzipiell kann man mit dhnlichen Methoden auch lineare Gleichungen mit
ganzzahligen Koeffizienten in beliebig vielen Variablen 16sen und sogar Systeme von
Gleichungen betrachten. Wir verzichten auf ndhere Ausfiihrungen.

10.2. Pythagoreische Tripel

Bevor wir uns dem eigentlichen Thema dieses Abschnittes widmen, studieren
wir ein (recht konstruiertes) Beispiel, welches illustrieren soll, dass die eindeutige
Primfaktorzerlegung eine wichtige Rolle beim Losen von Gleichungen spielen kann.
(Tatséchlich trat Teilbarkeit auch schon in Beispiel 10.1 auf.)

Beispiel 10.2. Die Gleichung Y2 = X3 + 5X? + X hat nur die triviale Lésung (x, y) =
(0,0) in den ganzen Zahlen. In der Tat, ist (x, y) € Z? eine Losung, so ist (x2 + 5x +
1)x = y? ein Quadrat, also Vp((x2 + 5x + 1)x) € 2N, fiir alle Primzahlen p. Da
aber x2 + 5x + 1 und x teilerfremd sind miissen x2 + 5x + 1 und x selbst schon
Quadratzahlen sein. Wir unterscheiden einige Félle.

o Fiir x > 4ist (x +2)> < x?2+5x +1 < (x +3)? und also x? + 5x + 1 nie ein
Quadrat.

e Fiir x < —5ist (x*+5x + 1)x = ((x + 2.5)*> — 5.25)x negativ und darum
sicher # y? > 0.

e Die Fille x € {—4,—3,—2,—1,1, 2, 3} schlie8t man leicht per Hand aus und
fiir x = 0 erhilt man die Lésung (x, y) = (0, 0), die bereits oben erwahnt
wurde.

Nun zur eigentlichen Frage: welche Tripel (x, y, ) natiirlicher Zahlen treten als
Seitenldngen rechtwinkliger Dreiecke auf? (Siehe Abbildung 14.) Beispielsweise
haben wir

3P +4>=5

und der aus der Geometrie bekannte Kosinussatz impliziert auch, dass Losen der
Gleichung

(10.3) X2 4+v2=22

hinreichend und notwendig ist, damit es zu (x, y,z) € N® ein rechtwinkliges Dreieck
mit eben diesen Seitenldngen gibt. Solche Tripel nennt man pythagoreische Tripel.

Zu jeder Lésung (x, y,z) € N® von (10.3) und k € N ist auch (kx, ky, kz) € N3
eine Losung von (10.3). Setzt man g = ggT(x, y,2z), so ist auch (x/g,y/g,z/g) eine
Losung von (10.3) und fiir diese neue Losung gilt ggT(x/g,y/g,2/g) = 1. Allgemein
nennt ein pythagoreisches Tripel (x, y,z) mit ggT(x, y,2z) = 1 primitiv. Offensichtlich
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Abbildung 14. Veranschaulichung des primitiven pythagoreischen
Tripels (3,4, 5).

gewinnt man jedes pythagoreische Tripel durch Skalierung eines primitives pythago-
reischen Tripels mit einer Zahl k € N wie oben. Es geniigt daher, sich auf die Suche
primitver pythagoreischer Tripel beschranken.

Satz 10.3 (Parametrisierung primitiver pythagoreischer Tripel). Die Formel

x a’®—b?
y|=| 2ab
2 a® + b?

mit a,b €N, a > b, liefert nur pythagoreische Tripel. Das so produzierte Tripel ist genau
dann primitiv wenn a und b teilerfremd und nicht beide ungerade sind. Ferner kommt
jedes primitive pythagoreische Tripel in dieser Form oder als (y, x,z) vor.

Beweis. Dass die obige Formel pythagoreische Tripel produziert lasst sich leicht nach-
rechnen. Die Charakterisierung, wann die Formel primitive Tripel produziert, ist
ebenfalls leicht nachzupriifen und sei den geneigten Leserinnen und Lesern als einfa-
che Ubungsaufgabe iiberlassen.

Spannend ist hauptsichlich die Frage, ob jedes primitive pythagoreische Tripel
(x,y,2) durch die fragliche Formel produziert wird. Da jeder Teiler von zwei der
Zahlen x,y,z wegen x2 + y? = 22 auch ein Teiler der dritten ist, folgt wegen der
Primitivitat ggT(x,y) = ggT(x,z) = ggT(y,z) = 1. Insbesondere sind x und y
nicht beide gerade. Wire z gerade, so folgt x2 + y? = 0 mod 4. Herumprobieren mit
Restklassen zeigt, dass dies nur moglich ist, wenn x und y beide gerade sind; das ist
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aber ausgeschlossen. Also ist z ungerade. Dann ist aber entweder x gerade oder y
gerade, aber nicht beide zugleich. Durch etwaiges Vertauschen der Rollen von x und
y diirfen wir davon ausgehen, dass y gerade ist.

Wir bemerken nun

(10.4) 22 =x*+y* = (x+iy)(x —iy)

und behaupten, dass { = x +iy und { = x —iy in Z[i] teilerfremd sind. (Wichtig fiir
die folgenden Uberlegungen: Z[i] ist euklidisch (Aufgabe 12.2) und somit faktoriell.)
In der Tat sei 7w € Z[i] ein Primelement, welches ¢ und ¢ teilt. Dann teilt = auch
{4+ =2xund { —{ = 2iy. Da x und y in Z teilerfremd sind, sind sie es auch
in Z[i], denn wire x = qu und y = qv, so hitten wir nach Ubergang zu Normen
(siehe Aufgabe 12.2) x? = N(q)N(u) und y? = N(q)N(v), weswegen x> und y?
nicht teilerfremd in Z wéren — im Widerspruch zu ggT(x, y) = 1. Daraus folgt
n]2=(1+i)(1—1i)=i(1—1i)* und somit p ~ 1 —i. Wegen 22 = {{ = N({) erhielten
wir hieraus 2 | z2. Das widerspricht der Tatsache, dass z ungerade ist. Also sind { und
{ teilerfremd in Z[i].

Aus (10.4) folgt nun, dass x + iy bereits selbst ein Quadrat sein muss (vgl. das
Argument aus Beispiel 10.2). Wir haben also

x +iy = (a +ib)* = (a* — b?) +i(2ab).

fiir geeignete a, b € Z. Wegen y > 0 haben a und b dasselbe Vorzeichen und durch
etwaiges Ersetzen durch —a und —b diirfen wir a, b € N annehmen. Wegen x > 0
muss dann weiter a > b gelten. O

10.3. Fermats Grofer Satz fiir n = 4

Im 17. Jahrhundert (ca. 1637) notierte der franzosische Jurist und Mathematiker
Pierre de Fermat in seiner Ausgabe der Arithmetica von Diophantos von Alexandria
die Behauptung, dass die Gleichung (vgl. (10.3))

(10.5) X"+Yyt=2z"

fiir n € N mit n > 3 keine Losungen in den positiven ganzen Zahlen besidRe. (Man
beachte natiirlich, dass die obige Gleichung sehr wohl Losungen in den ganzen
Zahlen besitzt: (t,0, t) und (0, t, t) fiir beliebige t € Z und zusatzliche (t,—t,0), falls
n ungerade ist. Alle diese Losungen erfiillen XY Z = 0.)

Heutzutage geht man davon aus, dass Fermat seine Behauptung fiir den Spezialfall
n = 4 und vielleicht fiir auch fiir n = 3 beweisen konnte, aber nicht im Besitz eines
allgemeingiiltigen Beweises war. Seine Behauptung konnte erst 1994 von Andrew
Wiles (mit zusatzlicher Unterstiitzung von Richard Taylor) bewiesen werden. Obgleich
diese Ergebnisse weit jenseits dessen liegen, was wir mit den hier entwickelten
Methoden besprechen konnen, ist uns zumindest der Fall n = 4 trotzdem zugénglich.
Wir beweisen Folgendes:
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Satz 10.4. Die Gleichung
(10.6) X*+vt=w?
hat keine Losung in den positiven ganzen Zahlen.

Korollar 10.5. Die Gleichung (10.5) hat fiir n = 4 keine Losung in den positiven ganzen
Zahlen.

Beweis. Jede hypothetisch existente Losung (x, ¥, 2) € N von (10.5) liefert mit w = 2>
eine Losung (x, y,w) € N° von (10.6). Solche Losungen existieren laut Satz 10.4 aber
nicht. O

Beweis von Satz 10.4. Angenommen, (10.6) besidf3e Losungen in N2. Dann kénnen
wir eine solche Losung (x, y, w) € N® mit minimalem w auswihlen. Wir zeigen nun,
dass sich aus dieser Losung eine weitere Losung von (10.6) mit noch kleinerer rechten
Seite konstruieren lédsst. Der so erzeugte Widerspruch zeigt dann die Behauptung des
Satzes.

Wir behaupten, dass x und y teilerfremd sind. Denn angenommen nicht, also
x =pX und y = py mit X, ¥ € N und primem p, so liefert (10.6)

p*E*+ 7 =w’

Mittels eindeutiger Primfaktorzerlegung sieht man, dass p? ein Teiler von w ist. Damit
ist (X, J,w/p?) eine weitere Losung von (10.6) mit kleinerer rechter Seite als w, im
Widerspruch zu unserer Wahl von (x, y, w).

Ferner sind x und y nicht beide ungerade, denn anderenfalls erhielte man nach
Reduktion modulo 4

x*+y*=14+1=2=w? mod 4,

aber Quadrate sind stets = 0, 1 mod 4.

Durch etwaige Vertauschung von x und y diirfen wir davon ausgehen, dass x
ungerade ist. Es folgt, dass (x2, y2,w) ein primitives pythagoreisches Tripel mit x?
ungerade ist. Laut Satz 10.3 ist dieses also von der Form

xt=a?— b2,

y?=2ab,
w=a’+b?,

mit geeigneten teilerfremden a, b € N mit a > b, nicht beide ungerade. Insbesondere
haben wir

x*+b*>=a%

D.h. (x, b, a) ist ebenfalls ein pythagoreisches Tripel und x ist nach obiger Annahme
ungerade. Bei (x, b, a) handelt es sich sogar um ein primitives pythagoreisches Tripel,
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da jeder gemeinsame Teiler von x, b und a ja auch y* = 2ab teilt, aber x und y
jedoch teilerfremd sind. Eine abermalige Anwendung von Satz 10.3 liefert somit

x=r?—s2
b =2rs,
a=r?+s?

mit teilerfremden r,s € N mit r > s, nicht beide ungerade. Wegen a = r? + s sind
a, r und s sogar paarweise teilerfremd. Aus der Gleichung y? = 2ab = 4ars folgern
wir nun mittels eindeutiger Primfaktorzerlegung, dass die (paarweise teilerfremden!)
Zahlen a, r und s selbst Quadratzahlen sein miissen:

a=u-,
r=m?
s=n?

fiir geeignete u, m,n € N. Allerdings ist
m*+n*=r*+s>=a=u?

und bei (m, n,u) handelt es sich also um eine Losung von (10.6), die wegen
w=a’+b’>a’=u*>u

unserer minimalen Wahl von w widerspricht. O

10.4. Summen von Quadraten

Wir betrachten nun die Frage, welche ganzen Zahlen z sich als Summe zweier
Quadratzahlen schreiben lassen, d.h. wir wollen X2 + Y2 = Z 16sen. Offensichtlich
muss |X|,|Y| < vZ gelten und ein wenig Herumexperimentieren mit kleinen Werten
liefert die ersten paar Zahlen 2, die sich so darstellen lassen:

0,1,2,4,5,8,9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37.

Insbesondere lassen sich 3 und 6 nicht als Summe zweier Quadratzahlen schreiben.
Wir betrachten nun die Gleichung X2 + Y2 = Z in Z[i]. Fiir jede Lésung (x, y,z)
davon ist dann
z=x>+y*=(x+iy)(x —iy).
Wir zerlegen x +iy nun in ein Produkt 7, - - - 7, vom Primelementen von Z[i]. Ferner
zerlegen wir z in ein Produkt von Primzahlen z = p; - - - p,, wobei wir z > 2 annehmen.
Wir erinnern an die Notation - fiir die komplexe Konjugation. Nun ist

(10.7) pr-pr=2= (1 )7y e ) = (1 7) -+ - (7, 7T,

Bei den Produkten 7;7t; = N(7;) handelt es sich um Normen von Primelementen
(vgl. Aufgaben 12.2 und 15.4 und Aufgabe 12.3). Das folgende Ergebnis wurde in
der Losung von Aufgabe 15.4 bewiesen:
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Lemma 10.6. m = a +ib mit a, b € Z ist genau dann ein Primelement von Z[i] wenn
einer der beiden Fdlle eintritt:
(1) a?+ b? ist eine Primzahl,
(2) a?+ b? ist das Quadrat einer Primzahl, welche sich nicht als Summe zweier
Quadrate darstellen ldsst.

Beweis. Siehe die Losung zu Aufgabe 15.4 fiir mehr Details; wir skizzieren dennoch
einige wichtige Kernargumente. Wir wissen, dass N(7) = 1 genau dann gilt, wenn 7
eine Einheit ist. Ist 7 = a + ib prim, so ist 7T = N(7t) = p; - - - p, mit der Primfaktor-
zerlegung von N () in N. Also teilt = eine der Primzahlen p;, die wir kurz p nennen
wollen. Es gilt also N(7t) | N(7t) = p? und somit N(7t) € {p, p?}.

Sei nun umgekehrt m = a +ib € Z[i] beliebig mit N(7) € {p,p?}. Im Falle
N(m) = p folgt, dass 7 irreduzibel (also prim) ist, denn aus einer Gleichung © = m; 7,
folgt p = N(m) = N(mt;)N(m,) und also N(7;) =1 oder N(7,) = 1, womit 7t; oder
7, eine Einheit sein muss. Ist N(7t) = p? mit einer Primzahl p, die keine Summe
zweier Quadrate ist, so gibt es kein Element 7/ mit N(7’) = p und ein dhnliches
Argument wie eben zeigt, dass 7t prim ist. Ist hingegen N(7t) = p? mit einer Primzahl
p = a® + b?, so schreibt sich

nr=N(n) = (a®>+ b?)? = (a+ib)*(a —ib)>.
Man sieht hieran, dass 7 nicht prim ist. O

Der folgende Satz charakterisiert die Primelemente von Z[i] (siehe Abbildung 15).

Satz 10.7. Die Primelemente 1 von Z[i] sind bis auf Assoziierte wie folgt gegeben:
(1) m=1+i],
(2) t=a+ibmita®>+b*>=p (primin Z), p=1mod 4, a > |b| > 0,
(3) m = p mit einer Primzahl p = 3 mod 4.

Beweis. Gemalfs Lemma 10.6 geniigt es einzusehen, dass die Primzahlen p # 2, welche
sich als Summe zweier Quadrate schreiben lassen, genau die Primzahlen sind, die
kongruent 1 modulo 4 sind. In Aufgabe 15.4 (c) hatten wir schon gesehen, dass keine
zu 3 modulo 4 kongruente Zahl als Summe zweier Quadrate geschrieben werden
kann. Sei also p = 4n + 1 prim. Es geniigt dann zu zeigen, dass p Summe zweier
Quadrate ist. Hierzu beachte man die Gleichung

XM -1=X-1DX-2)--X—(p—1) in(Z/pZ)X].

(Diese folgt, da beide Polynome dieselben Nullstellen und denselben Grad haben;
beachte Korollar 1.10.) Ausmultiplizieren der rechten Seite und Vergleichen der
konstanten Koeffizienten liefert

—1=(-1)-(=2)-(~(p—1) = (p— 1)! - (1)’ mod p.



10.4. SUMMEN VON QUADRATEN 141

o
O 0 O O O

o G
o /0 O O O O 0 O O
e} e} (@] o
O,
OC O O
O O O

O
O O O O

©)
O ONO

(©]
o
(©]
(¢]
(®)
o O
(©]
O
o
O ONO O
e}

O O O

og|o O O
)

(OJNe;

O
O
o
oQ | OO
O O
O O]O O
O
O

o
O
o
o
o
o
(0]
¢}
)
OOO
O O

®)

O O O
©)
O
©)
)
O
O

O O O O

O O
)
O
(e}

Abbildung 15. Die Primelemente 7w = a +ib € Z[i] mit a®> + b? < 30%.
(Siehe Satz 10.7 und auch Aufgabe 15.4.)

(Die obige Kongruenz ist auch als Satz von Wilson bekannt.) Da p ungerade ist, folgt

1=(p—1)! = (4n)!
=(1-2---Cn))((p—1)-(p—2)---(p—2n))
= (2n)!-(=1)*"-(2n)! mod p.

Sei x = (2n)!. Dann ist p ein Teiler von x? + 1 = (x +i)(x — i), aber kein Teiler
von x £1i, denn in Q(i) D Z[i] ist (x £1i)/p = % + i}l—, ¢ Z[i]. Insbesondere ist p kein
Primelement in Z[i]. Fiir jedes Primelement © = a + ib von Z[i], welches p teilt,
gilt dann N () | N(p) = p?, da aber 7 nicht assoziiert zu p ist (denn p ist ja kein
Primelement von Z[i]), muss N(7t) # p? gelten. Es folgt a® + b> = N(7t) = p. O

Satz 10.8. Eine natiirliche Zahl z > 2 ist genau dann als Summe von zwei Quadraten
darstellbar, wenn in der Primfaktorzerlegung z = ]_[p p”*® von z alle Exponenten v,(2)
zu p = 3 mod 4 gerade sind.
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Beweis. Aus (10.7) und Satz 10.7 folgt, dass die im Satz angegebene Bedingung
jedenfalls notwendig ist. Um zu sehen, dass sie auch hinreichend ist, schreibe man

_ " v 20, 24k
Z_pl ...prr.ql qk

mit Primzahlen p; Z 3 mod 4 und Primzahlen q; = 3 mod 4. Jede solche Primzahl p;
ist Summe von zwei Quadraten, wie wir im Beweis von Satz 10.7 gesehen hatten;
wir schreiben p; = a? + b? = (a; + ib;)(a; —ib;). Es folgt, dass

z=N((a; +iby)" -~ (a, +ib,)"q5'¢*)

Summe zweier Quadrate ist. ]



KAPITEL 11

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Fiir das vorliegende, letzte Kapitel dieser Vorlesung schlagen wir einen Bogen zu
dem bereits in der Einleitung erwdhnten Zitat von Atiyah (siehe Seite iii), welches
die Algebra fiir ein méchtiges Instrument zum Losen von (geometrischen) Problemen
proklamiert, wenn man geometrische Argumente beiseite legt. In seiner berithmten
Arbeit , Analysis situs“, in der er die Topologie durch Einfiihrung algebraischer Me-
thoden revolutionierte (Fundamentalgruppe und simpliziale Homologie), schreibt
Poincaré:

,On a bien souvent répété que la Géométrie est Uart de bien raisonner
sur des figures mal faites; [... J“
— Henri Poincaré [31]

In diesem Kapitel gibt es ebenfalls so manche Abbildung, deren korrekte und stich-
haltige Auslegung wohl im Detail noch so manche Miihe fordern kénnte. Mithin
setzen wir eine gewisse geometrische Intuition stillschweigend voraus und hoffen,
dass geniigend Vorwissen aus der Analytischen Geometrie im Rahmen der Linearen
Algebra vorhanden ist, sodass Leserinnen und Leser die stellenweise weniger rigo-
rosen Schliisse, bei denen wir uns auf Schaubilder berufen, nétigenfalls in rigorose
Formeln packen konnten, sofern ihnen denn der Sinn danach stiinde.

Das vorliegende Kapitel mag auch einen Vorgeschmack auf die Vorlesung ,,Alge-
bra“ liefern, in welcher insbesondere die Kérpertheorie niher studiert wird. Diese
wird besonders davon belebt, dass jeder Ringhomomorphismus f: K — L zwischen
Korpern K und L den Korper L mit einer K-Vektorraumstruktur ausstattet, indem
man eine Skalarmultiplikation K x L — L durch (A,v)— f(A)- v definiert. (In der
Sprache der Algebren wird also jede K-Algebra L zu einem K-Vektorraum.)

Wir vereinfachen diese Betrachtungen fiir die vorliegenden Untersuchungen,
indem wir nur Algebren f: K — L betrachten, bei denen K ein Teilkorper von L ist
und f =id, |, die gewohnliche Inklusion bezeichnet. Tatsichlich ist dies sogar gar
keine wesentliche Einschrankung, da jeder Homomorphismus f: K — L zwischen
Korpern K und L injektiv ist — denn sein Kern ist ja ein Ideal im Korper K — und man
darum K mit seinem Bild f (K) C L in L identifizieren kann. Wir wollen allerdings
nicht weiter auf diesen Aspekt eingehen.

143
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11.1. Grad einer Korpererweiterung

Ist K ein Teilkorper des Korpers L, so nennt man dies eine Korpererweiterung.'
Wir schreiben hierfiir L /K und weisen explizit darauf hin, dass dies nicht mit einem
Faktorring zu verwechseln ist! (Bei K handelt es sich wegen 1, = 1, € K ohnehin
nur im Falle K = L um ein Ideal von L.)

Eine Korpererweiterung L /K stattet L in offensichtlicher Weise mit einer K-Vek-
torraumstruktur aus: Skalarmultiplikation mit ,,Skalaren“ A und einem , Vektor“ v € L
ist einfach das gewohnliche Produkt A - v mit der Korpermultiplikation aus L. Die
Dimension dimy L =: [L : K] nennt man Grad der Korpererweiterung L/K.

Fiir eine Korpererweiterung L/K und x € L bezeichnet man mit K(x) den kleins-
ten Teilkérper von L, der K U {x} als Teilmenge enthélt. (Man beachte die runden
Klammern; K[ x ] hingegen bezeichnet den kleinsten Teilring von L, der K U {x} als
Teilmenge enthélt.) Eine Korpererweiterung L /K der Form L = K(x) mit einem x € L
nennt man einfach.

Beispiele 11.1. Die folgenden Punkte illustrieren den Grad einer Kérpererweiterung.
Die darin gemachten Behauptungen zu beweisen sei den Leserinnen und Lesern selbst
uberlassen (siehe auch Satz 11.3).
(1) Qi) =Qli]={a+bieC:a,bcQ}und [Q({):Q]=2.
(2) C(i)=Cund [C(i): C]=1.
3) Q(vV2)=Q[v2]={a+bvV2+cv/4€C:a,bceQ} CcRund [Q(V2):
Q]=3.
(4) [C:R] =2 (mogliche R-Basis: {1,i}).
(5) [C: Q] = oo aus Kardinalitatsgriinden, da endliche Erweiterungen von Q
(wie man sich iiberlegen kann) stets abzdhlbar sind, C aber {iberabzéhlbar
1st.

Satz 11.2 (Gradformel). Sind K € L € L’ Korper, so gilt [L' : K]=[L’: L][L : K].

Beweis. Ist (b;); eine K-Basis von L und (v;); eine L-Basis von L', so rechnet man leicht
nach, dass (b;v;); ; eine K-Basis von L’ ist. In der Tat, ist x’ € L’ gegeben, so hat x’
. / __ . . . .
eine Darstellung x’' = > j V5 mit Skalaren u; € L. GleichermafSen hat jedes u; eine
Darstellung p; = >, A;;b; mit Skalaren A;; € K. Einsetzen liefert x" =37, > A;;b,v;.
Also handelt es sich bei (b;v;); ; um ein K-Erzeugendensystem von L'. Dieses System

ist auch linear unabhéngig, denn ist Zi’ j Aijbiv; = 0y eine Darstellung des Nullvektors

mit Skalaren A;; € K, so ist Zj(zi 2i;b;)v; = 0, eine Darstellung des Nullvektors
beziiglich der L-Basis (v;); von L', wobei die eingeklammerten Terme als Skalare aus L
zu interpretieren sind. Die L-lineare Unabhéngigkeit von (v;); liefert DA ib; =0y fiir
alle j. Mit der K-linearen Unabhé&ngigkeit von (b;); schliet man nun, dass sdmtliche
A;; gleich Og sein miissen. OJ

'Wir weisen abermals darauf hin, dass wir spiter in der Vorlesung Algebra einen beliebigen
Ringhomomorphismus K — L zwischen Korpern K und L als Kérpererweiterung bezeichnen werden.
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Beispiel. Fiir K = QQ betrachte
L=Q@l)={a+bi:a,beQ},
L' =Q@,v2)={a+bi+cv2+div2:a,b,c,d €Q}.

Hierbei ist {1,i} eine Q-Basis von L und {1, +/2} ist eine L-Basis von L’. Eine Q-Basis
von L’ ist gegeben durch

(1,1, v2,iv2} = {bv: (b,v) € {1,i} x {1, V2} }.

Wir wollen nun einfache Kérpererweiterungen Q(x)/Q naher beschreiben und
insbesondere verstehen, wie man deren Grad berechnen kann. Das Ergebnis, auf
welches wir abzielen ist Satz 11.3 (siehe unten). Es zeigt sich, dass hier Polynomringe
eine Schliisselrolle spielen.

Ist x € C beliebig, so gibt es gemal} Satz 7.4 genau einen Ringhomomorphismus
Q[X]— Q(x), der X auf x abbildet und das folgende Diagramm kommutativ macht:

QIX] =35> QI € C.

XX

Inh Akl.
Q

Der Kern von 1) ist die Menge aller Polynome f € Q[X] mit f(x) = 0.% Bei ker)
handelt es sich um ein Ideal von Q[X ] und dieses ist wegen 1y ¢ kervy von Q[X]
verschieden. Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: Ist kerap = {Oqx1}, so ist ¢ injektiv. Fasst man Q[X ] nun als Q-Vektorraum
auf,’ so sieht man, dass 1) eine injektive Q-lineare Abbildung ist. Es folgt dimg Q(x) =
dimg Q[X ] = 00, also [Q(x) : Q] = oo (sogar im Sinne von Kardinalzahlen, wobei
uns das hier aber nicht interessieren braucht).

Fall 2: Sei nun m := ker # {Og[x;}. Da Q[X] ein Hauptidealbereich ist (siehe
Satz 8.2 und Beispiel 8.1), gibt es ein Polynom f € Q[X]\ {Og[x7} mit m = (f) =

fQ[X]. Gemal} Satz 6.7 erhdlt man eine Einbettung 4 von Q[X]/m nach Q(x):

Q[X]/m

g—>g+mT T~
QIX] ——~—— Q(x)CC.

XX

Irh, Ad.
Q

2Man beachte, dass die Auswertung f(x) von f bei x gerade als y)(f) definiert war.
3Man vergesse einfach, dass man beliebige Polynome multiplizieren kann und betrachte die
Multiplikation mit A € Q € Q[X] als Skalarmultiplikation.
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Da Q(x) als Korper natiirlich auch ein Integritétsbereich ist, muss Q[X]/m als zu
einem Teilring davon isomorpher Ring selbstverstandlich auch schon nullteilerfrei
sein und m ist also ein Primideal von Q[X ]. (Dieses Argument ist ein Spezialfall von
Aufgabe 11.1.) Dann ist f allerdings ein Primelement von Q[X ], also insbesondere
irreduzibel (Lemma 8.5). Laut Proposition 8.8 ist m dann sogar ein maximales Ideal
und Q[X ]/m demnach ein Korper (Korollar 6.10). Nun ist aber y(Q[X]/m) ein
Teilkorper von Q(x) € C, der QU {x} enthalt. Da Q(x) bereits schon als minimaler
solcher Teilkorper (von C) definiert ist, folgt ¢ (Q[X ]/m) = Q(x). Wir haben also
Q[X]/m = Q(x) als Q-Algebren, aber insbesondere auch als Q-Vektorraume. Somit ist
[Q[X]/m: Q] =[Q(x) : Q]. Jedoch ist dimgy(Q[X ]/m) einfach zu bestimmen: man
rechnet leicht nach, dass die Restklassen modulo m der Monome X°, X1, ..., xd8/~1
eine Q-Basis von Q[X ]/m bilden (Division mit Rest!).

Alle Erzeuger f von ker ) sind paarweise assoziiert zueinander (vgl. Korollar 8.4).
Insbesondere haben alle diese Erzeuger denselben Grad. Im Falle kertp # {Ogx;} ist
dieser Grad > 1 und es gibt genau einen normierten Erzeuger von kert (d.h. mit
Leitkoeffizient 1). Diesen nennen wir Minimalpolynom von x und x nennen wir
algebraisch. Wir schreiben oft m, fiir das Minimalpolynom einer algebraischen Zahl
x. Ist kery = {Oqx1}, d.h. gibt es kein nichtverschwindendes Polynom f € Q[X ] mit
f(x) =0, so nennen wir x transzendent.

Satz 11.3. Fiir x € C gelten die folgenden Aussagen:
(1) Ist x algebraisch mit Minimalpolynom m,, so ist [Q(x) : Q] = degm,.
(2) Ist x transzendent, so ist [Q(x) : Q] = oo.

Beispiele 11.4.

(1) Ist x € Q, so ist X — x ein irreduzibles, normiertes Polynom, welches x als
Nullstelle besitzt. Es folgt m,, = X —x und also degm, = 1. Satz 11.3 liefert
[Q(x) : Q] =1, was uns auch nicht wundern braucht, da hier Q(x) = Q gilt
und {1} eine Q-Basis von Q(x) bildet.

(2) x = +/2 ist Nullstelle des normierten Polynoms X3 — 2X, dieses ist aller-
dings nicht irreduzibel. Ungeachtet dessen folgt aber schon, dass die oben
betrachtete Abbildung 1 nicht-trivialen Kern besitzt. Also ist v2 jeden-
falls algebraisch. Das Minimalpolynom m, von +/2 ist der Erzeuger von
ker1)p X3 —2X, also ein Teiler von X3 —2X = (X?—2)X. Tatsichlich stellen
wir fest, dass X? — 2 € Q[X] irreduzibel (und normiert) ist. Demnach ist
das Minimalpolynom von +/2 gleich X2 — 2 und es folgt [Q(+/2) : Q] = 2.
Wir haben Q(v2) ={a+b+v/2:a,b €Q} und {1, v2} ist eine Q-Basis von
Q(v2).

(3) x = +/2 ist Nullstelle des normierten, irreduziblen* Polynoms X3 —2. Es folgt

[Q(+/2) : Q] = 3. Eine Q-Basis von Q(+/2) ist durch {1, v/2, v/4} gegeben.

4Die Irreduzibilitit kann man (wie auch schon bei X2 — 2) z.B. mittels des Eisenstein-Kriteri-
ums nachweisen. Alternativ kann man sich auch auf Aufgabe 13.3 berufen, wenn man z.B. mittels
Aufgabe 14.3 feststellt, dass die fraglichen Polynome keine rationalen Nullstellen besitzen.
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(4) Die Kreiszahl 7 ist transzendent nach einem beriihmten Ergebnis von Linde-
mann (1882). Hermite (1873) bewies wenige Jahre zuvor die Transzendenz
der Eulerschen Zahl e. Satz 11.3 liefert dann [Q(7) : Q] = oo, wie auch

[Q(e) : Q] = oo.

Man kann zeigen, dass es in einem mengentheoretischen Sinne deutlich mehr
transzendente Zahlen gibt, als algebraische. (Q[X ] ist abzéhlbar und jedes Polynom
aus Q[X ]\ {Og(x} hat nur endlich viele Nullstellen in C; die Menge der algebraischen
Zahlen in C ist demnach abzihlbar und ihr Komplement in C, — die Menge der
transzendenten Zahlen, — ist darum t{iberabzihlbar.)

Man kann auch (mehr oder minder) einfach transzendente Zahlen konstruieren,
z.B. die Zahl

(o]

L =0.11000100...00100...0010...,

10k! —_——— ——
k=1 17 Nullen 94 Nullen
welche in ihrer Dezimaldarstellung hinter dem Komma Einsen genau an den Stellen
1, 2, 6, 24, 120, usw. besitzt (und sonst nur Nullen), ist nach einem Ergebnis von
J. Liouville transzendent. (Grobe Begriindung: man kann sich mit etwas Analysis
iiberlegen, dass nicht-rationale algebraische Zahlen (in einem prézisierbaren Sinne)
nicht ,,zu gut“ durch rationale Zahlen approximierbar sind, aber die Partialsummen
der obigen Reihe geben ,zu gute“ Approximationen an den Reihengrenzwert, da die
Reihenreste sehr rapide klein werden.)

Von einer gegebenen Zahl x nachzuweisen, dass diese transzendent ist, ist im
Allgemeinen sehr schwierig. Man muss ja schliel3lich nachweisen, dass es kein Polynom
f € Q[X] aufler dem Nullpolynom mit f (x) = 0 gibt. Man hat also Eigenschaften
von x auszumachen, welche von keiner Nullstelle eines Polynoms (# Oqx;) geteilt
werden. Die in Beispiel 11.4 (4) proklamierte Transzendenz von e und 7 werden
wir hier also nicht beweisen, da uns dies zu tief in die Analysis fiihren wiirde. Wir
verweisen auf [27, Appendix 1] oder [29] fiir umfangreichere Behandlung.

11.2. Konstruierbare Zahlen

Wir betrachten C = {a +ib : a,b € R} = R? in kartesischen Koordinaten,
wobei es sich bei der letzten Isomorphie um eine Isomorphie von R-Vektorrdumen
handelt.”> Auf R? hat man auch das gewéhnliche Euklidische Skalarprodukt, welches
uns Winkelmessung ermoglicht. Die hiervon induzierte Norm korrespondiert unter
der angesprochenen Isomorphie C = R? zu dem Absolutbetrag komplexer Zahlen.

11.2.1. Erlaubte Grundkonstruktionen. Wir definieren nun die Menge K C C
der mit Zirkel und Linear konstruierbaren Zahlen als jene komplexe Zahlen, die
man durch Anwendung von endlich vielen der folgenden Schritte erhalten kann:

e 0 und 1 sind konstruierbar (siehe Abbildung 16 (a)).

>Man beachte, dass das direkte Produkt R x R von Ringen hier kein Kérper ist, ja nicht mal ein
Integritdtsbereich: (1,0)-(0,1)=(1:0,0-1) =(0,0) = Ogxg-
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e
=

(a) 0 und 1 sind konstruierbar.

O—1—0o

(¢) Schneiden von Geraden und Kreisen. (d) Schneiden von Kreisen und Kreisen.

Abbildung 16. Die erlaubten Grundkonstruktionen beim Konstruieren
mit Zirkel und Lineal (siehe § 11.2.1).

e Ist z € C Schnittpunkt zweier nichtidentischer Geraden, wobei jede der
Geraden zwei verschiedene konstruierbare Zahlen enthélt, so ist auch z
konstruierbar (siehe Abbildung 16 (b)).

e Ist z € C Schnittpunkt einer Geraden, die zwei verschiedene konstruierbare
Zahlen enthélt, mit einem Kreis dessen Mittelpunkt eine konstruierbare Zahl
ist und dessen Radius Betrag einer konstruierbaren Zahl ist, so ist auch 2
konstruierbar (siehe Abbildung 16 (c)).

e Ist z € C Schnittpunkt zweier nichtidentischer Kreise wie in der obigen
Situation, so ist z ebenfalls konstruierbar (siehe Abbildung 16 (d)).

11.2.2. Ableitbare Hilfskonstruktionen. Wir wollen nun die Menge K der kon-

struierbaren Zahlen nédher studieren. Dafiir besprechen wir zunéachst einige Hilfskon-
struktionen, die mit konstruierbaren Zahlen moglich sind. Wir beziehen uns dafiir
auch auf die ,konstruierbaren Kreise und Geraden“, die wir streng genommen nicht
definiert haben, doch sollte deren Definition den Leserinnen und Lesern klar sein.

11.2.2.1. Beliebig grofse Radien. Zunéchst sei Z C K bemerkt, wie man durch

wiederholtes Abtragen der Strecke von 0 auf 1 auf der Geraden durch 0 und 1 sieht
(siehe Abbildung 17 (a)). Insbesondere lassen sich beliebig lange Strecken erzeugen,
die man als Radien fiir Kreise verwenden kann.
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(a) Alle ganzen Zahlen sind konstruierbar (b) Fillen eines Lotes (§ 11.2.2.2). (Fiir den
(8§11.2.2.1). hinreichend grof3en Radius fiir den gepunk-
teten Kreis beachte man § 11.2.2.1.)

(c¢) Mittelpunktskonstruktion (§ 11.2.2.3), (d) Konstruktion der Senkrechten auf eine
vgl. Fillen eines Lotes (§ 11.2.2.2). Gerade durch einen Punkt (siehe § 11.2.2.4),
vgl. Konstruktion des Lotes, § 11.2.2.4.

Abbildung 17. Ableitbare Hilfskonstruktionen beim Konstruieren mit
Zirkel und Lineal (siehe § 11.2.2), Teil 1.

11.2.2.2. Lot fdllen. Man kann das Lot von einer konstruierbaren Zahl z auf eine
Gerade féllen, welche durch zwei konstruierbare Punkte g; und g, beschrieben wird,
welche z nicht enthélt (siehe Abbildung 17 (b)).

Insbesondere ist der Abstand von z zu der Geraden durch g; und g, in der obigen
Situation eine konstruierbare Zahl. (Man trage diesen auf der Geraden durch 0 und 1
ab.) Man sieht auch, dass es sich bei der zu z = a+ib (a, b € R) komplex-konjugierten
Zahl z = a —ib um eine konstruierbare Zahl handelt.

11.2.2.3. Mittelpunkte. Man kann zu je zwei konstruierbaren Punkten w und w’
deren Mittelpunkt (w + w’)/2 konstruieren (sieche Abbildung 17 (c)).

11.2.2.4. Senkrechte auf eine Gerade durch einen Punkt. Man kann zu jedem
konstruierbaren Punkt z, der auf einer konstruierten Gerade liegt, auch die Senkrechte
auf die fragliche Gerade durch z konstruieren (siehe Abbildung 17 (d)).

11.2.2.5. Parallelverschiebung. Indem man auf einer konstruierten Senkrechten
eine bereits konstruierte Lange abtrdgt und dort eine weitere Senkrechte konstruiert,
kann man eine beliebige Gerade um eine konstruierte Strecke parallelverschieben
(siehe Abbildung 18 (a)).
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(a) Parallelverschiebung (§ 11.2.2.5).

(d) Sind z und w konstruierbar, so auch z—w

(c¢) Addition von Winkeln (§ 11.2.2.7).
(§11.2.2.8).

Abbildung 18. Ableitbare Hilfskonstruktionen beim Konstruieren mit
Zirkel und Lineal (siehe § 11.2.2), Teil 2.

-1 0 5 r
\ |
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(@) Sind r,p > 0 konstruierbar, so (b) Konstruktion von Quadratwurzeln
auch ir/p (fiir eine Verallgemeinerung, sie- (§ 11.2.2.10).
he § 11.2.2.9).
Abbildung 19. Ableitbare Hilfskonstruktionen beim Konstruieren mit
Zirkel und Lineal (siehe § 11.2.2), Teil 3.

11.2.2.6. Winkelhalbierende. Zu zwei sich in z schneidenden, durch konstruierba-
re Punkte gegebene Geraden lasst sich die Gerade konstruieren, welche z enthilt und
den® Winkel zwischen den beiden Ausgangsgeraden halbiert (siehe Abbildung 18 (b)).

6Zwei sich schneidende Geraden liefern, sofern man diese nicht orientiert, eigentlich i.Allg. zwei
Winkel (es sei denn, sie stehen senkrecht). Kombiniert man diese Konstruktion mit der Senkrechten-

Konstruktion, so erhilt man aber auch die zweite Winkelhalbierende.
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11.2.2.7. Winkeladdition und Winkelsubtraktion. Ein Winkel, der von zwei kon-
struierbaren Geraden eingeschlossen wird, soll konstruierbarer Winkel heien. Zu je
zwei konstruierbaren Winkeln a und  kann man zu jeder konstruierbaren Geraden
und jedem konstruierbaren Punkt auf dieser, eine Gerade durch diesen Punkt kon-
struieren, welche die urspriingliche Gerade im Winkel a + 8 bzw. a — 3 schneidet
(siehe Abbildung 18 (c)).

11.2.2.8. Subtraktion. Sind z und w konstruierbar, so ist auch z—w konstruierbar
(siehe Abbildung 18 (d)). Die blaue und rote Gerade in der Abbildung entstehen durch
Parallelverschiebung (§ 11.2.2.5) der Geraden durch 0 und z bzw. 0 und w um den
Abstand von —w bzw. z zu der jeweils urspriinglichen Geraden. Man beachte, dass, wie
bei der Erorterung zur Féallung des Lotes (§ 11.2.2.2) erwédhnt wurde, die fraglichen
Abstdnde, um die hier parallel-verschoben werden soll, ebenfalls konstruierbar sind.

11.2.2.9. Division. Sind z,w # 0 konstruierbar, so ist auch z/w konstruierbar. In
der Tat ist z/w die komplexe Zahl, deren Argument (modulo 27) die Differenz der
Argumente von z und w ist und deren Betrag der Quotient der Betrdge von z und
w ist. Da wir schon wissen, dass man Winkel subtrahieren kann, geniigt es daher
zu zeigen, dass man aus den konstruierbaren Zahlen r = |z| und p = |w| die Zahl
r/p konstruieren kann (siehe Abbildung 19 (a)). In der Abbildung entsteht die rote
Gerade aus der blauen durch Parallelverschiebung um den Abstand von 1 zur blauen
Geraden.

11.2.2.10. Quadratwurzeln. Zu einer konstruierbaren Zahl z ist auch jede Losung
der Gleichung X 2 _z (also £+/%) konstruierbar. Betrachtet man die Situation nidmlich
abermals in Polarkoordinaten, so geniigt es einen Winkel zu halbieren — was wir
schon als moglich nachgewiesen haben —, sowie die Quadratwurzel /r aus der
konstruierbaren Zahl r = |r| zu konstruieren. Daraus konstruiert sich dann jedenfalls
eine Losung +/z der fraglichen Gleichung und die zweite Losung bekommt man
durch Subtraktion: —4/z = 0 — 4/2; — eine Differenz konstruierbarer Zahlen! Siehe
Abbildung 19 (b). Um zu sehen, dass der in der Abbildung mit i,/r beschriftete Punkt
wirklich zu Recht diese Beschriftung trigt, also der Schnittpunkt des schwarzen
Kreises und der vertikalen Achse gleich i4/7 ist, muss man nur bemerken, dass

=1 _ . _ ] 12 _ 21 4D 1 _ﬂ_| _g|
2 1\/7|—V4+r—v . 7 — 2 —I'Tm=|r—=

gilt; alternativ konnte man auch die Punkte —1, r und z = i4/r [ohne den Wert des
dritten Punktes wirklich zu kennen] zu einem Dreieck verbinden. Dieses Dreieck ist
rechtwinklig gemaR des Satzes von Thales. Die Lange |z| der Strecke von 0 zu z ist
die Hohe des Dreiecks und diese entspricht geméals des Hohensatzes von Euklid genau
der Wurzel aus dem Produkt der Abstdnde von —1 zu O und O zu r, also |z| = V1 -1,
wie gewiinscht.)

11.2.3. Zusammenfassung. Wir sammeln einige wichtige Erkenntnisse aus den
in § 11.2.2 besprochenen Hilfskonstruktionen in dem folgenden Lemma:
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Lemma 11.5. Die Menge K der konstruierbaren Zahlen bildet einen Teilkérper von C.
Dieser ist abgeschlossen unter Ziehung beliebiger Quadratwurzeln, d.h. ist z € K, so ist
auch +4/z € K. Zudem ist eine komplexe Zahl z genau dann in K, wenn Reg und Imz
in K liegen.

Beweis. Definitionsgemals ist 0,1 € K. Ferner zeigen § 11.2.2.8 und § 11.2.2.9 zu-
sammen mit dem Untergruppenkriterium (Proposition 1.3) K < (C,+) und K\ {0} <
(C, -). Die Abgeschlossenheit unter Ziehung von Quadratwurzeln wurde in § 11.2.2.10
begriindet.

Sei nun z € K. In § 11.2.2.2 hatten wir bereits begriindet, dass z in K liegt. Dann
liegen aber auch Rez = %(z +z)und ilmz = %(z —2) in K. Wegen i € K ist dann
allerdings auch Imz € K.

Gilt umgekehrt fiir z € C, dass Rez und Imz in K liegen, so auch z = Rez +
ilmz. 0

11.2.4. Charakterisierung konstruierbarer Zahlen. Wir setzen Q, := Q und
Q1 =Q.({vz:2€Q,}) CCfirn=0,1,2,.... Dannist Q, £ Q; € Q, C ...
eine aufsteigende Kette von Teilkorpern von C. Insbesondere ist Q := U:ZO Q, ein
Teilkorper von C und dieser ist abgeschlossen unter Ziehung beliebiger Quadratwur-
zeln. Tatsachlich ist aus der Konstruktion von Q unmittelbar klar, dass Q der kleinste
Teilkorper von C ist, der abgeschlossen unter Ziehung beliebiger Quadratwurzeln
ist. Die Elemente von Q sind alle Zahlen, die sich aus arithmetischen Operationen
(Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) und Quadratwurzelziehen bilden
lassen, z.B. z, = 2(17 £ +/17) € Q und auch

i(—1+\/1_7+ \/Z+2\/17+3\/1_7—\/Z—2\/Z)€Q-

16
Proposition 11.6. K=Q.

Beweis. Lemma 11.5 zeigt Q € K und es verbleibt lediglich die umgekehrte Inklusion
nachzuweisen. Hierzu geniigt es einzusehen, dass Q abgeschlossen beziiglich der
in § 11.2.1 beschriebenen Grundkonstruktionen ist.

Die komplexe Konjugation ~: C — C ist ein Kérperautomorphismus’ von C.
Induktiv zeigt man Q_n =Q, firn=0,1,2,..., wobei der Induktionsanfang wegen
Qo = Q trivial ist. Fiir den Induktionsschritt beachte man

Q= QU Vz:2€QN=Q,({Vz:2€Q,})
=Q,({Vz:z€Q,N=Q,({vw:weQ,})
:Qn({m:WEQn}):QrHl:

wobei beim Ubergang zur letzten Zeile die Induktionsvoraussetzung benutzt wur-
de. Hieraus ergibt sich Q = Q. Wie im Beweis von Lemma 11.5 ergibt sich fiir

’Das ist ein bijektiver Ringhomomorphismus dessen Definitions- und Zielbereich derselbe Kérper
ist.
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z € C dann 2 € Q < Rez,Imz € Q. Aulderdem folgt fiir z,w € Q auch |z| =
v/ (Re2)? + (Imz)? € Q und allgemein |z —w| € Q.

Sind nun z,w,2’,w’ vier paarweise verschiedene Punkte in Q, so ist die Gerade
durch z und w genau {t(z—w)+w € C : t € R}. Analog fiir die Gerade {t'(z'—w') +
w € C:t' €R} durch 2’ und w'. Sind diese beiden Geraden nicht gleich und auch
nicht parallel, so ist der (eindeutig bestimmte) Schnittpunkt beider Geraden durch
v = tyo(z —w)+w mit

w—w

to = :
z2—z2' +wW —w
gegeben. Man sieht t, € Q und also v € Q.

Ganz analog behandelt man das Schneiden einer durch Punkte z,w € Q defi-
nierte Gerade mit einem Kreis, dessen Mittelpunkt in Q liegt und dessen Radius
durch |z’ —w’'| € Q fiir zwei Punkte z’,w’ € Q gegeben ist. Real- und Imaginérteil
von etwaigen Schnittpunkten sind dann iiber eine lineare und eine quadratische
Gleichung miteinander verbunden, wobei die Koeffizienten jeweils Elemente von Q
sind. Auflosen dieser Gleichungen fiihrt aber (nach Definition von Q) nicht aus Q
heraus und wir erkennen, dass etwaige Schnittpunkte auch in Q liegen.

Das Schneiden zweier Kreise verlauft dhnlich. 0J

Beispiel. Wir wollen einsehen, dass x = cos(27/5) konstruierbar ist. Hierfiir setzen
wir {5 = exp(2mi/5). Wegen {3 = 1 ist {5 Nullstelle von X° —1 = (X — 1)(X* + X° +
X?+X +1)= (X —1)®; (vgl. Beispiel 9.14) und wegen s # 0 folgt

(11.1) ®5({s) =i+ 3+ +{s+1=0.

Nun ist 2x = 2Re({s) = {5+ ¢ ;1. Wir wollen eine algebraische Gleichung fiir x
finden. Hierzu quadrieren wir und erhalten (2x)* = ¢% + 2 4+ {_*. Mit dem Ziel
schlieRlich (11.1) zum Einsatz bringen zu kénnen, betrachten wir (2x)? + 2x =
$2+8s+2+¢. "+ ;% und schlieBlich (2x)*+2x—1)¢2 = ({2 +{s+1+(. ' +4.2)02 =
®:({s) = 0. Also haben wir 4x? + 2x — 1 = 0. Lést man diese Gleichung nun mit der
bekannten quadratischen Losungsformel nach x auf, so erhidlt man x = %(1/3 —1).
Daran erkennt man x € Q = K gemal} Proposition 11.6.

Satz 11.7. Eine komplexe Zahl z ist genau dann konstruierbar, wenn es ein n € N und
komplexe Zahlen z,,...,z, gibt derart, dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
o Fiir Ky :=Qund K;; . =K(2;,1) (i=0,1,2,...,n—1) gilt [K;,; : K;] < 2.
e z€K,.
Insbesondere ist [Q(z) : Q] fiir jedes z € K eine Zweierpotenz.

Beweis. Jedes z € K lésst sich durch endlich viele Grundkonstruktionen konstruieren.
Real- und Imaginérteil der konstruierten Zahlen w,,w,, ... gentigen dabei jeweils
immer einer linearen oder quadratischen Gleichung mit Koeffizienten aus dem Teil-
korper von C, der von den bereits konstruierten Zahlen aus Q erzeugt wird (vgl. den
Beweis von Proposition 11.6). Fiir den Kérperturm Q =K, € K; €K, C ... kann man
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dann
Q <€ Q) € Q(i,Rew;) € Q(i,Rew;,Imw,) € Q(i,Rew,,Imw;,Rew,) C ...

wahlen.

Fiir die Umkehrung sei Q = K, € K; €K, C ... ein Korperturm mit [K;,; : K;] < 2
an jeder Stelle. Wir diirfen [K,,, : K;] = 2 annehmen, da sonst K; = K, gilt und
dieser Zwischenschritt weggelassen werden kann. Es geniigt K; € K per Induktion
iiberi =0,1,2,... zu zeigen. Der Induktionsanfang ist klar. Fiir den Induktionsschritt
beachte man, dass fiir jedes w € K;,; \ K; der Korper K;(w) zwischen K; und K;
liegt: K; € K;(w) € K;,,. Gemal} Satz 11.2 folgt 1 < [K;(w) : K;] < [K;4; : K;] =2
und somit erfiillt w eine quadratische Gleichung mit Koeffizienten aus K; € K. Also
gilt w € Q =K (beachte die aus der Schule bekannte quadratische Losungsformel).

Zum Beweis der Zusatzaussage sei z € K und K,, ..., K, seien wie oben definiert.
Man beachte, dass Q(z) wegen z € K, ein Teilkorper von K,,. Dann liefern Satz 11.2
und eine triviale Induktion, dass

[K,: Q(2)][Q(2) : Q] =[K, : Q]

n
=[K,: K ]=[K, : K, 1][Kq 1 Kl =... = l_[[Ki :Ki4]
i=1
eine Zweierpotenz ist. Demnach ist auch [Q(z) : Q] eine Zweierpotenz. O

Bemerkung. Man kann zeigen, dass keine der vier komplexen Nullstellen des Po-
lynoms X* + X + 1 konstruierbar sind. Fiir jede solche Nullstelle x ist allerdings
[Q(x) : Q] = 4 einer Zweierpotenz. Hierzu dquivalet ist die Behauptung, dass zwi-
schen Q und Q(x) kein Koérper K mit [K : Q] = 2 passt. Derartige Aussagen lassen
sich mit Galois-Theorie beweisen. Wir verweisen auf die Vorlesung , Algebra“ fiir
Details.

11.3. Klassische Konstruktionsprobleme

Wir besprechen hier abschlie3end einige Anwendungen auf klassische Konstrukti-
onsprobleme.

11.3.1. Regelmifige n-Ecke. Im Jahre 1796 verbliiffte der damals 19-jéhrige
Carl Friedrich Gaul$ (1777-1855) die mathematische Fachwelt mit einer Entdeckung,
welche dem Gebiet der Elementargeometrie, die damals seit EUKLIDs Zeiten (ca. 3. Jh.
v. Chr.) als abgeschlossen erachteten wurde, neue Wege ebnete.

Bis zur Entdeckung von Gaul}, welcher heutzutage als einer der bedeutendsten
Mathematiker schlechthin gilt, war nicht bekannt, ob neben den Dreiecken, Viere-
cken, Fiinfecken und Fiinfzehnecken, und denen, welche durch Verdopplung von
Seitenzahlen entstehen, weitere regulére Vielecke mit Zirkel und Lineal konstruierbar
sind.® GauR fiigte dieser Liste unter anderem das regelmiRige Siebzehneck hinzu.

8Fiir regulire Dreiecke und Vierecke ist das leicht ohne groRe Uberlegungen zu erkennen. Fiir das
regulére Flinfeck beachte man, dass das Beispiel auf Seite 153 die Konstruierbarkeit von cos(27/5)
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Gaul? selbst gab keine Konstruktionsanleitung fiir die Konstruktion regelméf3iger
Siebzehnecke. Seine Demonstration der Konstruierbarkeit fufdte alleinig auf der
beeindruckenden trigonometrischen Identitat

(11.2) cos(i—;) = %6(\/1_7—1 +1/2(17 - v17) +
+2\/17+3\/1_7— V27— V17— /8017 + \/1_7)).

Glaubt man diese Identitédt, so folgt aus Satz 11.7 offenbar die Konstruierbarkeit
regelmalliger 17-Ecke.

Abbildung 20. Zur Konstruktion eines reguldren 17-Ecks nach Calla-
gi[7].

liefert und somit auch exp(27i/5) (der Punkt auf dem Einheitskreis oberhalb von cos(27/5)) konstru-
ierbar ist. Die (also konstruierbaren!) Punkte exp(27ij/5) mit j = 1,2,3,4,5 bilden die Eckpunkte
eines reguldren Fiinfecks.
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Die folgende Konstruktion stammt von Callagy [7]. Man starte mit Punkten
O =0¢€Cund P =1 € C und konstruiere sodann:’

(1) Q,Rund S (wie in der Abbildung);

(2) A auf OR mit |OA| = 1|OR|;

(3) B und C auf QP derart, dass AB und AC die internen und externen Winkel-
halbierenden von OAP sind;

(4) D und E auf OP derart, dass |CD| = |CA| und |BE| = |BA| gilt;

(5) M als Mittelpunkt der Strecke von Q nach D;

(6) F auf OS derart, dass [MF| = |[MQ|;

(7) G auf dem Halbkreis mit Durchmesser |OE| derart, dass |OG| = |OF| gilt;

(8) H auf OP derart, dass |EH| = |EG]| gilt;

(9) P, als Schnittpunkt des Lotes auf OP im Punkt H mit dem Kreis um O mit
Radius |OP|.

Die Punkte P und P; sind nun aufeinander folgende Eckpunkte eines reguldren
Siebzehnecks mit Schwerpunkt O und Umkreis = Kreis um O mit Radius |OP|. Die
{ibrigen Ecken erhélt man durch iteriertes Abtragen der Lénge |PP, | auf dem Umkreis.

Eine animierte Darstellung dieser Konstruktion (mit allen dabei benétigten Teil-
schritten) findet man online unter der folgenden Adresse:

https://www.math.tugraz.at/~mtechnau/ruler-and-compass.html

Wir bemiihen uns hier nicht um einen Beweis dessen, dass die hier beschriebene
Konstruktion tatsachlich ein regelmaf3iges 17-Eck liefert. Um dennoch einen kurzen
Einblick in das zu geben, was geschieht beachte man, dass es sich bei R tatsadchlich
um die komplexe Zahl i handelt. Dementsprechend ist A = %ri und mit einer kurzen

Rechnung zeigt man auch B = (1+ +17)}, sowie C = (—1—+/17)/16. AnschlieRend

lasst sich auch
1
D= 1—6(—1 —V17+2Q7+ v 17))

bestatigen, und so fahrt man fort, bis hin dazu, dass H die rechte Seite von (11.2)
ergibt.

Der zur Durchfiihrung der Konstruktion notige Aufwand ist beeindruckend und
wirft Fragen auf:

(1) Wie findet man solche Konstruktionen? Tatsdchlich lassen sich diese mit den
zuvor beschriebenen Hilfskonstruktionen aus dem oben fiir cos(27/17)
angegebenen Wurzelausdruck ableiten.

(2) Wie findet man solche Wurzelausdriicke?

(3) Fiir welche n ist das Auffinden eines solchen Wurgzelausdrucks fiir cos(2m/n)
moglich?

Wir benutzen hier die in der Geometrie iibliche Notation, dass fiir Punkte A # B die (eindeutig
bestimmte) Gerade, welche durch A und B verlauft, mit AB bezeichnet wird. Ahnlich bezeichnet |AB|
den Abstand von A und B.
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Mehr Details gibt es im Rahmen der Vorlesung ,, Algebra“. Hier beweisen wir jedenfalls,
dass man regelmél3ige Siebenecke nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren kann:

(a) Angenommen, die Eckpunkte eines regel-
maéaligen 7-Ecks wéren konstruierbar. Dann
lasst sich auch der Mittelpunkt konstruieren.

(b) Durch Subtraktion des Mittelpunktes
lasst sich davon ausgehen, dass dieser der
Nullpunkt ist. Durch Schneiden der Geraden
durch Mittelpunkt und Eckpunkte mit einem
Kreis mit Radius 1 ergibt sich ein normiertes
regelmafliges 7-Eck.

(c) Durch Abtragen der also (hypothetisch!)
konstruierbaren Seitenlénge eines normier-
ten 7-Ecks auf dem Einheitskreis erkennt
man die vermeintliche Konstruierbarkeit von

¢ =exp(27i/7).

(d) Erstaunliche Randbemerkung: regelma-
Rige 17-Ecke kann man — so ein beriihmtes
Ergebnis von Gauf’ — konstruieren.

Abbildung 21. Zur (Nicht-)Konstruierbarkeit regelméfliger 7-Ecke

(siehe Satz 11.8).

Satz 11.8. Das regelmadfsige Siebeneck ist nicht mit Zirkel und Linear konstruierbar.

Beweis. Angenommen man konnte ein regelmaf3iges Siebeneck konstruieren. Die in
Abbildung 21 beschriebenen Argumente zeigen dann, dass die Zahl { = exp(27i/7)

konstruierbar ist. Diese ist Nullstelle von

X"—1=X-1DX°+X°+X*+ X3+ X>+X +1) = (X —1)&,.

Also ist ®,({) = 0. Andererseits ist ®, aber auch irreduzibel (siehe Beispiel 9.14). Aus
Satz 11.3 folgt [Q({) : Q] = 6. Dies ist allerdings keine Zweierpotenz, was wegen
Satz 11.7 im Widerspruch zur eingangs angenommenen Konstruierbarkeit von ¢

steht.

O



158 11. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL

Der Beweis von Satz 11.8 lasst erahnen, dass die Konstruierbarkeit regelméafiger
n-Ecke viel mit den Nullstellen des Polynoms X" — 1 zu tun hat. In der Vorlesung
,Algebra“ beschéaftigen wir uns ndher damit. Unsere hier benutzte Argumentation
lasst sich so zusammenfassen:

(1) Konstruierbarkeit von ¢ € C kann man gemaf3 Satz 11.7 aus dem Teilkor-
perverband der Erweiterung Q({)/Q ablesen.

(2) Der Grad [Q({) : Q] ist eine Invariante, welche der Korpererweiterung
Q(¢)/Q zugeordnet ist, und diese erlaubt Riickschliisse auf den zugehorigen
Teilkorperverband. (Geméal} der Gradformel, Satz 11.2, ist der Grad namlich
multiplikativ in Tiirmen und gewisse Teilerweiterungen spiegeln sich in
Form von Teilbarkeitseigenschaften des Grades wieder.)

(3) In giinstigen Fallen erhélt man somit ausreichend viel Information iiber
den Teilkorperverband von Q(¢) iiber Q, um die Konstruierbarkeit von {
ausschlief3en zu konnen.

Es liegt auf der Hand, dass wir nicht erwarten diirfen, mit diesem Argument die
konstruierbare Zahlen wirklich vollstdndig behandeln zu konnen: der Grad ist eine
zu schwache Invariante, um die volle Komplexitidt des Teilkorperverbandes einer
Korpererweiterung abbilden zu konnen. (Um zu sehen, dass dieses Bauchgefiihl auch
stimmt, fehlen uns hier jedoch auch die Methoden. Die Bemerkung auf Seite 154 mag
aber als weiterer Hinweis dienen.) In der Vorlesung ,,Algebra“ beschéftigen wir uns
damit, eine hinreichend starke Invariante, die sogenannte Galois-Gruppe Gal(L/K)
einer algebraischen, separablen'® Kérpererweiterung L /K zu konstruieren. Bei dieser
handelt es sich um

Gal(L/K) = Autg(L) = {0 € Aut(L) : o|x = idy },

die sogenannte relative Automorphismengruppe von L iiber K. Der sogenannte
Hauptsatz der Galois-Theorie besagt dann im Wesentlichen, dass die Galois-Gruppe
von L /K alle Information {iber den Teilkorperverband von L/K abbildet.

Durch Berechnung der Galois-Gruppen von Q(exp(2ri/n))/Q (n = 3,4,5,...)
erhalt man so gentligend Information zur vollstindigen Klarung der Frage nach der
Konstruierbarkeit regelméRiger n-Ecke. So beweisen wir im Rahmen der ,,Algebra“-
Vorlesung auch den folgenden beriihmten Satz (Satz 11.9). Hierzu noch etwas Sprech-
weise: eine Primzahl p hei3t Fermat-Primzahl, falls p = 2K +1 fiir ein k € N gilt. Man
kann zeigen, dass k dann notwendigerweise eine Zweierpotenz ist. Die Fermat-Prim-
zahlen treten also alle in der Folge der Fermat-Zahlen F, = 2% +1 (n=0,1,2,3,...)
auf. Die ersten paar Fermat-Zahlen sind

F,=3, F,=5, F,=17, F,=257, F,=65537,
Fs = 4.294.967.297 = 641 - 6.700.417,
Fs = 18.446.744.073.709.551.617 = 274.177 - 67.280.421.310.721,

10Be , Separabilitit“ handelt es sich um eine technische Bedingung, auf die wir hier nicht niher
eingehen.
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Unter den hier aufgelisteten Fermat-Zahlen sind nur F,, ..., F, prim. Eine bis heute
offene Vermutung besagt, dass es sich hierbei um alle Fermat-Primzahlen handelt.

Satz 11.9 (GauB-Wantzel). Sei n > 3. Ein reguldres n-Eck ldsst sich genau dann mit
Zirkel und Lineal konstruieren, wenn n = 2"p, ---p, mit v,t € N, und verschiedenen
Fermat-Primzahlen p.,...,p, gilt.

Bemerkung. Mittels Satz 11.9 und Faktorisieren kleiner Zahlen kommt man darauf,
dass fiir 3 < n < 80 ein regelméfliges n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ist, wenn n in der folgenden Liste von Zahlen vorkommt:

3,4,5, 6,8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68.

11.3.2. Wiirfelverdopplung. Einer gewissen Anekdote zufolge, wurden die Be-
wohner der Insel Delos im antiken Griechenland von einem Orakel zwecks der Abwehr
einer schweren Seuche dazu aufgefordert, den Wiirfelférmigen Altar im Apollontem-
pel der Insel in seinem Volumen zu verdoppeln. Mit den hier besprochenen Methoden
lasst sich zeigen, dass sich diese Aufgabe, welche ja auf die Konstruktion von v/2
hinauslauft, nicht allein mit Zirkel und Lineal bewerkstelligen lasst:

Proposition 11.10 (Delisches Problem der Wiirfelverdopplung). Es ist unmdglich
mit Zirkel und Lineal allein zu gegebener konstruierter Seitenldnge eines Wiirfels, die
Seitenldnge eines Wiirfels mit doppeltem Volumen zu konstruieren.

Beweis. Angenommen das Problem wére doch mit Zirkel und Lineal l6sbar. Ganz
analog zu den in Abbildung 21 beschriebenen Reduktionen zeigt man, dass dann
V2 € K gelten miisste. Wegen [Q(+/2) : Q] = 3 (siehe Beispiel 11.4 (3)) widerspricht
dies allerdings Satz 11.7. O

11.3.3. Quadratur des Kreises. Eine andere beriihmte unmogliche Aufgabe ist
es, zu einem Kreis mit Radius 1 mittels Zirkel und Lineal ein flichengleiches Quadrat
zu konstruieren.

Proposition 11.11 (Quadratur des Kreises). Die Quadratur des Kreises ist bei blofSer
Verwendung von Zirkel und Lineal nicht moglich.

Beweis. Angenommen doch. Die Seitenldnge des zu konstruierenden Quadrats ist /7.
Man iiberlegt sich (analog zum Beweis von Satz 11.3) [Q(+/7) : Q(7)] < 2. Wegen
[Q(v7): Q] =[Q(v/7) : Q(m)][Q(7) : Q] (Satz 11.2) und dem Transzendenzergeb-
nis von Lindemann aus Beispiel 11.4 (4) folgt [Q(4+/7) : Q] = co. Insbesondere ist
V7 ¢ K gemald Satz 11.7. O

11.3.4. Winkeldreiteilung. Das Problem mit Zirkel und Lineal einen ,,Winkel zu
n-teln“ bedeutet, zu zwei konstruierbaren Geraden, die sich in genau einem Punkt
schneiden, eine weitere Gerade zu konstruieren, welche den Schnittpunkt enthélt
und mit einer der beiden urspriinglichen Geraden genau ein n-tel des urspriinglichen
Schnittwinkels einschlief3t. In § 11.2.2.6 (vgl. Abbildung 18 (b)) haben wir gesehen,
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dass Winkelhalbierung moglich ist. Durch Wiederholung dieses Verfahrens lassen sich
also auch beliebige Winkel 2k_teln (k = 1,2,...). Da sich Winkel auch addieren lassen
(§ 11.2.2.7, Abbildung 18 (c)), lassen sich gewisse Winkel auch dritteln (,,dreiteilen®).
Das néachste Ergebnis zeigt jedoch, dass es konstruierbare Winkel gibt, welche sich
nicht dreiteilen lassen:

Proposition 11.12. Der Winkel von 60° = 1t/3 ist konstruierbar, kann nicht mit Zirkel
und Lineal gedrittelt werden.

Beweis. Der 60°-Winkel kommt als Innenwinkel eines jeden gleichseitigen Dreiecks
vor und solche Dreiecke lassen sich konstruieren (z.B. das Dreieck mit Eckpunkten O,
1, 1v/3/2). Wir nehmen nun zwecks Erzeugung eines Widerspruchs an, dass sich ein
60°-Winkel dritten lieRe. Dann iiberlegt man sich, dass x = cos(20°) konstruierbar
sein misste. Wegen

cos(3a) = Re(exp(3ia)) = Re(exp(ia)®) = Re[(cos(a) +isin(a))?]
= cos(a)® — 3 cos(a)sin(a)?* = cos(a)® — 3 cos(a)(1 — cos(a)?)
= 4cos(a)® —3cos(a)
ist x eine Nullstelle von f = 4X3 —3X — % € Q[X] (beachte cos(60°) = %). Dieses
Polynom ist irreduzibel (benutze Aufgabe 13.3 in Kombination mit Aufgabe 14.3,
wobei man wahlweise auch zunichst zum Polynom 2f (X /2) = X*—3X —1 iibergehen

kann, um Rechenarbeit zu sparen). Mit Satz 11.3 folgt [Q(x) : Q] = deg f = 3.
Insbesondere ist x ¢ K geméal} Satz 11.7. 0J

HAlternativ hitte man auch nachweisen kénnen, dass das Minimalpolynom von exp(ri/9) gleich
X% —Xx3+1 ist und also [Q(exp(7i/9)) : Q] = 6 gilt.



ANHANG A
Erganzungen

Im vorliegenden Kapitel besprechen wir einige Anwendungen der Kongruenzrech-
nung aus Kapitel 6, in der Hoffnung, dass dies deren Niitzlichkeit illustriert.

A.1. Kryptosysteme und RSA
Wir besprechen eine Anwendung der Algebra auf die Kryptographie.

A.1.1. Kryptosysteme. Ein Kryptosystem ist ein Fiinftupel (2, €6, 4, &, 9) be-
stehend aus

einer Menge &, dem Klartextraum,

einer Menge %, dem Chiffretextraum,

einer Menge %, dem Schliisselraum,

einer Familie & = { E; : k € ¢ } von Funktionen E,: & — ¥, den Verschliis-
selungsfunktionen,

e einer Familie 2 = {D, : k € 2 } von Funktionen D,: 6 — %, den Ent-
schliisselungsfunktionen,

welches zusatzlich die folgende Entschliisselungseigenschaft besitzt: Fiir jedes e € &
gibt es ein d € ¢ mit

A1) D, oE, =id,.

Eine Person (,,Alice®), die sicher Nachrichten von einer anderen Person (,,Bob®)
empfangen mochte, kann dies wie folgt bewerkstelligen, wenn wir davon ausgehen,
dass Alice und Bob sich zuvor auf ein Kryptosystem zur Verstindigung geeinigt haben
und den Elementen des Klartextraums eine Bedeutung zugewiesen haben, welche
von beiden verstanden wird:

(1) Alice generiert zwei Schliissel e,d € 2 mit der Eigenschaft (A.1);

(2) Alice teilt Bob den Schliissel e mit; Sofern sich aus e nicht leicht ein d
mit (A.1) gewinnen ldsst, kann der Schliissel e sogar an einem offentlichen
Ort hinterlegt werden. Den Schliissel d merkt sich Alice fiir spater;

(3) Bob kann nun (nach Erhalt des Schliissels e) einen beliebigen Klartext P mit
E, verschliisseln: Bob berechnet E,(P);

(4) Bob verschickt E,(P) an Alice;

(5) Alice berechnet nach dem Erhalt von E,(P) den Wert D,(E,(P)); Dieser
stimmt wegen (A.1) mit P iiberein.

161
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Abbildung 22. Schematische Darstellung der Verwendung eines Kryp-
tosystems.

In der Praxis geht man davon aus, dass eine Person (,,Eve®), die bei der Kommunikation
von Alice und Bob mithoren méchte, das benutzte Kryptosystem kennt. Dadurch
entstehen diverse Angriffspunkte:

(1) Falls sich zu gegebenem e leicht ein passendes d mit (A.1) berechnen lasst,
kann versucht werden den Austausch von e zu belauschen;

(2) Sofern sich Strukturen im Klartext P auf erkennbare Strukturen in E,(P)
iibertragen, kann versucht werden daraus P oder teile von P zu rekonstruie-
ren; (Wir gehen davon aus, dass der von Bob verschickte Wert E,(P) stets
komplett abgehort werden kann.)

(3) Unter Umstidnden kann die Kenntnis von diversen Nachrichten P und de-
ren Verschliisselten Gegenstiicken E,(P) die Moglichkeiten fiir d soweit
eingrenzen, dass man d effizient berechnen kann.

Man sollte beachten, dass all diese Uberlegungen eine praktische Durchfiihrbarkeit
mit einschlief3en; Beispielsweise darf zu jedem e € % das d mit (A.1) durchaus
eindeutig bestimmt sein (was die Berechnung von e aus d somit theoretisch stets
ermoglicht), solange die Berechnung desselben schwierig ist. Derartige Uberlegungen
héngen eng mit dem zugrunde gelegten Berechnungsmodell zusammen und stehen
daher im Bezug zur theoretischen Informatik; Wir konnen dies hier nicht in einem
angemessenen Umfang thematisieren.

A.1.2. Zusammenhang mit Algebra. Durch Gruppierung von Buchstabenfolgen
in Blocke, kann man von einem endlichen Klartextraum ausgehen. Der Wunsch, auf
diesem Klartextraum Berechnungen durchzufiihren, legt eine Identifizierung von
jenem mit Restklassenringen Z/nZ (oder geeigneten Unterstrukturen davon) nahe:’

s —  [29.2a.3a],, =2.698.554 — (2.698.554 mod n);

IDer Text wurde hier mittels der UTF-8-Kodierung in eine Zahl iibersetzt.
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Hier kann man nun arithmetische Sétze zur Konstruktion von Kryptosystemen heran-
ziehen. Die Schwierigkeit ein so konstruiertes Kryptosystem zu brechen kann dann
beispielsweise dadurch begriindet werden, dass ein Brechen des Kryptosystems ein
bislang ungelostes altes Problem 16sen wiirde, das schon von vielen Mathematike-
rinnen und Mathematikern lediglich unzureichend erfolgreich gelost wurde. (Das
ist vielleicht besser, als die Sicherheit des Kryptosystems auf einem neuen Problem
auszurichten, das man selbst zwar fiir schwer hélt, sich aber bei ndherer Betrachtung
durch einen Experten vielleicht sofort als trivial entpuppt.)

Die folgenden Untersuchungen stellen Beispiele dar, welche die hier getatigten
Aussagen untermauern sollen.

A.1.3. Das RSA-Kryptosystem. Zu verschiedene Primzahlen p,q und setze man
n = pq und definiere ein Kryptosystem?® RSA, = (2, 6,4, &, 2) wie folgt:

e Der Klartextraum & und Chiffretextraum % sind beide jeweils
P =€ =17/nZ;

e Der Schliisselraum ¢ ist {1 < k < ¢(n) : ggT(k, p(n))=1};
e Die Verschliisselungsfunktionen E, sind gegeben durch

E, : (x mod n) — (x* mod n);

e Die Menge der Entschliisselungsfunktionen stimme mit der Menge der Ver-
schliisselungsfunktionen tiberein.

Satz A.1l. RSA, ist ein Kryptosystem.

Beweis. Es gilt nur die Entschliisselungseigenschaft (A.1) zu verifizieren. Sei also e
ein beliebig gewahlter Schliissel. Dazu gibt es einen Schliissel d mit ed = 1 mod ¢(n).
Wir zeigen nun E; o E, = id,: Wegen dem Chinesischen Restsatz (Korollar 6.17) ist

E,(E. (xmodn)) = (x modn) < x% = x mod {Z’

Nach Wahl von d gilt ed = 1+ myp(n) fiir ein m € N,,. Ferner gilt
(A.2) p(m)=e@Pe(@=rFP-1g—-1)
und daher fiir p  x
(x®)E = x4 = xmeDED — . (xym@DP-l=x.1=x modp

nach dem kleinen Satz von Fermat (Korollar 1.10). Gilt p | x, so gilt trivialerweise auch

(x¢)? = 0 = x mod p. Eine analoge Rechnung mit q statt p zeigt (x*)? = x modq. O

2Benannt nach den Anfangsbuchstaben derjenigen, die diesen Algorithmus im Jahr 1978 publizier-
ten: Ron Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman. Das Verfahren wurde jedoch schon im Jahr 1973
von Clifford Cocks beim Britischen Nachrichtendienst GCHQ vorgeschlagen [8].
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Das im Beweis gewéhlte d wird zum Entschliisseln benutzt; Zur Berechnung wird
¢ (n) herangezogen. Die Person, die das n = pq fiir RSA,, wahlt, kennt p und q und
damit ¢ (n) (siehe (A.2)).

Bemerkung. Ein Angreifer, der e kennt und entschliisseln mochte, muss vermutlich
auch ¢(n) kennen, aber daraus lasst sich bereits die Faktorisierung von n wie folgt
bestimmen: Aus (A.2) folgt

e(n)=n—(p+q)+1.
Kennt man n und ¢(n), so kennt man also auch p + q und wegen

(p—q)P=(@+q)’—4n

dann (nach Wurzelziehen) auch p—q, also auch p = %((p +q)+(p—q)) und schlieBlich
auch g = n/p. Es gilt also zu vermuten, dass ein Angreifer, der d aus e berechnen
mochte, die Zahl n faktorisieren konnen muss.

Das Problem, eine beliebige Zahl (auch wenn man weil3, dass diese genau zwei
Primfaktoren hat) zu faktorisieren, kennt man seit Jahrhunderten, wurde allerdings
aber (zumindest nach 6ffentlichem Wissensstand) bisher noch nicht effizient gelost.

Bemerkung. Leserinnen und Leser sollten sich dariiber im Klaren sein, dass RSA
naiv angewandt nicht sicher ist: Verschliisselt man eine Nachricht beispielsweise
buchstabenweise,® so kann ein Angreifer (der natiirlich auch n und e kennt) leicht
sdamtliche Buchstaben selbst verschliisseln und deren Werte mit einer abgefangenen
Nachricht abgleichen. AuRerdem werden kleine Nachrichten x < n'/¢ durch E, auf
x°¢ < n abgebildet; Hier kann ein Angreifer leicht die e-te Wurzel in R ziehen, um x
zu erhalten. Fiir weitere Sicherheitsbedenken sei der Leser auf einschldgige Literatur
verwiesen (siehe etwa [6]).

Zur praktischen Durchfiihrung des Verfahrens miissen einige Aspekte geklart
werden:

(1) Wie wahlt man ,,zufillig“ Zahlen?
(2) Wie findet man Primzahlen?

(3) Wie berechnet man (e mod n)™'?
(4) Wie berechnet man x¢ mod n?

Frage (3) klart sich tiber den euklidischen Algorithmus.
Fiir Frage (4) kann man mittels

x2e — (x2)e und x2e+1 — (x2)e . X

die Anzahl der benétigten Multiplikationen logarithmisch in e halten; Reduziert man
nach jeder Multiplikation wieder modulo n, so werden die Zwischenergebnisse auch
nie exzessiv grols. Einzelne Multiplikationen und Divisionen (potentiell mit Rest)
lassen sich dabei gut praktisch durchfiihren.

3Buchstaben entsprechen in Kodierungen wie etwa UTF-8 Zahlen und diese kann man, wenn man
deren Grof3e beschranken kann, wiederum durch Restklassen modulo n kodieren.
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Frage (1) ist vor allem von Relevanz, wenn man das Verfahren einem Computer
beibringen méchte und dieser nicht wie ein Mensch wiirfeln kann. Hierfiir ist man
vielleicht versucht Zahlenfolgen zu konstruieren, die beispielsweise in bestimmten
Restklassen besonders gleichmifRig verteilt sind und somit ,zufillig aussehen®; —
Wieder ein Frage, die auch Zahlentheoretikinnen und Zahlentheoretiker interessieren
mag.

Frage (2) ist natiirlich ganz offensichtlich von grof3em Interesse; Darum betrachten
wir diesen Aspekt im Folgenden etwas genauer.

A.2. Miller-Rabin-Primzahltest

Eine zusammengesetzte Zahl n hat stets einen Primteiler p mit 1 < p < 4/n und
man kann Primalitdt von n daher naiv durch 4/n Probedivisionen priifen. Fiir grof3e
n ist dies allerdings zu aufwéndig.

Das Themengebiet der Primzahltests ist weitlaufig. Wir versuchen daher gar
nicht, breit darauf einzugehen. Interessierten Leserinnen und Lesern sei das Werk von
Cohen [9] ans Herz gelegt, welches sich neben Primzahltests noch mit vielen weiteren
algorithmischen Fragen auf der Schnittstelle zwischen Algebra und Zahlentheorie
beschéftigt.

Der Miller—Rabin-Test ist ein probabilistischer Primzahltest. Er erkennt bei kon-
trollierbarem Aufwand eine zusammengesetzte Zahl mit hoher Wahrscheinlichkeit als
zusammengesetzt. (Unsere Darstellung orientiert sich stark an [11, ,The Miller-Rabin
test“].) Der Ausgangspunkt ist die folgende Eigenschaft von Primzahlen:

Proposition A.2. Zu primem n sei
s=v(n—1)=max{reN,:2" teilt n—1},

{d =(n—1)/2°.

Fiir jede zu n teilerfremde Zahl a gilt dann

(A.4) a®=1 modn,

oder es gibt ein r € {0,1,...,s — 1} mit

(A.5) a®?=—-1 modn.

(A.3)

Beweis. Durch sukzessives Anwenden der Identitit X> —1 = (X + 1)(X — 1) erhalt
man
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und wegen dem kleinen Satz von Fermat (Korollar 1.10) wird die linke Seite hierin
von n geteilt. Nach dem Lemma von Euklid (Lemma 3.2) teilt n daher einen der
Faktoren auf der rechten Seite; Das war zu zeigen. O

Eine prime Restklasse a mod n heil3t Zeuge gegen die Primalitdt von n, wenn
weder (A.4) noch (A.5) fiir ein r € {0, 1,...,s — 1} gilt. Will man nun fiir eine Zahl n
priifen, ob diese prim ist, so kann man folgende Prozedur benutzen:

(1) Wahle eine zufillige Zahl a mit 1 < a < n;

(2) Ist ggT(a,n) > 1, so ist n nicht prim;

(3) Ist a mod n ein Zeuge gegen die Primalitit von n, so ist n nicht prim.
Laut Proposition A.2 gibt es zumindest keine Zeugen gegen die Primalitdt von Primzah-
len; Allerdings ist fiir zusammengesetztes n nicht unbedingt jedes zu n teilerfremde
a mit 1 <a < n ein Zeuge:

Beispiel. Fiir n = 65 = 2° + 1 sind die primen Restklassen a mod n, die keine Zeugen
gegen die Primalitit von n, durch a € {1,8,18,47,57, 64} gegeben.

Wir zeigen im Folgenden jedoch, dass es zumindest nicht zu viele ,falsche Zeugen“
gibt:

Satz A.3. Sei &, die Menge der primen Restklassen a mod n, die keine Zeugen fiir
die Nichtprimalitdt von n sind. Ist n ungerade und zusammengesetzt, so gilt #F, <
(n—1)/2.4

Wiederholt man die obige Prozedur also mit (n — 1)/2 verschiedenen Werten von
a, so wird die etwaige Nichtprimalitdt von n sicher erkannt. Fithrt man die Prozedur
jedoch nur k mal mit jeweils zuféllig gewahltem a durch, so ist die Wahrscheinlichkeit
ein zusammengesetztes n nicht als solches zu erkennen sicher < 27%. Diese Eigenschaft
kann man benutzen, um sich mit wenig Rechenaufwand zu iiberzeugen, dass eine
gegebene Zahl zusammengesetzt oder mit hoher Wahrscheinlichkeit prim ist.

Lemma A.4. Sei n = p” eine Primzahlpotenz. Dann geniigt jede prime Restklasse
a mod p”, die kein Zeuge fiir die Nichtprimalitdt von p” ist, der Kongruenz

(A.6) a*'=1 modp”.

Beweis. Sei a mod p” eine prime Restklasse, die kein Zeuge fiir die Nichtprimalitat
von n = p” ist. Dann gilt a*™ = 1 mod n wegen Korollar 1.10, aber auch a? =
1 mod n oder a*? = —1 mod n fiir ein r < s (siehe (A.3)); In beiden Fillen folgt

n—1

a" ! = a*? =1 mod n. Also gilt
ord(a; n) | ggT(p(n),n—1) = ggT(p*~(p—1),p" —1)
=(p—1)ggT(p”,1+p+...+p" ")
=p—1,

“*Tatsichlich kann man mit etwas mehr Aufwand sogar #F, < (n—1)/4 zeigen (siehe [33],
oder [11, 6]).
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und daraus folgt (A.6). O

Der Beweis von Satz A.3 basiert nun auf dem folgenden Spezialfall des Satzes
von Lagrange (Satz 1.7) aus der Gruppentheorie:

Lemma A.5. Eine Menge %, die in einer echten Untergruppe U von (Z/nZ)* enthalten
ist, enthdlt hochstens p(n)/2 < (n—1)/2 Elemente.”

Beweis. Der Index [(Z/nZ)* : U] jeder echten Untergruppe U von (Z/nZ)* erfillt

< #(Z/nZ)"
2<ZL1(Z/nZ) U] = ———.
<[(@/nz) :U)= ===
Zusammen mit #(Z/nZ)* = p(n) folgt die Behauptung. O

Beweis von Satz A.3. Sei n ungerade und zusammengesetzt. Die Zahlen s und d seien
wie in (A.3). Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: Ist n = p” (v = 2) eine Primzahlpotenz, so geniigt es nach Lemma A.4 und
Lemma A.5 zu sehen, dass es sich bei

U, ={amodn : a erfiillt (A.6) }

um eine echte Untergruppe von (Z/nZ)* handelt. Zu diesem Zweck beachte man, dass
man leicht mit Induktion und dem binomischen Lehrsatz zeigt, dass (1+kp")? (k € Z)
stets von der Form 1+ k’p"*! (k’ € Z geeignet) ist. v-fach wiederholtes Anwenden
dieser Tatsache zeigt (1 + p)? = 1 mod p” und darum 1 < ord(1 + p;p*) | p” (die
Ordnung ist > 1 wegen v > 2). Da fiir (a mod p”) € U,, stets ord(a; p”) | (p —1) gilt
(siehe (A.6)), kann 1 + p mod p” nicht in U, liegen.

Fall 2: Ist n = p”n’ mit einer Primzahlpotenz p” > 1 und p { n’ > 1, so wihle
ro € {0,...,s — 1} maximal derart, dass es a, € Z mit a(z)r0 = —1 mod n gibt. Fixiere
ein dazu passendes a,. (Wegen (-1) =—1ist ro zumindest wohl-definiert und q,
ist auBerdem zwangsweise teilerfremd zu n.) Die Menge

U, ={amodn:a*?=+1modn}

ist eine Untergruppe von (Z/nZ)* und enthalt Z,, denn jedes a mod n mit (A.4) ist
in U,, enthalten und aus (A.5) folgt zumindest r < r, wegen der maximalen Wahl von
ro und dann a?°? = ¥1 mod n je nachdem, ob r = r,, oder r < r,; In beiden Fillen
ist (a mod n) € U,,.

Wir zeigen nun, dass U, eine echte Untergruppe von (Z/nZ)* ist. Wegen dem

chinesischen Restsatz gibt es ein a € {1,...,n— 1} mit
a, mod p’,
a=
1 modn'.

Wegen ggT(ay, n) =1 folgt ggT(a,n) = 1. Ferner ist

a®’'?=a?"?"=(-1)*=-1 modp”

°Ist n zusammengesetzt, so ist die letzte Ungleichung offensichtlich sogar strikt.
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und daher a®°? # 1 modn wegen —1 # 1 mod p” (beachte, dass n = p’n’ als
ungerade vorausgesetzt wurde). Analog folgert man aus a®>°¢ = 1 mod n’ und —1 #
1 mod n’ dann a?°¢ # —1 mod n. Also gilt a>°¢ # £1 mod n und somit (a mod n) €
(Z/nZ)* \ U,. Auch hier impliziert Lemma A.5 nun die Behauptung. O

Bemerkung. Im Beweis von Satz A.3 kann man im ersten Fall sogar U, = %, zeigen.
D.h. die Bedingung (A.6) in Lemma A.4 charakterisiert .Z,.. Im zweiten Fall ist zu
beachten, dass U, 2 &, gelten kann und %, bildet hier auch nicht mehr notwendi-
gerweise eine Gruppe: Etwa im Beispiel auf Seite 166 gilt (8,18 mod 65) € Zs, aber
(8-18 mod 65) ¢ Fs.

In der Praxis treten nur wenige zusammengesetzte Zahlen n auf, fiir die keine
a mod n der Restklassen mit a =2,3,5,7,11... (Primzahlen) ein Zeuge gegen die
Primalitat von n ist. Beispielsweise wird in [32, Seite 1023] bemerkt, dass ein Test
mit a = 2,3,5,7,11 ausreicht, um alle zusammengesetzten Zahlen n < 25 - 10° als
solche zu erkennen. Mit mehr Aufwand kommt man noch weiter (siehe etwa [24]
fiir eine vergleichsweise neue Arbeit).

Wir erwdhnen noch abschliel3end, dass beziiglich Primzahltests im Jahre 2002
die lange offene Frage, ob sich Primalitiit in Polynomialzeit® testen lisst, von Agrawal,
Kayal und Saxena (A-K-S) positiv beantwortet werden konnte. Fiir Details verweisen
wir auf die (mit dem hier zur Verfiigung stehenden Wissen sehr gut lesbare) Original-
arbeit [1]. Es ist erwdhnenswert, dass der von A-K-S vorgeschlagene Algorithmus
eine zusammengesetzte Zahl zwar als solche erkennt, aber keine Faktorisierung von
dieser liefert. Ob sich beliebige natiirliche Zahlen in Polynomialzeit faktorisieren
lassen, ist bis heute noch ein offenes Problem von herausragender Bedeutung (auch
mit Blick auf das in Anhang A.1 besprochene RSA-Verfahren).

%Was das bedeutet, lernt man in der Vorlesung theoretische Informatik.
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ANHANG B

Ubungsaufgaben

1. Ubung

(Fingeriibungen) (4 Punkte)
Es sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element 1. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) Giltaoa =1 fiir alle a € G, so ist G abelsch.

(b) Ist M ={a€G:aoaoca=1} endlich, so ist #M ungerade.

(Schwache Gruppenaxiome) (4 Punkte)
Es sei G eine Menge, o: G X G — G eine zweistellige Verkniipfung und 1 € G
ein fixiertes Element. Ferner mégen die folgenden Eigenschaften gelten:

(1) Va,b,ceG: (aob)oc=ao(boc),
{(2) Va e G: aol=a,
(3) VaeG3ibeG:aob=1.

(a) Zeigen Sie, dass G mit o eine Gruppe bildet.
(b) Zeigen Sie, dass die Aussage aus Teil (a) i.Allg. nicht giiltig bleibt, wenn
man (3) durch die folgende Eigenschaft (3’) ersetzt:

(3) YVaeGdbeG: boa=1.

(Ordnung von Elementen)
Es sei G = GL,(R) die Gruppe der reellen, invertierbaren 2x2-Matrizen zu-
sammen mit der bekannten Matrixmultiplikation als Verkniipfung. Betrachten

Sie
0 -1 . 0 1
A= (1 0 ), sowie B = (_1 _1).

Bestimmen Sie #{X" : n € N} fiir alle X € {A, B,AB}.

(Fingertibungen, II)

Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Es bezeichne 7w =] | ¢ec & das Produkt
aller Elemente von G. (Auf die Reihenfolge der Faktoren kommt es hierbei nicht
an, da G als abelsch vorausgesetzt wurde.) Zeigen Sie n> = 1.

2. Ubung

(Untergruppen endlicher Gruppen) (4 Punkte)
169
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2.2.

2.3.

2.4.

3.1.

B. UBUNGSAUFGABEN

(a) Zeigen Sie: fiir eine endliche Gruppe (G, o) ist eine Teilmenge U von G
genau dann eine Untergruppe von G, wenn 1, in U enthalten ist und fiir je
zwei Elemente a, b € U deren Produkt a o b in U liegt.

(b) Gilt die Aussage aus Teil (a) auch noch, wenn man von (G, o) nicht mehr
voraussetzt endlich zu sein? (Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbei-
spiel.)

(Turmsatz fiir den Index) (4 Punkte)
Es sei (G, o) eine Gruppe mit Untergruppen V < U < G. Ferner seien

G=J aqu, U= b,

disjunkte Zerlegungen von G und U in Linksnebenklassen. (Die Indizes n und
m mogen hier jeweils geeignete Indexmengen durchlaufen.) Zeigen Sie:

@ G=|:) a,b,V.

d) [G:V] = [G:U][U : V], falls G endlich ist.

(Zyklische Gruppen)

Es seien n,m € N; (C,, ®) bezeichne die Gruppe aus § 1.2.2. Ferner sei t ein Teiler
von n und ¢(t) bezeichne die Anzahl der natiirlichen Zahlen k mit 1 < k <t
und ggT(t, k) = 1. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Das direkte Produkt C,, x C,, ist genau dann zyklisch, wenn n und m teiler-

fremd sind.

(b) In C, gibt es genau ¢(t) Elemente der Ordnung t. (Das ist Satz 1.12 (2).)
(Hinweis: Schlagen Sie Lemma 1.9 und Satz 1.12 (1) im Skriptum nach. Sie
diirfen beide Ergebnisse benutzen. Fiir die auf C,, x C,, definierte Gruppenstruktur,
siehe § 1.2.4 im Skriptum.)

(Untergruppen von (Z,+))

Beweisen Sie Proposition 1.11:
(a) Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die Mengen nZ = {nz : z € Z}

mit n € N,,.
(b) Fiir m,n € Z gilt: mZ 2 nZ <= m teilt n. (,, Teilen heif3t Enthalten.“)
3. Ubung
(Untergruppenverbdnde und Homomorphismen) (4 Punkte)

Bekanntlich induziert jeder Gruppenhomomorphismus f: G — G’ Abbildungen

U—£(U)
{Untergruppen U von G} &=——— {Untergruppen U’ von G'}.
fHU)U

(Siehe Proposition 2.3 (4).) Finden Sie Gruppen G und G’, sowie einen Grup-
penhomomorphismus f: G — G’ derart, dass es Untergruppen U,, U, < G und



3.2.

3.3.

3.4.

3. UBUNG 171

U, U, < G’ gibt, sodass f das folgende Abbildungsverhalten induziert:

D.h. es soll Folgendes gelten:
e f(U) =17,
o fTHUD =Uy=fHUY,
e es gibt keine Untergruppe U; von G mit f (U;) = Us.
(Mehr zum Komplexprodukt) (4 Punkte)
Seien U und V Untergruppen einer Gruppe G. Zeigen Sie:
(a) Die Menge UV ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn UV = VU
gilt.
(b) Ist U ein Normalteiler von G, so gilt (UUV)=UV =VU.
(¢) Sind U und V endlich, so gilt #(UV) = M
#UNV)
(Einige Automorphismengruppen)
Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Gruppen jeweils eine ,,bekannte“ Gruppe,
zu welcher diese isomorph ist:
(a) Aut(C,),
(b) Aut(C,),
(c) Aut(C, x C,). (Hinweis: hier gilt #Aut(C, x C,) > 4 = #(C, x C,).)
(Semidirekte Produkte)
Seien (G, e) und (H, *) Gruppen und ¢: H — Aut(G) ein Gruppenhomomorphis-
mus. Wir betrachten die bindre innere Verkniipfung

* (GxH)x(GxH)—>GxH, ((gh),(g,h")— (geph)(g).h*h)

auf G x H. Zeigen Sie:

(a) Die Menge G x H bildet zusammen mit » eine Gruppe, das sogenannte
semidirekte Produkt von G mit H beziiglich ¢. (Man schreibt hierfiir
G %, H, um diese vom direkten Produkt G x H zu unterscheiden, oder kurz
G x H, falls der Bezug auf ¢ klar ist.)

(b) Essind G x {1,} <G xHund {1;} xH <G xH.

(c) {15} xH <G xH genau dann wenn @ (h) = id; fiir alle h € H ist, d.h. wenn
¢ der triviale Homomorphismus H — Aut(G) ist.



172 B. UBUNGSAUFGABEN

(M IstNIGund U < Gmit NNU = {15}, soist NU = N %, U fiir p €

Hom(U, Aut(N)) gegeben durch ¢(u) = n — unu™.

4. Ubung

4.1. (Korrespondenzsatz)
Beweisen Sie Satz 2.9: es sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler von G und
n: G — G/N, g — gN, bezeichne die kanonische Projektion. Dann handelt es
sich bei der Abbildung

a_. [{Untergruppen U < G/N} — {Untergruppen V < G mit V 2 N},
" U~ n'(U),

um eine inklusionserhaltende’® Bijektion, welche sich zu einer Bijektion
{Normalteiler U < G/N} SEELIN {Normalteiler V < G mit V 2 N}

einschrankt.

4.2. (Zweiter Isomorphiesatz)
Beweisen Sie Satz 2.11: es sei G eine Gruppe, U < G und N < G. Dann ist auch
UN<Gund UNN <U sowie UN/N =ZU/(UNN).
Hinweis: fiir die gefragte Isomorphie, betrachten Sie das folgende kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten, wobei die gezeichneten Pfeile die
,offensichtlichen“ Homomorphismen bedeuten sollen:

0 0
0 —— UNN <2, ¢ U/(UNN) — 0
Inkl. Inkl. Eli?
0 N 2, yN UN/N — 0.

L Inklusionserhaltend* heift hier: U < U’ < G/N impliziert *r(U) € *r(U").



5. UBUNG 173

4.3. (Auf der Jagd nach einem Beweis) (4 Punkte)
Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm von Gruppen und Gruppen-
homomorphismen

0 0 0
A—L g% ,c—" ,p_— L ,E
J.a B lY 19 ls
Ay oy
0 0 0

mit exakten Zeilen und exakten Spalten. Zeigen Sie, dass der darin gezeichnete
Gruppenhomomorphismus C — C’ ein Gruppenisomorphismus ist.

(Hinweis: fiihren Sie Diagrammjagd durch. Beispielsweise zum Nachweis der
Injektivitédt von y, starten Sie mit einem Element ¢ € kery C C und zeigen Sie
dann ¢ = 1. Hierzu sollten Sie zeigen, dass sogar h(c) = 1, gilt und es darum,
vermdge Exaktheit, ein b € B mit g(b) = ¢ gibt. Wenn Sie nun auch noch sehen,
dass es ein a € A mit f(a) = g(b) gibt, so kdme ¢ = g(f(a)) =(go f)(a) =1,
wegen Exaktheit.)

4.4. (GréBter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches)(4 Punkte)
Es seien m,n € N, und a, b € N beliebig mit a | b. Das kleinste gemeinsame
Vielfache kgV(m, n) von m und n ist kgV(m, n) = min(mNNnN), falls die Menge,
deren Minimum auf der rechten Seite betrachtet nicht leer ist und kgV(m,n) =0
sonst.

(a) Zeigen Sie mZ + nZ = ggT(m,n)Z und mZ N nZ = kgV(m, n)Z.
(b) Benutzen Sie Satz 2.12, um #(aZ/bZ) = b/a zu zeigen.
(c) Benutzen Sie Satz 2.11, um ggT(m, n)kgV(m,n) = mn zu zeigen.

5. Ubung

5.1. (Opponierte Gruppen und Rechtsoperationen)
Es sei (G, o) eine Gruppe und M eine beliebige Menge. Zeigen Sie:

(a) Die Menge G bildet zusammen mit der Verkniipfung e: GxG — G, (a, b) —
b o a, eine Gruppe. (Diese Gruppe wird zur Abgrenzung von G auch mit
G°P bezeichnet und heilst die opponierte Gruppe zu G.)

(b) Die identische Abbildung G* — G, g — g, ist genau dann ein Gruppeniso-
morphismus zwischen (G°P, e) und (G, o) wenn G abelsch ist.

(c) Es gilt G® = G (sogar wenn G nicht abelsch ist).

(d) Ubertragen Sie die Uberlegungen aus Proposition 2.13, um eine Bijektion
zwischen Gruppen-Rechts-Operationen <: M x G — M und der Menge
Hom(G°P, Sym(M)) zu gewinnen.
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5.2. (Diedergruppen)
Im Folgenden sei n > 3. Ferner bezeichne ¢: C, — Aut(C,) den Gruppenhomo-
morphismus mit ¢(0) =id; und ¢(1) = (x — —x) € Aut(C,).
(a) Essei D,, :=C, X, C, das semidirekte Produkt von C, mit C, beziiglich ¢
aus Teil (a) zusammen mit der Verkniipfung * (vgl. Aufgabe 3.4). Zeigen
Sie, dass D,, via

(a, b) > ¢ := erste Koordinate von ((a, b) x (c,0))

treu und transitiv auf C, operiert.
(b) Beschriften Sie fiir n € {4,5} die Seiten eines regelméilligen n-Ecks der

Reihe nach mit den Elementen 0,1,...,n—1 von C, und skizzieren Sie,
wie die Elemente von D,, darauf operieren, zum Beispiel fiir das Element
(0,1) € Dy,:
1 4
2 3
—(0,1)
C >C 0
3 2
4 1

(c) Interpretieren Sie (fiir beliebige n > 3) die Operation von D,, auf C,
geometrisch.

5.3. (Struktur von (kleinen) p-Gruppen) (4 Punkte)
In dieser Aufgabe soll Korollar 2.20 bewiesen werden. G bezeichne eine endliche
Gruppe, p sei eine Primzahl und n sei eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie dann die
folgenden Aussagen:

(a) Hat G Ordnung p", so hat G ein nichttriviales Zentrum: Z(G) 2 {15}.
(Hinweis: benutzen Sie die Klassengleichung, Korollar 2.19.)

(b) Ist G/Z(G) zyKklisch, so ist G abelsch.

() IstN<Gmit[G:N]=2,s0ist N IG.

(d) Hat G Ordnung p?, so ist G abelsch und es gilt G = C,2 oder G=C, x C,.

5.4. (Operationen und Symmetrien) (4 Punkte)
Bei dem unten abgebildeten Objekt handelt es sich um ein von Paolo Bascetta
entworfenes modulares Origami-Modell eines Sterns. Es bezeichne G die Gruppe
der Drehungen des dreidimensionalen Raumes, welche den Bascetta-Stern % C
R3 invariant lassen, wobei 28 als angemessen idealisiert anzusehen ist, sodass
Faltungenauigkeiten vernachlissigt werden konnen.

(a) Falten Sie einen Bascetta-Stern gemaf3 der im TeachCenter-Kurs verfiigbaren
Anleitung.
(Hinweis: Auf einschlégigen Videoplattformen findet man ebenfalls Anleitungen. Es gibt
2 Bonuspunkte fiir die Gruppe, welche den kleinsten Stern abgibt und 2 Bonuspunkte
fiir die Gruppe, die den gréten Stern abgibt. Falls sich keine solche Gruppe eindeutig
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identifizieren l&sst, verfallen die jeweiligen Bonuspunkte. Pro Gruppe darf nur ein Stern
abgegeben werden.)

(b) Zeigen Sie, dass G treu auf % operiert und endlich ist.

(c) Bestimmen Sie die Ordnung von G.

6. Ubung

6.1. (Firbungen eines Quadrats)
Die Gruppen C, und D,, operieren auf den Ecken E eines Quadrats durch
Drehung bzw. Drehung und Spiegelung (vgl. das Beispiel iiber Satz 2.16, sowie
Aufgabe 5.2).

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Farbungen von E mit drei?
Farben unter der Operation von C,.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Firbungen von E mit drei
Farben unter der Operation von D, ,.

(c) Geben Sie zwei Farbungen von E mit drei Farben an, welche unter der
Operation von C, zu verschiedenen Bahnen gehoren, aber beziiglich der
Operation von D, , in derselben Bahn liegen.

6.2. (Untergruppen von Sg) (4 Punkte)

(a) Finden Sie ein Element o € G5 mit Ordnung 6.

(b) Zeigen Sie, dass &5 kein Element mit Ordnung 15 enthalt.

(Hinweis: fiir o € &5 operiert die Gruppe (o) auf M = {1,...,5} durch
Funktionsauswertung. Uberlegen Sie sich, wie die Ordnung von o mit den
Bahnen zusammenhéngt, in welche M unter der genannten Operation
zerfallt.)

2Firbungen, bei denen nicht alle drei Farben wirklich benutzt werden, sollen hier ebenfalls gezahlt
werden.
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(c) Zeigen Sie, dass G keine Untergruppe der Ordnung 15 enthélt, obwohl
15 ein Teiler von #GS5; = 5! =120 =15- 8 ist.
(Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die aus Proposition 3.5 folgende Tatsache
benutzen, dass jede Gruppe der Ordnung 15 zyklisch ist.)

6.3. (Exponentialbewertung) (4 Punkte)
Es sei p eine Primzahl. Fiir n € Z definiere dann v,(n) = sup{v € N, :
p” teilt n}. (Fiir alle n # 0 darf man ,sup®“ durch ,max“ ersetzen; fiir n = 0
hat man v,(0) = +00.)

(a) Zeigen Sie: fiir a, b € Z gilt v,(ab) = v,(a) + v,(b).
(Hinweis: Fiir ab = 0 gilt die obige Gleichung bei richtiger Konventionswahl
auch, Sie diirfen sich aber auf den Fall ab # 0 beschrianken. ,,>“ ist nicht
schwierig. Fiir die umgekehrte Ungleichung kann man mittels Lemma 3.2
argumentieren.)
(b) Im Beweis von Satz 3.1 kam die folgende Aussage vor (mit Notation wie
dort):
G(A,) sei eine Bahn, deren Linge #G(M,) =[G : G 4] =
#G/#G 4, nicht durch p"*1 geteilt wird. Dann ist p" ein Teiler

von #G . .
Benutzen Sie (a), um die oben gemachte Aussage iiber Teilbarkeit von

#G 4, durch p" zu begriinden.
6.4. (Gruppen der Ordnung 12)

(a) Zeigen Sie, dass jede Gruppe G der Ordnung 12 einen Normalteiler N #
{15}, G besitzt. (Hinweis: ["Jberlegen Sie sich mittels Satz 3.3 (3), wie 2-
bzw. 3-Sylowgruppen es in G geben kann. Uberlegen Sie sich ferner, wie
viele Sylowgruppen in G iiberhaupt Platz haben. Um Normalitidt einer
Sylowgruppe zu folgern, diirfen Sie Korollar 3.4 benutzen.)

(b) Es bezeichne P, eine 2-Sylowgruppe von G und P, sei eine 3-Sylowgrup-
pe von G. Geben Sie fiir jeden der folgenden drei Félle ein Beispiel (mit
Begriindung!) fiir eine Gruppe G mit Ordnung 12 und den geforderten
Eigenschaften an:

(1) P, 9Gund P;<G, (2) P,<GundP; 4G, (3) P,Z2Gund P, <G.

7. Ubung

7.1. (Gruppen der Ordnung 324 und Einfachheit)
Zeigen Sie, dass es keine einfache Gruppe G mit Ordnung 324 = 22 3* gibt.
(Hinweis: falls die Anzahlbetrachtung der Sylowgruppen von G nicht ausreichen,
betrachten Sie die Operation von G auf Syl, G durch Konjugation. Kann diese
Operation treu sein?)

7.2. (Erzeugenvon S,)
Es sei n > 2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(@) 6,=((12),(13),...,(1n));
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(© 6,=(o,7)mitc=(123 ... n) und 7 = (1 2);
(d) Ist n prim, so kann man in (c) sogar T = (r s) mit beliebigen 1 <r <s<n
wéhlen.
(Hinweis: benutzen Sie, dass G,, von allen Transpositionen erzeugt wird; Konju-
gation konnte helfen. Falls Sie noch keine richtige Idee haben, mag es helfen,
fiir n = 4 oder n = 5 konkrete Rechnungen anzustellen.)
(A, ist einfach fiirn > 5)
Es bezeichne A, die alternierende Gruppe in &,, = Sym({1,...,n}). Zeigen Sie:
(a) Fiir n > 3 wird A, von den 3-Zyklen erzeugt.
(Hinweis: welche Zyklen entstehen als das Produkt zweier Transpositio-
nen?)
(b) Fiir n > 5 sind alle 3-Zyklen konjugiert in A,,.
(Hinweis: die fragliche Konjugiertheit in &,, ist a-priori einfacher einzusehen.
Kann man daraus nun die Konjugiertheit in A, gewinnen? Beachten Sie,
dass die Voraussetzung n > 5 einem zu jedem 3-Zyklus zwei permutierbare
Zahlen zur Verfiigung stellt, die nicht in selbigem 3-Zyklus vorkommen.)
(c) Satz 4.7: fiir n > 5 ist A, einfach.

.....

.....

fixiert, und zeigen Sie dann, dass o ein 3-Zyklus sein muss. Hierbei hilft es

erneut, in disjunkte Zyklen zu zerlegen. Folgern Sie anschlieffend N =A,,.)
(Untergruppen von G,,) (4 Punkte)
Zeigen Sie fiir n > 2, dass A,, die einzige Untergruppe von &, mit Index 2 ist.

8. Ubung

(Normalteiler von S,,)

Bestimmen Sie alle Normalteiler von &, fiirn=1,2,3,....

(Hinweis: fiir n > 5 betrachten Sie den Schnitt N NA,, eines Normalteilers N von
&, mit A, und benutzen Sie Aufgabe 8.2. Fiir kleinere n finden Sie die Losung
in § 4.1 der Vorlesungsnotizen. Thr Beweis sollte sich aber nicht darauf stiitzen,
dass man dort den vollstindigen Untergruppenverband von &, oder &, sieht,
es sei denn, Sie leiten sich diesen eigensténdig her.)

(Untergruppen von &,,)

(a) Es sei U eine echte Untergruppe einer endlichen Gruppe G derart, dass
U keinen nichttrivialen Normalteiler enthalt. Mit G/U sei die Menge der
Linksnebenklassen von G bezeichnet. Zeigen Sie, dass G isomorph zu einer
Untergruppe von Sym(G/U) ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir n > 5 der Index [S,, : U] jeder echten Untergruppe
U #A, von &, die Ungleichung [S,, : U] > n erfiillt.

(Ein Zyklizitdtskriterium fiir endliche abelsche Gruppen) (4 Punkte)
Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass G genau dann zyklisch
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ist, wenn es flir jeden Primteiler p von #G hochstens p—1 Elemente der Ordnung
p in G gibt.
8.4. (Adjunktion) (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass Q[+/2], der kleinste Teilring von C, welcher Q U {+/2}
enthdlt, sogar ein Korper ist.

(b) Essei a € C eine komplexe Zahl, welche Nullstelle keines nicht-konstanten
Polynoms mit rationalen Koeffizienten ist (d.h. fiir alle n € N, und alle
ay,dy,-..,a, € Q mit {ay,a,,...,a,} # {0} ist ay + a;a + ... + a,a" # 0).
Zeigen Sie, dass Q[ a] kein Korper ist.

9. Ubung

9.1. (Einheitengruppe von Z/2"7.)
Es sei v € N\ {1,2} und (Z/2"Z)* bezeichne die Einheitengruppe des Rings
Z./2"Z. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Es gibt ein m € N mit 527 =1+ m2". (Hinweis: Induktion iiber v.)
(b) Fiir v > 2 liegt 5 mod 2" in (Z/2"Z)* und hat die Ordnung 2”2
(¢) Fiir v> 2 ist (Z/2"Z)* = C, X Cyra.
(Hinweis: finden Sie zunichst zwei verschiedene Elemente von (Z/2"Z)*
mit Ordnung 2. Uberlegen Sie sich dann, welche Moglichkeiten fiir q,, ..., q,
in Satz 5.3 im vorliegenden Fall in Frage kommen.)

9.2. (Endliche Integrititsbereiche sind Kérper) (4 Punkte)
R sei ein Integritdtsbereich, d.h. ein kommutativer Ring ungleich dem Nullring,
sodass fiir alle a, b € R aus ab = 0 schon a = 0y oder b = 0y folgt.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle a € R\ {0} die Abbildung R — R, b — ab, injektiv
ist.
(b) Folgern Sie: ist #R < 090, so ist R ein Korper.
9.3. (Operationen mit Idealen)
Es seien a und b zwei Ideale eines Rings R. Betrachten Sie das Komplexprodukt
a-b:={ab:a€a,beb}, sowie das Idealprodukt ab := (a-b) von a und b.
Zeigen Sie:
(a) a; - a, braucht im Allgemeinen kein Ideal von R zu sein (Beispiel!).
(b) ab € anb und im Allgemeinen kann hierbei strikte Inklusion ,,C* gelten
(Beispiel!).
(¢) Gilt a4+ b =R und ist R kommutativ, so ist ab =an b.

9.4. (Ringe in der Topologie) (4 Punkte)
Es sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. (Falls Sie damit nicht vertraut sind,
diirfen Sie X durch das Intervall [0, 1] ersetzen.) Es sei R der Ring der stetigen,
reellwertigen Funktionen f: X — R mit punktweise definierter Addition &
Multiplikation. Zeigen Sie:

(@) FirxeXistm,={f €R: f(x) =0} ein maximales Ideal von R.
(b) Haben fi,..., f, € R keine gemeinsame Nullstelle (d.h. es gibt kein x € X

mit f;(x)=...= f,(x)=0), soist (fi,..., f,) = (1) =R.
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(c) Jedes maximale Ideal m von R ist von der Form m, fiir ein x € X.

(d) Die Zuordnung x — m, stiftet eine Bijektion zwischen X und der Menge
der maximalen Ideale von R. (Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von
Urysohn aus der Topologie, falls Sie dieses kennen, oder schréanken Sie Thre
Betrachtung hier auf X =[0, 1] ein.)

10. Ubung

(Ringe in der Topologie, II) (4 Punkte)
In Fortsetzung von Aufgabe 9.4 betrachten wir den Ring R der stetigen Funktio-
nen f: R — R. (Notiz: Im Vergleich zu Aufgabe 9.4 ist der Definitionsbereich
hier nicht kompakt.) Zeigen Sie, dass es ein maximales Ideal m von R gibt,
welches nicht von der Formm, = {f € R: f(x) =0} fiir x € R ist. (Hinweis:
Satz 6.12.)
(Primideale, Teil I)
Ein Ideal p C R eines Ringes R heil3t Primideal (oder prim), falls fiir alle
Ideale a und b von R aus ab C p schon a C p oder b C p folgt. Im Folgenden
sei R zusétzlich als kommutativ vorausgesetzt. Zeigen Sie dann die folgenden
Aussagen:
(a) Fiir jedes Ideal p € R von R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) p ist prim;
(2) p#Rund Ya,b €R: abep=(a<cpoderb < p);
(3) R/p ist ein Integritédtsbereich.
(b) Jedes maximale Ideal m von R ist prim.
(c) Alle Primideale p # {0} von Z sind maximal.
(Zum Chinesischen Restsatz) (4 Punkte)
Finden Sie einen Ring R mit Idealen a;, a, und a5 derart, dass a; +a, +a; =R
gilt, aber R/ (), a; nicht isomorph zu [ [.(R/a;) ist.
(Einheitengruppe von Z./p*Z)
Es sei p eine ungerade Primzahl und v > 2. Wir setzen |p | :=max{re€Z:r <
o }. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Esgilt (1+p)? =14 p” ! mod p”. (Hinweis: Induktion & Binomischer
Lehrsatz.)
(b) 1+ p mod p” hat Ordnung p*~! in (Z/p’Z)*.
(c) Sind x und y Elemente einer endlichen abelschen Gruppe (G, -) mit
teilerfremden Ordnungen, so ist ord(xy) = ord(x)ord(y).
(d) Hat g mod p Ordnung p — 1 in (Z/pZ)*, so hat g*" (1 + p) mod p” Ord-
nung p” —p” ' in (Z/p’Z)*.

11. Ubung

(Primideale, Teil II)
Es sei f: R — S Homomorphismus zwischen kommutativen Ringen R und S.
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(a) Zeigen Sie: ist p ein Primideal von S, so ist das Urbild f ~!(p) ein Primideal
von R.
(b) Belegen Sie durch ein Beispiel, dass das Urbild f ~}(m) eines maximalen
Ideals m von S nicht maximal in R zu sein braucht.
(Struktur von (Z/nZ)*) (4 Punkte)
Es sei G := (Z/540Z)*. Wegen 540 = 22335, Korollar 6.18 und Satz 6.21 ist
(Zz/540Z)* = C, x C;5 x C,. Finden Sie Elemente a, b,c € G mit ord(a) = 2,
ord(b) =18 und ord(c) =4 und {1;} = (a)N(b,c) = (b)N{a,c) = (c)N(a, b).
(Universelle Eigenschaft von R[X ]) (4 Punkte)
Es sei i: R — A ein Homomorphismus zwischen kommutativen Ringen und x €
A sei fixiert. Ferner gelte die folgende Aussage: fiir jeden Ringhomomorphismus
f:R — S in einen kommutativen Ring S und jedes s € S gibt es genau einen
Ringhomomorphismuis F: A — S mit F(x) = s, der das folgende Diagramm
kommutativ macht:

Zeigen Sie, dass A isomorph zum Polynomring R[X ] ist.

(Multivariate Polynome)

Es bezeichne I eine beliebige Indexmenge und M = Ng) sei die Menge aller
Abbildungen I — N, die fiir alle bis auf hochstens endlich viele Indizes aus I
den Wert 0 annehmen, zusammen mit punktweise definierter Addition. Fiir
einen kommutativen Ring R sei R[M ] die Menge aller Abbildungen M — R,
welche auf allen bis auf hochstens endlich vielen Elementen von M den Wert
0z annehmen, zusammen mit punktweise definierter Addition und der wie
folgt zu definierenden Multiplikation:

(f: M —>R)-(g: M >R) = (M SR, c ZZf(a)g(b)).
a,beM
Fiir i € I bezeichne X;: M — R die Abbildung flﬁfi:‘f(i(i) = 1z und X;(j) = Og
fiir alle j € I \ {i}. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Das oben definierte Produkt f - g zweier Elemente f,g € R[M] ist tat-
sdchlich ein Element von R[M ] und R[M ] bildet zusammen mit den hier
definierten inneren Verkniipfungen einen kommutativen Ring. (Hinweis:
alle Ringaxiome zu verifizieren wére etwas lastig. Besprechen Sie nur eine
reprasentative Auswahl nach eigenem Ermessen.)

M — R,
(b) t:R—>R[M], r— {r falls a = (i — 0),
a—
Op sonst,
ist ein Ringmonomorphismus.
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(c) Jedes f € R[M ] lasst sich als f = Z v(f (a)) l_[Xia(i) schreiben.
aeM i€l
(Die auftretenden Produkte haben stets hochstens endlich viele von 1)) =

X7 verschiedene Faktoren und die auftretende Summe nur hochstens end-
lich viele von Ogy,; verschiedene Summanden und kénnen somit betrach-
tet werden, ohne iiber Konvergenz sprechen zu miissen.)

(d) Ist f: R — S ein Homomorphismus in einen beliebigen kommutativen
Ring S und e: I — S eine beliebige Abbildung, so gibt es genau einen
Ringhomomorphismus ¢: RFM ] — S, welcher das folgende Diagramm
kommutativ macht:

Bemerkung: man schreibt auch R[X] statt RIM ] mit X = {X; : i € [ } und
nennt R[X ] den Polynomring iiber R in den Variablen (oder Unbestimm-
ten/Verdnderlichen) X; (i € I). Eigentlich sind die hier diskutierten Objekte
sehr konkret: etwa fiir I = {1, 2, 3,4} und R = Z ist ein typisches Element von
R[X] gleich 10X? +X2° + 60X]X, X . Das Bild dieses Elements unter f aus
Teil (d) wére dann £(10)e(1)° + €(1)*° + £(60)e(1)°e(2)e(4)’.

12. Ubung

(Polynome vs. Polynomfunktionen) (4 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring. Es bezeichne PolyFun(R) C Abb(R,R) die Menge
der Funktionen R — R, welche durch Polynome gegeben sind (also €,(R[X]) in
der Notation von § 7.2). Man hat die kanonische Einbettung ¢: R — PolyFun(R),
welche jedem r € R die konstante Abbildung R — R, a — r, zuordnet. Wir
sagen, x € PolyFun(R) sei von variablem Typ, falls die folgende Eigenschaft
erfillt ist (vgl. Satz 7.4):

Fiir jeden kommutativen Ring S, Ringhomomorphismus f: R — S

und jedes s € S gibt es genau einen Ringhomomorphismus PolyFun(R) —

S, welcher x auf s abbildet und das folgende Diagramm kommutativ

macht: .
PolyFun(R) —-;-z-- S.

1 J

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Ring R und ein Element x € PolyFun(R)
von variablem Typ an.
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(b) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Ring R an, sodass es kein Element x €
PolyFun(R) von variablem Typ gibt.
12.2. (Die ganzen Gaufsschen Zahlen)
Betrachten Sie Z[i] = {a+ib € C : a,b € Z} zusammen mit der Funktion
N: Z[i] > Ny, a +ib — (a +ib)(a —ib) = a® + b? (mit a, b € Z). Zeigen Sie:
(a) Zu z,q € Z[i] mit q # 0 existieren w, r € Z[i] mit 2 = wq + r derart, dass
r =0 oder N(r) < N(q) gilt.

O O O [ ] O (©] O O O O O
V4

(@] (@] (@] (@] (@] e
Z[i] c C: z/

o o o o
q

o 0o o o O e o©
0
o

[ ]
q
o o o o

o o o (0] (0] O O o o (0]

(Bemerkung: dies ist ein Analogon zur Division mit Rest in Z oder bei
Polynomen.)

(b) (z[i])* ={—-1,1,—i,i}. Ist (Z[i])* = C, oder (Z[i])* = C, x C,?

12.3. (Normen)

Es seid # 1 eine quadratfreie ganze Zahl, d.h. es gibt kein n € N\ {1} mit n? | d.
Mit +/d sei eine beliebige komplexe Nullstelle des Polynoms X2 —d bezeichnet.
(Die zweite solche Nullstelle ist dann —v/d.) Es sei & = v/d falls d = 2,3 mod 4
und ¥4 = %(1 + 4/d) falls d = 1 mod 4. (Der Fall d = 0 mod 4 kann wegen
Quadratfreiheit von d nicht eintreten.) Z[#] bezeichne den kleinsten Teilring
von C, der Z und ¥ enthilt. Q[¥] sei analog definiert.

(a) Zeigen Sie 1 ¢ Q, Z[¥]={a+b¥€C:a,beZ} und QU] ={a+ b e
C:a,beQ}.

(b) Bestimmen Sie fiir a, b € Z die Darstellungsmatrix A, ;s der Q-linearen
Abbildung Q[¥] — Q[¥], x — (a + b#)x, beziiglich der Q-Basis 1,7 von
Q[¥].

(c) Zeigen Sie, dass det(A,,,y) fiir a,b € Z eine ganze Zahl ist und die
Abbildung N: Z[¥] — Z, y — det(A,), multiplikativ ist (d.h. N(xy) =
N(x)N(y) fir alle x, y € Z[1¥]).

(d) Zeigen Sie: x € (Z[1])* < N(x) € Z* = {£1}.

12.4. (Polynome und Nullstellen) (4 Punkte)
Geben Sie ein Beispiel fiir einen kommutativen Ring R und ein Polynom f €
R[X]\{Ogx1} an, sodass f unendlich viele verschiedene Nullstellen in R besitzt.
(Hinweis: Sie konnen beispielsweise Polynomringe und Faktorbildung benutzen,
um einen Ring R mit vielen Nullteilern zu konstruieren.)

13. Ubung

13.1. (Lokalisierung)
Betrachten Sie das multiplikative System S = {2": n€ N, } in Z.
(a) Zeigen Sie: ST'Z=7Z[3]:={= €Q:a€ZneN,}.
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(b) Bestimmen Sie alle Ideale von S™'Z.
(¢) Bestimmen Sie den Quotientenkérper Quot(S™'Z) von S™'Z.
13.2. (Erweiterter Euklidischer Algorithmus) (4 Punkte)
(a) (Aufwarmiibung:) Benutzen Sie das in den Vorlesungsnotizen in § 8.1.2
beschriebene Verfahren, um aus dem nachstehenden Divisionsschema
Zahlen x,y € Z mit 24x + 7y =1 zu gewinnen:

24=3-7+3,
7=2-3+1,
3=3-1+0.

(b) Wir schreiben Fs = Z/5Z und a = a + 5Z. Finden Sie Polynome f, g €
Fs[X ] mit

XP+X24+2X —1Df + (X2 +1)g =1.

(Thr Rechenweg ist mit anzugeben und sollte sich an § 8.1.2 orientieren.)

(c) Esseia= (X°+X2+2X—1). Folgern Sie aus (b), dass (X?+1)+a € F5[X]/a
invertierbar ist und geben Sie das zugehorige multiplikativ inverse Element
an.

13.3. (Irreduzibilitdt von Polynomen mit kleinem Grad)
Sei R ein Integritatsbereich. Ein Element p € R\ (R* U {0g}) heil3t irreduzibel,
falls jede Zerlegung p = ab mit a, b € R automatisch a € R* oder b € R* erfiillt.
K sei ein beliebiger Korper und f € K[X] ein Polynom mit Grad n.

(a) Istn=1, soist f irreduzibel. = (Hinweis: Gradformel, Proposition 7.2.)

(b) Ist n € {2,3}, so ist f genau dann irreduzibel, wenn f keine Nullstelle in
K besitzt.

(Hinweis: Wenn f = ab mit Polynomen a, b gilt, welche Grade kommen
dann fiir a und b in Frage?)

(c) Gilt 1, + 1 # O, so ist das quadratische Polynom aX? + bX +c € K[X]
(a,b,c €K, a # 0y) genau dann irreduzibel, wenn seine Diskriminante
b?—4ac kein Quadrat in K ist (d.h. wenn es kein x € K mit x? = b%>—4ac
gibt).

(d) 3X2+4X + 3 ist irreduzibel als Polynom iiber Z[i+/5], aber reduzibel als
Polynom iiber Q[iv/5]. (Hinweis: Bei Q[i+/5] handelt es sich sogar um
einen Korper, wie man analog zu Aufgabe 8.4 sieht. Das diirfen Sie ohne
Beweis benutzen.)

13.4. (Langen von Zerlegungen in irreduzible Elemente)
Es sei R ein Integritatsbereich und R[X ] der Polynomring iiber R in einer
Variablen. R[X?,X?] bezeichne den kleinsten Teilring von R[X ], der R, X? und
X3 enthilt. Zeigen Sie:
(a) RIX%,X%]={> a, X" €R[X]:q, €R,fast alle gleich 0y, a; =0y }.
(b) Die Elemente X2 und X° sind beide irreduzibel in R[X?, X?].
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14. Ubung

(Nicht-prime irreduzible Elemente)
Betrachten Sie den Ring R := Z[iv/5] = {a +iv5b € C : a,b € Z}. (Die
Ringaxiome nachzurechnen ist hier nicht gefordert.) Zeigen Sie dann, dass es
sich bei
2-3=(1+iv5)-(1—iv5),
um zwei Zerlegungen von 6 € R in Produkte irreduzibler Elemente handelt,
aber die darin vorkommenden Elemente keine Primelemente in R sind.
(Hinweis: betrachten Sie die Funktion N: R — Z aus Aufgabe 12.3; wegen
N(xy) = N(x)N(y) fiir alle x,y € R lasst sich damit Teilbarkeit in R auf
Teilbarkeit in Z zuriickfiihren.)
(Ein Kérper mit genau 4 Elementen) (4 Punkte)
Es sei Fy =Z/2Z und f = X*+X + 15, € F,[X]. Ferner sei K = F,[X]/(f).
(a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist und folgern Sie, dass K ein Korper ist.
(b) Bestimmen Sie alle Elemente von K und stellen Sie die zugehorigen
Additions- und Multiplikationstafeln auf (vgl. Tutoriumsblatt 1).
(c) Ist K™ zyklisch? Falls ja, bestimmen Sie alle Erzeuger von K*.
(Satz tiber rationale Nullstellen) (4 Punkte)
(@) Essei f =c,X"+...4+ ;X +c,X° € Z[X] ein Polynom vom Grad n > 1
mit rationaler Nullstelle { € Q, a und q teilerfremd. Zeigen Sie a | ¢, und
q|cp.
(b) Benutzen Sie Teil (a), um einzusehen, dass v'2 (eine Nullstelle von X2—2)
nicht rational ist.
(c) Bestimmen Sie alle Nullstellen in Q des Polynoms 3X*—5X3+X2—5X —2.
(Ein irreduzibles Polynom tiber F,)
Fiir eine Primzahl p sei F, = Z/pZ. Zeigen Sie, dass das Polynom f =
XP—X —1€TF,[X]irreduzibel ist.
(Hinweis: zeigen Sie, dass f invariant unter Einsetzen von X + 1 fiir X ist. Be-
trachten Sie anschliefend die hieraus hervorgehende Operation von (F,, +) =
(C,, ®) auf der Menge der Primteiler von f.)

15. Ubung

(Faktorisieren von Polynomen)
Zerlegen Sie die folgenden Polynome iiber Z[X ] in Primfaktoren:
(@) 2X?+4X +2,
(b) 6X2%+12.
(Irreduzibilitét)
Untersuchen Sie die folgenden Polynome auf Irreduzibilitét:
(@) X*+4X3+6X2+4X +10€ Q[X].
(b) X*+9e€Q[X].
(©) X2+Y%?—1€Q[X,Y]. (Hinweis: Q[X,Y]= (Q[X][Y] und Eisenstein.)
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(d X?>+Y?2eR[X,Y]. (Hinweis: man faktorisiere zunéchst in C[X,Y].)
(e) X*+4Y*eR[X,Y]. (Hinweis: X?+Y? —aXY.)
Zeigen Sie ferner:

(f) Es gibt unendlich viele irreduzible Polynome f € Q[X ] mit deg f = 12.

15.3. (Faktorisierungsmethode von Kronecker)

Es sei R ein Integritatsbereich mit unendlich vielen Elementen und K = Quot(R)
sein Quotientenkorper. Fiir jedes a € R sei T(a) ={b€R: b|a} die Menge
seiner Teiler und diese sei fiir alle a # 0y endlich.

(a) Essei f € R[X] ein Polynom vom Grad n > 1 und m sei max{r € N: 2r <
n}. Zeigen Sie:

(1) Es gibt paarweise verschiedene a,,...,a,, € R derart, dass die Men-
gen T; := T(f(q;)) fiir i =0, ..., m endlich sind.

(2) Zu jedem b = (by,...,b,) € Ty x---x T,, = T gibt es genau ein
gp € K[X] mit Grad < m und g,(a;) = b, firi =0,...,m.

(3) f ist genau dann reduzibel in R[X ], wenn es ein b € T gibt derart,
dass g, in R[X ]\ R* € K[X] liegt und ein Teiler von f ist.

(b) Nun sei zuséatzlich angenommen, dass fiir jedes r € R\ {0z} die Menge T (r)
in endlich vielen , Rechenschritten“ bestimmbar ist und auch Addition
und Multiplikation von Elementen in R in endlich vielen Rechenschritten
durchfiihrbar sind. Beschreiben Sie dann ein Verfahren, welches jedes Po-
lynom aus R[X ] in endlich vielen Schritten in iiber R irreduzible Polynome
zerlegt.

(c) Zerlegen Sie das folgende Polynom unter Anwendung der durch Teil (a)
nahegelegten Methode in irreduzible Faktoren iiber Z:

3X° +2X*—24X% —26X%2 +11X —1.

(Achtung: dies ist ggf. aufwandig. Blofdes Hinschreiben einer geeigne-
ten Faktorisierung und Priifen, dass diese passt, ist nicht erlaubt. Der
Rechenweg sollte — jedenfalls grob — ersichtlich sein.)
15.4. (Die ganzen GaulSschen Zahlen, II)
Betrachten Sie den Ring Z[i] der ganzen Gauf3schen Zahlen aus Aufgabe 12.2.
Ferner sei p € N eine Primzahl. Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes Primelement 7t von Z[i] ist N(7t) entweder eine Primzahl in N
oder das Quadrat einer solchen. (Hinweis: N(7t) = ©tm.)
(b) (1) Ist p Summe zweier Quadrate, d.h. p = a® + b?> mit a,b € Z, so
ist p = (a +ib)(a —ib) eine Zerlegung von p in Primelemente von
Z[i] und a + ib ist dann und nur dann assoziiert zu a — ib, wenn
la| =|b| =1 ist.
(2) Ist p nicht Summe zweier Quadrate, so ist p ein Primelement von
Z[i].
(c) Ist p =3 mod 4, so ist p ein Primelement von Z[i]. (Hinweis:
a’+b*>=|?|mod 4.)
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(d) Bestimmen Sie alle Primelemente a + ib von Z[i] mit a,b € Z und 0 <
a, b < 6 und zeichnen Sie diese in der Gauldschen Zahlenebene.

(Hinweis: in dem obigen Bild ist (bei geeigneter Vergrol3erung) die Losung zu
Teil (d) zu finden. Benutzen Sie dies aber allenfalls zur Selbstkontrolle Ihres
Ergebnises und nicht zur Losungsfindung.)
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