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Einleitung

Wir greifen inhaltlich des Ofteren auf Inhalte der Analysis 1-2 zuriick. Die Vor-
lesung orientiert sich nicht konkret an einem Buch. Bei der Ausarbeitung dieser
Vorlesung waren jedoch die Lehrbiicher [1, 2, 9, 10, 11, 17, 18] hilfreich. Die Biicher
von Rudin [17] und Jénich [9, 10] seien hier als besonders inspirierend hervorgeho-
ben. (Man beachte des Ubrigen auch, dass [9] im Wesentlichen eine echte Obermenge
des Inhalts von [10] behandelt und darum trotz des etwas in die Zeit geEkommenen
Schriftbildes durchaus eines Blickes wert ist!) Ergdnzende Darstellungen, die ins-
besondere anschauliche Aspekte des Materials herausarbeiten und betonen, findet
man in [15, 20]. Diverse Motivation zum Studium der komplexen Analysis findet
man etwa in [17] anhand zahlreicher Querverbindungen zu anderen Gebieten der
Analysis, sowie in dem diinnen Heft von Lax und Zalcman [12].

Wozu komplexe Analysis?

Wir betrachten die Funktion
1

1—x2

foR\ {1} >R, x~—

J/ f_

Die bekannte Formel fiir die geometrische Reihe liefert

1 [e%}
_ 2n
eI
n=0

fir alle x € R mit |x| < 1. Insbesondere konvergiert die Taylorreihe von f_ im
Entwicklungspunkt O fiir jedes x mit |x| < 1 und stellt dort die Funktion f_ da.
Tatséchlich ,,sehen” wir auch sofort, dass die Taylorreihe von f_ nicht gleichzeitig fiir

iii



iv EINLEITUNG

x mit grollerem Betrag konvergieren konnte und zudem f_ darstellt: Ansonsten liel3e
sich f_ ndmlich stetig in die Punkte +1 fortsetzen!
Wir betrachten nun die Funktion

(Deren definierender Ausdruck unterscheidet sich von dem fiir f_ offenbar nur durch
das Vorzeichen vor x2.) Wir haben ganz analog

1
= > (=1)"x*"
1+ x2 HZ:o:

fiir alle x € R mit |x| < 1 und es ergeben sich analoge Aussagen fiir das Konvergenz-

und Darstellungsverhalten der Taylorreihe von f, im Entwicklungspunkt 0. Doch wes-

halb ist der Konvergenzradius nicht gréfSer? Weshalb stellt die Taylorreihe f, nicht noch

fiir x| = 1 dar? — Im Gegensatz zu f_ hat f, ja schlief3lich keine Definitionsliicken.
Komplex betrachtet 16st sich das Problem jedoch leicht auf: Der Bruch

11
1+x2  (x+Dx—1)

ist fiir x = =i nicht definiert und fiir x — #i hat man ﬁ — +00, was offenbar der

Konvergenz der Potenzreihe auf der rechten Seite von

1
= E (—1)”x2”
1 2 n=0

fiir jedes x mit |x| > 1 widerspricht, da die Reihe dann insbesondere auch fiir x =i
konvergieren wiirde und dies nicht damit in Einklang zu bringen ist, dass die linke
Seite der Gleichung fiir x — =i iiber alle Schranken wachst.

Eine dhnlich mysteriose Situation tritt bei der Betrachtung der Funktion

:R— R X — eXp(—l/XZ) fa].ls X ;é O,
; ’ 0 falls x =0




EINLEITUNG A

auf: Man kann zeigen, dass g unendlich oft differenzierbar ist und in O alle Ablei-
tungen von g verschwinden. Die Taylorreihe von g um den Entwicklungspunkt O
konvergiert also iiberall, stellt g jedoch nur im Punkt O dar.

Komplex betrachtet sehen wir, dass sich C \ {0} — C, 2z — exp(—1/22), nicht mal
stetig in O fortsetzen lasst (betrachte die Funktionswerte bei den Argumenten i/n,
n=1,2,...). Unter diesem Betrachtungsaspekt kann mit einer Darstellbarkeit durch
die zugehorige Taylorreihe kann also a-priori gar nicht gerechnet werden!

Aus der Analysis kennt man sicher das Integral

t
1 - TT
dx = arctan(t) =%
o 1+x2 2

Was ist hingegen der Wert des Integrals

oo
1
dx ?
0 1+ x4

Mit etwas Miihe kann man die Darstellung

t
1 1
dx = ——(log(1 + v2 + t2) —log(1 — V2 + t2) +
L1+x4 x = —(log( )~ log( )
+ 2arctan(1 + v2t) — 2 arctan(1 — w/it))

herleiten und dann

folgern.
Wie sieht es hingegen mit

f exp(—mx?) exp(—2mix &) dx

—0Q

aus? (Das ist die Fouriertransformierte von h: R — R, x — exp(—mx?).)

h

/

Vielleicht weill man schon aus der Analysis, dass hier exp(—m&?) herauskommt.
»Reelle”“ Beweise dieses Resultats sind oft trickreich. Komplexe Analysis erlaubt hier
deutlich transparentere Beweise und auch die zuvor angesprochenen uneigentlichen
Integrale lassen sich ohne Zuhilfenahme von Stammfunktionen(!) berechnen.
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AbschlieRend noch eine andere Frage von eher philosophischer Natur: Man kennt
bereits die Exponentialfunktion

1
exp(x) = HZ:(; n!x .
Weshalb definiert man exp(z) fiir komplexe Argumente eben auch durch diese Po-
tenzreihe? Oder weiter gefragt: Man kennt natiirlich auch die reellen Sinus- und
Kosinus-Funktionen und vielleicht auch die Formel von Euler-Moivre

exp(iy) = cos(y) +isin(y),
also insbesondere cos(y) = Re(exp(iy)) fiir reelles y. Weshalb definiert man nicht
cos(z) = Re(exp(iz)) fiir beliebige z € C? Wir werden im Laufe unserer Untersuchun-
gen noch feststellen, dass
1 n
cos(z) = Z = )

(2n )'
gewissermal3en die einzige ,,sinnvolle® Fortsetzung der reellen Kosinusfunktion ins
Komplexe liefert.

Die obigen Ausfiihrungen lassen sich vielleicht kurz damit zusammenfassen, dass
komplexe Analysis viele aufschlussreichen Einsichten in a-priori reelle Probleme
geben kann und ein méachtiges Werkzeug darstellt, welches in keines Analysten
Werkzeugkoffer fehlen sollte. Das folgende beriihmte Zitat bringt dieses Diktum sehr
elegant auf den Punkt:

,The shortest path between two truths in the real domain passes
through the complex domain.“
— Jacques Hadamard
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KAPITEL 1

Komplexe Differenzierbarkeit

1.1. Prélude: Komplexe Zahlen

1.1.1. Konstruktion der komplexen Zahlen. Wir beginnen mit einer Wiederho-
lung zu komplexen Zahlen. Der Korper der komplexen Zahlen sei definiert als die
Menge C := R? zusammen mit der {iblichen (Vektor-)Addition

+:CxC—-C, ((a,b),(x,y))=(a+x,b+y)=:(a,b)+(x,y)
und Multiplikation
CxC—>C, ((a,b),(x,y))— (ax—by,bx+ay)=:(a,b)-(x,y).

Man rechnet leicht — wenngleich aufwéndig — nach, dass es sich hierbei um einen
Korper handelt. Das zugehorige Eins- respektive Nullelement dieses Korpers ist gege-
ben durch 1 = 1. := (1, 0g) bzw. 0 = 0 := (O, O ).

N

O

o
>

SO
AR R RN
AU

N
\\\

SOOI N

NONN NN NN
SO
SO
OO
SOOI
SO
SO
SO
SO
SO
NN
SO
SO
SO
SO
SO

NN
NN\
SO

NN
AR

SO
SO YO

SO
SO
SO
SO
SO
SO
SO
SN
SO
SOOI
SO
SO
SO
SO
SO
SO

AN
AN

Abbildung 1. Schaubild der komplexen Zahlen als zweidimensionaler
reeller Vektorraum mit dem Bild «(R) von R in C.

Bei der Abbildung t: R — C, x — (x, 0g), handelt es sich um einen injektiven'
Korperhomomorphismus, vermdge dessen wir R mit seinem Bild ¢(R) c C identifizie-
ren. In diesem Sinne verstehen wir jede reelle Zahl x € R auch als komplexe Zahl
t(x) € C, schreiben aber auch x fiir ¢(x). Diese Identifikation ist {iberdies auch in so
weit mit der R-Vektorraumstruktur von C vertraglich, als dass es fiir den Wert von
A-z mit A € R = ((R) und z € C unerheblich ist, ob die Multiplikation als Skalarmul-
tiplikation oder Multiplikation im Korper C aufgefasst wird. Wir visualisieren diesen

'Wie man in der Algebra lernt, ist tatsachlich jeder Korperhomomorphismus automatisch injektiv.

1



2 1. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT

Umstand anhand des nachstehenden kommutativen Diagramms:

txide

t(R)xC.

Skalarmultlphkam Aermultlphkanon

Bemerkung (Kleinere Zahlensysteme). Die Identifikation von R mit ¢(R) kennt die
Leserin oder der Leser sicher bereits von Konstruktionen von Z aus N, Q aus Z und
R aus Q: Oft wird beispielsweise Q als Menge von Tupeln ganzer Zahlen (,,Zahler ¢
und ,Nenner“) modulo einer geeigneten Aquivalenzrelation konstruiert,? und ist
somit streng genommen keine Obermenge von Z. — Dennoch haben wir uns daran
gewohnt ganz ohne Skrupel ,,Z C Q“ zu schreiben, und genauso schreiben wir auch
hierNCZcQcRcC.

Ferner schreiben wir i := (Og, 1g) und fiir eine komplexe Zahl z € C sei —z die
(eindeutig bestimmte) komplexe Zahl, welche nach Addition mit z das Nullelement
liefert: z + (—z) = O¢. Analog sei 2! durch z - 37! = 1. definiert, sofern es sich bei
z nicht um O handelt. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass alle Lesenden im
Laufe ihres Studiums gentigend Erfahrung mit Kérpern gesammelt haben, um auch
ohne Umstinde Ausdriicke wie (2 + 6i)™* oder = 8 )12 zu interpretieren. Eine leichte

Rechnung ergibt i2 = (—i)? = —1. Die Algebra lehrt uns, dass i und —i algebraisch
nicht unterscheidbar sind: Es gibt einen Kérperautomorphismus o: C — C, welcher i
auf —i abbildet; tatsachlich gibt es viele solcher Kérperautomorphismen o. Wenn man
gusdtzlich fordert, dass o die reellen Zahlen punktweise fixiert, so gibt es tatsachlich
genau ein solches o, welches wir als (komplexe) Konjugation - bezeichnen.

Wir haben aber durch die obige Konstruktion eine der beiden® komplexen Zahlen
z mit 22 = —1 (letztendlich willkiirlich) ausgewdhlt und mit i bezeichnet. Der Kérper
der komplexen Zahlen ist auch ein zwei-dimensionaler R-Vektorraum. Als (geordnete)
Basis wahlen wir iiblicherweise (1,1). Beziiglich dieser Basis hat jede komplexe Zahl
z eine eindeutige Darstellung als z = x + iy mit reellen® Zahlen x und y. Diese
Basiswahl induziert einen Isomorphismus:

(1.1 C=Rl.®Ri=ZR?* (als R-Vektorriume).

Wir nennen x den Realteil von z und y den Imagindrteil von z. In Zeichen: x = Rez
und y = Imz. Die komplexe Konjugation - wirkt beziiglich dieser Koordinatenwahl

%Diese Aquivalenzrelation trigt Uneindeutigkeiten wie % = % in der Bruchdarstellung Rechnung.

3Dass es sich bei z = +i um Nullstellen des Polynoms Z2 + 1 handelt, hatten wir schon gesehen.
Mehr als zwei Nullstellen kann ein quadratisches Polynom iiber einem Korper — wie aus der Algebra
bekannt — natiirlich nicht haben.

“*Im Folgenden schreiben wir des Ofteren z = x + iy und gehen stillschweigend davon aus, dass
vom Lesenden implizit verstanden wird, dass es sich bei x und y um reelle Zahlen handeln soll.



1.1. PRELUDE: KOMPLEXE ZAHLEN 3

als (x +iy) = x —iy.

A
H——Rez —0Z

—Imgz -

oz

Eine kurze Rechnung in Koordinaten zeigt fiir z € C
()=2, Rez= 1(z+2), Imz=1(z—32),

sowie
z€R << Imzg=0 < z=2.

1.1.2. Ordnung und algebraische Abgeschlossenheit. Wir erinnern kurz an den
Begriff des angeordneten Korpers, welcher einen Korper K mit einer ausgezeichneten
Menge von positiven Elementen & C K bezeichnet, welche die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt:

(1) fiir jedes x € K ist entweder x € &, —x € &, oder x = 0, (und jeder dieser
Falle schlief3t die anderen beiden aus),
(2) firallex,yeZ giltx+yecP undx-y € 2.

Fiir solche Korper definiert man eine totale Ordnungsrelation < durch

X<y &= y—xePU{0}.
Grob gesagt sind angeordnete Korper diejenigen, die Ungleichungen zwischen ihren
Elementen zulassen.

Beispiel. Die reellen Zahlen bilden mit der bekannten Interpretation von ,positiven
Elementen“ einen angeordneten Korper. Ungleichungen wie m < 22/7 lassen sich
hier in sinnvoller Art und Weise erklaren.

negative Elemente R \ (& U {0}),

-3 -1 0 1 T

nicht-positive Elemente R \ &, positive Elemente &.

Die positiven reellen Zahlen haben auch eine rein algebraische Charakterisierung als
diejenigen x € R \ {0}, die sich als x = y? mit einem y € R schreiben lassen. Diese
Tatsache hat interessante Konsequenzen; Es lasst sich hiermit beispielsweise zeigen,
dass idy der einzige Korperhomomorphismus R — R ist. (Die analoge Aussage fiir C
ist hoffnungslos falsch. Fiir Details siehe die Vorlesung ,,Algebra“.)

Die Situation im Komplexen sieht anders aus:
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Proposition 1.1. Es gibt keine Wahl von & C C derart, dass die komplexen Zahlen
gusammen mit & zu einem angeordneten Korper werden.

Beweis. Man iiberlegt sich leicht anhand der Axiome, dass in einem angeordneten
Korper K Quadrate # O (d.h. Elemente der Form x? fiir ein x € K \ {04 }) stets positiv
sind, denn fiir ein solches x # Oy ist entweder x oder —x positiv und damit sicher
in jedem Fall auch x? = (—x)? als Produkt zweier positiver Elemente selbst positiv.
Insbesondere ist 1, = 112< stets positiv. Da in den komplexen Zahlen aber neben der
Zahl 1 auch ihr additiv inverses Element —1 = i ein Quadrat ist, sieht man, dass es
keine Moglichkeit gibt, eine Menge & C C positiver Elemente zu wahlen, welche C
zu einem angeordneten Korper macht. O

Das hat eine wichtige Konsequenz: Es gibt keine Ungleichungen zwischen komple-
xen Zahlen. Gelegentlich sieht man zwar in Lehrbiichern auch Ausdriicke wie z > 0
fiir eine (vermeintlich) komplexe Zahl z, jedoch ist dies oft als die Aussage ,,z ist reell
und beziiglich der reellen Ordnungsstruktur positiv zu verstehen (siehe z.B. [10,
Aufgabe 1 in § 10.5]).

Die Ordnungsstruktur der reellen Zahlen eroffnet die Moglichkeit fiir das folgende
einfache Argument, dass das Polynom X2 + 1 keine reelle Nullstelle besitzt. In der
Tat gilt nadmlich fiir jedes x € R die Ungleichung x? > 0 und daher x?+ 1 > 0, also
insbesondere x2? + 1 # 0.

Der Verlust der Ordnungsstruktur beim Ubergang von R zu C ist der Preis, den
man fiir die Hinzunahme einer Nullstelle des obigen Polynoms zahlen muss. Im
Gegenzug erkauft man sich dadurch aber eine sehr schone Eigenschaft, welche die
komplexen Zahlen den reellen Zahlen in manchen Anwendungen iiberlegen macht:

Satz 1.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen, d.h. jedes Polynom P € C[Z] mit Grad > 1 besitzt eine komplexe
Nullstelle.

Bemerkung. Uberdies ist aus der Algebra bekannt, dass man zu gegebenem Polynom
P € C[Z] mit Nullstelle z, (mittels Division mit Rest) eine Produktdarstellung P =
(Z —2,) - P, mit einem Polynom P, von kleinerem Grad als P gewinnen kann. Mittels
Induktion folgt dann leicht, dass sich jedes Polynom P € C[Z] in der Form

P=c(Z—2))(Z—2) - (Z _ZdegP—l)

mit einem ¢ € C\ {0} und (nicht notwendigerweise paarweise verschiedenen) Null-
stellen 2y, 21, . . . , Z4eg p—1 SChreiben lésst und man kann sich auch tiberlegen, dass diese
Darstellung (bis auf Vertauschung der Faktoren) eindeutig ist.

1.1.3. Topologie. Der Betrag |z| einer komplexen Zahl z = x +iy ist definiert als

|z|=\/g:\/x2+y2

und stimmt (unter Berufung auf (1.1)) offensichtlich mit der wohl-bekannten Euklid-

Norm
1O, I = v x2 + y?
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auf R? {iberein. (Man {iberlegt sich auch leicht, dass die komplexe Betragsfunktion
|-]: C — Ry, eingeschrankt auf R € C mit der reellen Betragsfunktion {iberein-
stimmt.) Diese Zusatzstruktur macht C zu einem bewerteten Korper und auch zu einem
normierten R-Vektorraum. Die von der Bewertungsstruktur bzw. Normstruktur indu-
zierten Topologien auf C stimmen {iberein. Durch C x C — [0, 00), (2,2,) — |2 — 2|

wird eine Metrik auf C gestiftet.
Wir erinnern — fiir z, w € C — an die wohlbekannte Dreiecksungleichung

|z +w| < 2]+ |wl,
sowie die umgekehrte Dreiecksungleichung

|z —w| = |lz] = wl].
(Vgl. Abbildung 2.)

IS

—Ilz| = wl[—

Abbildung 2. Illustration zur Dreiecksungleichung und ihrer Umkeh-
rung: (1) Eine Seite eines Dreiecks ist nie langer als die Summe der
Langen der iibrigen beiden Seiten und (2) nie kiirzer als deren Diffe-
renz.

Wir notieren
B(20,0)={z€C:|z—2z) <6}
fiir die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt z, € C und Radius 6 > 0, sowie
B(2y,8)={2€C:|z—2,| <5}
fiir die zugehorige abgeschlossene Kreisschreibe. Die Menge
D= B(0,1)

heil’t Einheitskreis(scheibe). Eine Menge U C C heil3t bekanntlich offen, falls es
zu jedem Punkt z, € U einen (i.Allg. von z, abhédngigen) Radius 6 > 0 gibt derart,
dass U die ganze Kreisscheibe B(z,, 6) enthalt. Etwaige Leserinnen und Leser sollten
mit den Grundbegriffen der Topologie (in metrischen Rdumen) bereits vertraut sein
(abgeschlossene Mengen, Stetigkeit, Kompaktheit, Konvergenz von Folgen, Cauchy-
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Folgen, Vollstindigkeit etc.) und wir verzichten auf eine weitere ausufernde Darlegung
bekannter Definitionen.

e AN {x+iyeC:|x+iy|=1},
' SN N {x+iy €C:|x+iy| = v2},
Vo Ao {x+iy e C: max{|x|,|y|}=1}.

Abbildung 3. Illustration zur Ungleichung (1.2).

Anhand der Ungleichungskette (siehe auch Abbildung 3)
(1.2) max{|x|, |y [} < |x +iy| < v2max{|x], |y}

sieht man unmittelbar, dass Konvergenz einer Folge (z,,), von komplexen Zahlen dqui-
valent zur (gleichzeitigen!) Konvergenz der zwei reellen Folgen (Rez,), und (Imz,),
ist und sich auch eine analoge Bemerkung iiber Cauchy-Folgen ergibt. Zusammen
mit der Vollstdndigkeit von R folgert man hieraus leicht die Vollstindigkeit von C:

Proposition 1.3. C ist zusammen mit der durch |-|: C — [0, 00) indugzierten Topologie
vollstdndig (d.h. jede Cauchy-Folge komplexer Zahlen konvergiert gegen einen Grenzwert
in C).

1.2. Komplexe Differenzierbarkeit und totale Differenzierbarkeit

Es sei G eine offene Teilmenge von C und f: G — C eine beliebige Funktion. Wir
nennen f komplex-differenzierbar in z, € G, falls der Grenzwert

f'(20) == lim M _ limf(zo +h)— f(z,)
A h

existiert. Wir nennen f holomorph auf G, falls f in jedem Punkt z, € G komplex-
differenzierbar ist.

Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln (d.h. Linearitit, Produktregel,
Kettenregel, Differenzieren von Umkehrfunktionen etc.) fiir das Differenzieren tiber-
tragen sich ohne grolde Schwierigkeiten auch ins Komplexe. Ebenso einfach beweist
man, dass eine in z, komplex-differenzierbare Funktion in z, stetig ist.

Beispiele.
e Die Funktion f: C — C, z — z*, ist holomorph. Es gilt f'(z,) = 42z;}" in
jedem Punkt z, € C.
e Jede Polynomfunktion C — C, z — P(z), mit Polynom P € C[Z] ist holo-
morph.
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e Durch Potenzreihen definierte Funktionen sind im Inneren der Konvergenz-
kreisscheibe holomorph. (Fiir mehr Details hierzu siehe § 1.4.)

e Die komplexe Konjugation ~: C — C ist nicht holomorph, ja gar in keinem
Punkt z, € C komplex-differenzierbar:

o (zg+€)—2, . (zgt+ie)—3z,
lim Zo =20 _ g g gy BT =Z
e—0 € €—0 1€

ecR ecR

e Re: C — C, z — Re(z) ist in keinem Punkt z, von C komplex-differenzierbar,
denn sonst wére ja

“=2Re—id. (Vze€C:z=2Re(z)—2)

in z, komplex-differenzierbar. (Fiir Im: C — C ergibt sich ein analoges
Argument.)

Vermoge unserer Identifikation (1.1) lisst sich G als Teilmenge von R? auffassen
und f nimmt die Gestalt einer vektorwertigen Funktion

R2 D G —— R2

an. Etwas préziser ldsst sich dieser Sachverhalt anhand des kommutativen Diagramms

G;C

(13) x+iyr—>(x,y)l2 l?

R? 2,6 —1 5 R?
veranschaulichen. Die Anfiihrungszeichen werden wir im Folgenden zumeist weglas-
sen und die vertikalen Pfeile gedanklich zu Gleichheiten erheben. Der Sinn hinter dem
Diagramm ist allerdings uns hier die verschiedenen Blickwinkel auf f klar vor Augen
zu fiihren: den komplexen Blickwinkel (obere Zeile) und den reellen Blickwinkel
(untere Zeile).

Es stellt sich somit die Frage, was komplexe Differenzierbarkeit mit (reeller)
totaler Differenzierbarkeit gemein hat. Bekanntlich hei3t eine Abbildung g: G — R?
differenzierbar in 2, € G C R?, falls es eine (und dann nur eine) lineare Abbildung
L: R? — R? gibt derart, dass die durch die Gleichung

8(zo+v) =g(z)) +L(v) +r(v)
definierte Funktion r: G — R? die Bedingung
Ir)ll _

v=(0,0) [|v]|
v#(0,0)

0

erfiillt, wobei

I-1: R* — Rso,  (v1,vy)+— vV V12 + sz
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die Euklid-Norm auf R? bezeichne. Anschaulich gesprochen bedeutet dies natiirlich
nichts Anderes, als dass sich g ,,in der Ndhe von z,“ gut durch eine lineare Abbildung
approximieren lasst.

(

| | au(x au
(X0, Y0) 5, (x0, ¥0) —b
%(xf,yo) %(xo,yo))=("’ @700 gy 0 O)zAz(Z )

Zunichst sei f als in g, € G komplex-differenzierbar angenommen. Dann
schreibt sich

fzo+h)=f(20) + f'(z0)h + o(h),
mit p(h) = f (2o +h)— f(2y) — f'(2o)h. Zusammen mit p(z,) = 0 und

h) —
@_J(h)=h-(f("7’°Jr ; f(zo)—f’(zo)) (fiir h # 0)

sehen wir, dass hp(h) fiir h — 0 gegen 0 konvergiert. (Man beachte, dass die
Euklid-Norm von h € C, aufgefasst als Vektor in R?, nichts anderes als der
Betrag von h als komplexe Zahl ist.) Beachtet man nun, dass Multiplikation
mit f’(z,) eine R-lineare Abbildung C — C stiftet, so sehen wir, dass f im
Punkt z, (reell) total differenzierbar ist.

Wir schreiben nun f’(z,) =: a + ib und wollen die R-lineare Abbildung

mult; ., ): C— C, h+~ f'(z0)h =(a+ib)h

beziiglich der (geordneten) R-Basis (1,i) von C darstellen. Wegen
mult; ., y(x +iy) = (a +ib)(x +iy) = (ax —by) +i(bx + ay)
schreibt sich mult;,(, , beziiglich obiger Basis als
X ax—by\  [(x . _(a Db
()= (eray)=aC) me a=(6 )

Wir veranschaulichen dies anhand des kommutativen Diagramms

multg/
f/(20)
C C
S |
Rz v—AY Rz

Betrachten wir nun f wie in (1.3) als vektorwertige Funktion in zwei
Variablen, etwa

s =4 e

so stimmt die eben berechnete Matrix A mit der Jacobi-Matrix von f an der
Stelle z, = (x,, ¥,) € R? iiberein, also

£ (%0, Yo0)  £5(x0, Yo) a
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Dies liefert die sogenannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen

du av
a(xo,.)’o) = 5()(0:.)/0);

av du
a(XOJ Yo) = _E(xo; Yo)-

Schreibt man
of Odu .0v 8f_3u+,3v
ox ox 'ax 8y oy ‘ay’
so lassen sich die obigen Differentialgleichungen auch in der etwas kompak-
teren Form 3 p
%(XOL}/O) = i%(XO:J’o)
notieren.

e Man iiberlegt sich, dass man die eben gefiihrten Uberlegungen auch um-
drehen kann: Sei f: G — C nun aufgefasst als Funktion von G C R? nach
R? (reell) total differenzierbar in einem Punkt z, = (x,,y,) € G und er-
fiillen die partiellen Ableitungen von f in z, die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen, so ist f in z, komplex-differenzierbar und es gilt

/ af
fi(z0) = 2 (X0, Yo0)-
x
Unsere bisherigen Uberlegungen fassen wir in dem folgenden Resultat zusammen:

Proposition 1.4. Sei G eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen und f: G — C eine
beliebige Abbildung. Dann ist f genau dann holomorph in G, wenn f aufgefasst als Funk-
tion von G C R? nach R? in jedem Punkt von G (reell) total differenzierbar ist und die
beiden partiellen Ableitungen von f den Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
geniigen.

Beispiele.

e Aus den Beispielen auf Seite 6 wissen wir bereits, dass weder die komplexe
Konjugation x +iy — x —iy, noch die Realteilabbildung x +iy — x, noch
die Imaginarteilabbildung x + iy — y komplex-differenzierbar sind. Dies
sieht man auch sofort mittels Proposition 1.4, denn die hier betrachteten drei
Abbildungen sind alle R-linear mit Jacobi-Matrizen (beziiglich der Basiswahl
(1,i) von C = R?)

1 O 10 Kti 0 1
o —1) \o o) respektive (. o

) . . ) A —O
und keine dieser Matrizen ist von der Form (I:I A )
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e Es seien A, B, C, D € R beliebige Parameter. Dann wird durch
f(x+iy)=(Ax+By)+i(Cx+Dy)

eine Funktion f: C — C gestiftet. Wir wollen untersuchen, fiir welche
Parameterwahl diese Funktion im Punkt x, + iy, komplex-differenzierbar
ist. Eine kurze Rechnung liefert unmittelbar®

af : A\ of , B
a(xOJyO):A-I_lC:(C), 5(x05y0):B+1D:(D)
Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fordern hier also

(2 g)é(ﬁ _AD), also A=D und C=—B.

Nimmt man nun A= D und C = —B an, so erhilt man
flx+iy)=(Ax—Cy)+i(Cx +Ay) = (A+iC)(x +1iy),

also f = mult,;c.
e Die gleichen Uberlegungen angewandt auf die durch

falx +iy) =4—4x + x* — y* +i(Ax* — 4y + 2xy).

gestiftete Funktion f,: C — C zeigen, dass f, genau dann in x,+iy, komplex-
differenzierbar ist, wenn Ax, = 0O gilt. Insbesondere ist f, holomorph auf C
und man kann f,(z) = (z—2)? nachrechnen. Betrachtet man (beispielsweise)
hingegen f;, so stellt man fest, dass diese Funktion nur in den Punkten auf
der ,imagindren Achse” {z € C : Rez = 0} komplex-differenzierbar ist.
(Siehe auch Abbildung 4.)

1.3. Konforme Abbildungen

Im vorherigen Abschnitt hatten wir uns tiberlegt, dass eine an einem Punkt (reell)
total differenzierbare Funktion f: C — C genau dann in diesem Punkt komplex-
differenzierbar ist, wenn die zugehorige Jacobi-Matrix die Form

A= (a _b) € R¥2
b a
hat. Zwar kommen wir erst etwas spater (siehe § 1.5) auf Polarkoordinaten zu spre-
chen, doch sei hier dennoch darauf vertraut, dass man Matrizen des obigen Typus
bereits aus der linearen Algebra als Darstellungsmatrizen von Drehstreckungen im
euklidischen Raum R? (mit dem Standardskalarprodukt) kennt. In der Tat schlief3t
man aus der Tatsache, dass das Skalarprodukt

<(Z)’(_ab)> —a(b)+ba=0

>f war hier offensichtlich R-linear gew#hlt, weswegen man sich also nicht wundern braucht, dass
die totale Ableitung(=Linearisierung) von f in jedem Punkt gleich aussieht.




1.3. KONFORME ABBILDUNGEN

11

der beiden Spalten von A verschwindet, dass beide Vektoren orthogonal sind und
zusammen mit detA = a® + b? > 0 schlie3t man, dass es sich bei der linearen Abbil-
dung v — Av tatsachlich um eine Drehstreckung (ohne Spiegelungsanteil) handelt.
Man kann sich hierzu unter anderem iiberlegen, dass holomorphe Abbildungen iiber-
all dort, wo ihre Ableitung nicht verschwindet,® lokal sich schneidende Kurven auf
Bildkurven abbilden, die sich unter demselben Winkel (mit derselben Orientierung)
schneiden. Wir wollen auf dieses Phanomen fiir den Moment nicht weiter grol3 einge-
hen (insbesondere auch, weil hier sonst erst einige Begriffe formal eingefiihrt werden
miissten) und begniigen uns mit der Betrachtung von Abbildung 4.

T

(a) Die Einheitskreisschei-
be D mit einem eingezeich-
neten engmaschigen Gitter,
welche wir mit den Abbildun-
gen f, und f5 abbilden. Die
Linie iy mit —1 < y < 1 ist
dick eingezeichnet.

(b) fo(D): Die Abbildung
fo=(—(z—-2)%)

ist holomorph mit nirgends
auf D verschwindender Ab-
leitung. Das Bild des Git-
ters besteht (approximativ!)
ebenfalls aus Quadraten: f,
sieht lokal wie eine Drehstre-
ckung aus.

=

— 4
o
=7

7777

=
ST
st

z

5
o0,

(c) f3(D): f5 ist nur in den
Punkten iy € D komplex-dif-
ferenzierbar; in der Umgeb-
ung dieser Punkte werden
die eingezeichneten Quadra-
te auch wieder auf approx-
imative Quadrate abgebildet,
davon entfernt werden aus
Quadraten allerdings (nicht-
quadratische) Parallelogram-
me.

Abbildung 4. Illustration zum Abbildungsverhalten von f, aus dem
Beispiel von Seite 10: abgebildet wird jeweils der Einheitskreis.

®Man beachte: Bei Ableitungsnullstellen wird mit dem Faktor O gestreckt.
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1.4. Potenzreihen

Wir erinnern hier an die aus der Analysis 1 bekannten elementaren Eigenschaften
zum Konvergenzverhalten von Potenzreihen

(o]
(1.4) Z Z a,(z—2y)" (mitz,z,,ay,a;,d,,...<C).

n=0
In der Tat existiert fiir jede Potenzreihe (1.4) ein R € R, U {o0} — der Konvergenz-
radius von (1.4) — mit der Eigenschaft, dass

o0

. | konvergiert absolut fiir |z| <R,
Z a,(z—2,)

— divergiert fiir |z| > R.

(Man beachte, dass iiber das Konvergenz-/Divergenzverhalten von (1.4) fiir |z =R
keine Aussage getroffen wird.)

NN N N N N N O N e N N S N N NN N NN
~\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\(Dwagmu)\\\
AN N NN NN N NN NN NN NN U 57 \\\\\\\ ANANAN
ONONNNNNNNNNNNNNNNN D> NN N NN N N N NN N N N N NN
ONUNNNNNNNNNNNNNNN /””NVN/\\\\\\\\\\\\\\\\\
B NN N N N N N N N N N N N NN 2N S N NN NN N NN
ONUNNNNNNNNNNNNNN S AN AN NN NN NNNNNN NN
ONNNN NN NN NN NN N7 NN N NN NN N NN N NN
NN N N N N N N N N NN N . A DN N NN NN N NN NN
OUONNNNNNNNNNNNNNLS AN ONNN NN NN NN Y
ONNNNNNNNNNNN NN 22 FRRARRRARRRARR R R RN
OUNNNNNNNNNNNNNANNLS Y 600 NN N NN NN NN NN NN
ONUNNNNNNNNNNNNNN VL2 AN NN N NN NN N NN NN
ONNNNNANNANANNNNNNN\N\\/vvvrsssrsrsrsrs77 NN NN N NN NNNNNNNN
AONNN N NN NN N NN NN NN AN NN N N NN NN
AN N NN N NN N N NN N NN (2200 5 0 N NN N NN N NN NN NN
NN NN (e NN N N N NN N N N N N N N NN
AN N N N N N N N N NN NN N NN N N N N N N N N N NN N NN
AN N N N N N N N S e N N e N e N S N N N NN

Abbildung 5. Illustration zum Konvergenz- und Divergenzverhalten
einer Potenzreihe z — Z:ZO a,(z —2,)" um den Entwicklungspunkt z,
mit Konvergenzradius R.

Die Kreisscheibe B(z,,R) heil3t Konvergenzkreis der Potenzreihe (1.4) und (1.4)
konvergiert in jeder kompakt in B(z,,R) enthaltenen Menge gleichméfig. Fiir den
Konvergenzradius R gilt bekanntlich die Formel von Cauchy-Hadamard:

= (lim sup \"/Ia_nl )_1

wobei hier formal ,,1/0 = co“ zu verstehen ist, sofern der Limes Superior gleich Null
ist.

Wir zeigen im Folgenden, dass Potenzreihen auf ihrem Konvergenzkreis holomor-
phe Funktionen stiften. Zur Vereinfachung nehmen wir — was wir selbstverstéandlich
ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen — z, = 0 an. Wir benétigen ein Lemma:
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Lemma 1.5. Es sei Z:ZO a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Ferner
sei P € C[Z] ein beliebiges Polynom. Dann ist der Konvergenzradius der Potengreihe

> s @,P(n)z" mindestens so grof wie R.

Beweis. Die Behauptung folgt leicht aus der Formel von Cauchy—-Hadamard zusammen
mit dem bekannten Fakt, dass lim,_,., v/n = 1. Die Details seien den Leserinnen und
Lesern zur Ubung iiberlassen. OJ

Satz 1.6. Es sei f(z) = Z:ZO a,z" eine Potenzgreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann
ist die so gestiftete Funktion f: B(0,R) — C holomorph und fiir jedes z, € B(0,R) gilt
oo
f'(20) = Z a,nz).
n=1

(Hierin konvergiert die Potenzreihe rechter Hand selbstverstdandlich gemdyfs Lemma 1.5.)

Beweis. Wir diirfen R # 0 annehmen, da sonst nichts zu zeigen ist. Zu 2,2, € B(0,R)
mit z # 2, betrachte man den Ausdruck

1 oo oo o0
A(z,25) = (Z a,z" — Z anzg) — Z a,nz) .
z2— ZO n=0 n=0 n=1
Die Aussage des Satzes ist offenbar bewiesen, wenn wir
(1.5) lim A(z,2,) =0
22
z2#2

zeigen konnen. Natiirlich gentigt es, (1.5) unter der zusétzlichen Annahme zu zeigen,
dass 2,2, € B(0, r) fiir ein r <R sind:

Vermoge der Identitét (vgl. Abbildung 6)
n—1

(1.6) Z"—zg — (Z_Zo)zzkzg_l_k
k=0

folgert man mittels bekannten Rechenregeln fiir konvergente Reihen
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Eine erneute Anwendung von (einer Variante von) (1.6) zeigt nun

o) —1 k—1
A@20) = D0, ) (5—50) ) 55,
(=0

n
n=2 k=0

und triviales Abschétzen mittels der Dreiecksungleichung liefert darauthin

|G, 20)| < |2 — 2| D la,ln(n—1)r"2,
n=2

was fiir z — z, gegen Null konvergiert. Das zeigt (1.5). 0
~ °
T P 2
. 6 -
5 e
L {oben} — {unten}
Qlcj >
t\? A
| o
S >@ +
—— z-Potenz — e
O

Abbildung 6. Illustration zu der Identitit (1.6) (die sich leicht durch
Ausmultiplizieren der rechten Seite und eine Indexverschiebung zeigen
lasst): Zu Grunde liegt das bekannte Phdnomen von Teleskopsummen.

Bemerkung. Da die Ableitung einer Potenzreihe gemél} Satz 1.6 insbesondere auch
selbst wieder durch eine Potenzreihe (mit mindestens genau so gro3em Konvergenz-
radius) gegeben ist, ergibt sich, dass Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradius
beliebig oft (komplex-)differenziert werden diirfen. Tatsdchlich wird sich noch her-
ausstellen, dass holomorphe Funktionen stets unendlich oft komplex-differenzierbar
sind (siehe Korollar 3.3).

1.5. Die Exponentialfunktion

Wir definieren wie in der Analysis 1

1
exp(z) == Z —'z”
< n!
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und man sieht leicht, dass diese Reihe fiir alle z € C absolut konvergiert. In ganz
analoger Art und Weise setzen wir

cos(z) := Z ((;33:122” und sin(z) == Z (2(n 41_)1)' Z2mt,
n=0 )

Dann gilt
1.7) exp(iz) = cos(z) + isin(z).
Fiir reelle y haben wir insbesondere die Beziehungen

cos(y) =Re(exp(iy)) und sin(y)=Im(exp(iy)).

(Achtung: Fiir komplexe y miissen die obigen Beziehungen i.Allg. nicht richtig blei-
ben.)

Satz 1.7 (Eigenschaften der Exponentialfunktion).
(1) Fiir z,w € C gilt exp(z + w) = exp(z) exp(w).
(2) Fiir jedes z € C ist exp(z) # 0.
(3) exp: C — C ist holomorph und es gilt exp’ = exp.
(4) explg ist reellwertig, positiv, streng monoton wachsend und erfiillt

lim exp(x) =00, sowie lim exp(x)=0

(5) Die Abbildung R — C, y — exp(iy) bildet auf den Einheitskreisrand 0D =
{z€C:|z|=1} ab.

(6) Es existiert eine kleinste positive reelle Zahl © mit exp(mi/2) =i und genau
dann ist exp(z) = 1, wenn z von der Form gz = 2mik mit einem k € Z ist.

(7) exp ist eine periodische Funktion mit Periode 2mi, d.h. fiir alle z € C gilt
exp(z) = exp(z + 2mi).

(8) Ist w # 0 eine komplexe Zahl, so ist w = exp(2) fiir ein geeignetes z € C.

Bewelis.

(1) Die absolute Konvergenz der relevanten Reihen rechtfertigt die Bildung des
Cauchy-Produkts in der folgenden Rechnung:

o= Ear) -2

n=0 n=0 k=0
— S 1 C Y k. nk _ S n
_Z_;EZ(k)ZW —Z—(z+w)
n= k=0 n=0
=exp(z +w)

(2) Wegen (1) gilt insbesondere 1 = exp(0) = exp(z + (—2)) = exp(z) exp(—z).
Das zeigt (2).
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Die Holomorphie von exp folgt schon aus Satz 1.6. Zur Bestimmung von
exp’ benutzt man (1):

oy . €xp(z+h)—exp(z) . exp(h)—1
exp'(z) = lim h = eXp(Z)}lg% —
h#£0 h#0
ol
= exp(z)}lgréz ;h 1= exp(2).
h#0 n=1 """

Offensichtlich ist exp(x) € R fiir alle x € R und wegen exp(0) =1 > 0
und (2) folgt mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass exp = exp’ stets positiv
ist. Das zeigt, dass exp streng monoton wachsend ist. Ferner folgt aus der
Definition von exp direkt exp(x) > 1 + x fiir alle reellen x > 0 und somit
auch exp(x) — oo fiir x — oco. Wegen exp(x) exp(—x) = 1 ergibt sich dann
auch exp(x) — 0 fiir x —» —oo, und somit (4).

Da es sich bei der komplexen Konjugation -: C — C um eine stetige Funktion
handelt, gilt fiir y € R

N N
— . 1 . 1
exp(iy) = lim Z ;(ly)” = lim Z ;(ly)”
n=0 n=0
|
= lim ;(—iy)” = exp(—iy).

N—oo !
n=0

Darum ist
lexp(iy)I* = exp(iy)exp(iy) = exp(iy) exp(—iy) = exp(0) = 1,
also exp(iy) € dD.

Unter Berufung auf die Kettenregel und (3), liefert Differenzieren von (1.7)
unmittelbar

cos’(z) +isin’(z) = iexp(iz) = i(cos(z) + isin(z)),
also
cos’=—sin und sin’ = cos.
Aus der Definition des Cosinus folgt unmittelbar cos(0) = 1. Wir betrachten

nun cos(2). Man iiberlegt sich leicht, dass wegen dem Alternieren und im
Betrage nach monotonen Fallen der Glieder in der Definition des Cosinus
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sich folgende Abschitzung ergibt:’

cos(2)_Z((21;l = —%22+i24_—%<0.

Der Zwischenwertsatz liefert nun die Existenz (mindestens) einer Nullstelle
von cos| 5. Wir wiéhlen hiervon diejenige mit kleinstem Betrag und be-
zeichnen sie mit 71/2. Da exp(inr/2) = isin(7mt/2) gemald (5) Betrag 1 hat, ist
sin(7/2) = £1. Wegen sin(0) = 0 und sin’(y) = cos(y) > 0 fiir y € [0, t/2)
gilt die vorherige Gleichung mit ,+“, d.h. sin(7t/2) =1, also exp(im/2) =1i.
Weiterhin folgt mittels (1) fiir jedes k € Z

exp(2mik) = (exp(im/2))* = i* = (—1)* = 1.
Daraus folgt tatsachlich auch schon 7:2
exp(z + 2mik) = exp(z) exp(2mik) = exp(z).

Sei nun z = x + iy € C mit exp(z) = 1 gegeben. Dann folgt leicht x = 0.
Es gilt y € 2miZ nachzuweisen. Wegen (1) geniigt es den Fall 0 < y < 27mi
auszuschliel3en. Sei also y im eben genannten Bereich. Selbstverstdndlich ist
1 = (exp(iy/4))*, also exp(iy /4) eine Nullstelle des Polynoms Z*—1. Die vier
Nullstellen dieses Polynoms sind +1 und +i. Wegen y /4 € (0, t/2) ist aber
Reexp(iy/4) = cos(y/4) € (0, 1), im Widerspruch zu exp(iy/4) € {£1, %i}.
(8) Seiw € C\ {0}. Aus (4) und dem Zwischenwertsatz folgert man leicht, dass
es ein x € R mit exp(x) = |w| > 0 gibt. Setze w, = w/|w| € ID. Gibt es ein
y € R mit exp(iy) = w,, so haben wir wegen (1) natiirlich exp(x +iy) =w
wie gewiinscht.
Schreibe darum nun wy, = x, +iy,. Wegen 1 = |wy|* = x? + y? ist
—1 < x, < 1. Dank cos(0) =1 und

cos() = Re(exp(mi)) = Re(exp(in/2)?) = Re(i*) = —

liefert der Zwischenwertsatz die Existenz eines y € [0, 7] mit cos(y) = x,.
Dann ist

cos(y)* +sin(y)* = lexp(iy)|* =1 = x2 + yZ = cos(y)* + yZ,

also sin(y)* = y¢ und somit sin(y) = £y,. Gilt hierin Gleichheit mit ,+,
so haben wir offenbar exp(iy) = w, und sind fertig. Anderenfalls ersetze

’Man erhilt hier eine obere Abschitzung, da man die Reihendarstellung nach einem geraden
Index abschneidet. Abschneiden nach einem ungeraden Index wiirde eine untere Abschatzung liefern,
was uns hier aber nicht zu kiimmern braucht; Eine derartige Einschachtelung des Reihengrenzwertes
ist im Ubrigen die Grundlage des bekannten Leibnizschen Konvergenzkriteriums.

8Aus dem (hier gleich noch zu beweisenden) Zusatz in (6) kann man sich auch iiberlegen, dass
jede andere Periode von exp von der Form 27ik mit einem k € Z \ {0} ist. In diesem Sinne ist +27i
also auch die ,,minimale Periode“ von exp. — Wegen Proposition 1.1 ist hier allerdings sprachlich
etwas Vorsicht geboten.
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man y durch —y. Da die Funktion cos|z — mit Blick auf ihre Potenzrei-
hendarstellung — gerade ist, 4ndert das den Wert cos(y) nicht, widhrend
sin(y) = —w, zu —sin(y) = w,, iibergeht, da sin|y ungerade ist (wieder mit
Blick auf die Potenzreihendarstellung).

Damit sind alle Behauptungen des Satzes bewiesen. OJ

Die 2mi-Periodizitdt von exp: C — C zeigt insbesondere, dass — im Gegensatz
zu exp|r — die komplexe Exponentialfunktion nicht injektiv ist. Diese Kuriositét
verkompliziert die Situation mit Logarithmen: Man beachte, dass im Reellen die
Logarithmusfunktion log: R., — R als Umkehrfunktion der bijektiven Funktion
R — R, x — exp(x) definiert ist; Im Komplexen ist hier Vorsicht geboten!

Satz 1.7 zeigt insbesondere, dass exp(z) = exp(w) genau fiir Rez = Rew und
Im(z —w) € 2miR gilt. Man sieht also, dass, zu fixiertem y, € R, exp den Streifen
F(y,) = {2 € C:Img € (y,— 7y, + 7]} injektiv auf C \ {0} abbildet. Dies
ermoglicht die Definition der komplexen Logarithmusfunktion C \ {0} — < (y,)
als Umkehrfunktion von exp|y(,,): & (¥o) = C\ {0}. Die erhaltene Funktion hingt
natiirlich von y, ab (wie man schon am Zielbereich erkennt). Konventionsgemal3
setzt man y, = 0 und nennt die erhaltene Logarithmusfunktion — die man haufig
mit ,,Log"“ notiert — auch Hauptzweig des komplexen Logarithmus.

explo(yg)

Abbildung 7. Illustration zum Abbildungsverhalten von exp|g, ; —
C\ {0}. Der Streifen %(y,) wird bijektiv auf die gelochte komplexe
Zahlenebene C \ {0} abgebildet.

Ein Argument einer komplexen Zahl z # 0 ist ein y € R mit exp(iy) = z/|z|.
Dieses ist, wie Satz 1.7 zeigt, nur bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen
von 27i wohlbestimmt. Wir schreiben Arg(z) fiir dasjenige Argument von z 7 0 mit
—7 < Arg(z) < m und sprechen hier einfach von dem Argument von z. Offensichtlich
gilt dann

Log(z) = loglz| +iArg(z) (z€C\{0}),
wobei ,log“ die aus der reellen Analysis bekannte Logarithmusfunktion bezeichne.
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Beispiel. Durch die (jedenfalls schon aus der Schule von Analysis 1 bekannten) Addi-
tionstheoreme fiir Sinus und Cosinus lassen sich bekanntlich algebraische Ausdriicke
fiir Sinus und Cosinus an gewissen rationalen Vielfachen von 7 herleiten. Derartige
Uberlegungen kénnen beispielsweise benutzt werden, um die folgende Identitit
nachzuweisen: Log(1 +i+v/3) =log2 +im/3.

Fiir jede komplexe Zahl z # 0 haben wir

z = exp(Log(z)) = exp(log|z| + iArg(z)) = |z| exp(iArg(z)).
Dies ist die bekannte Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen. Die Polarko-
ordinatendarstellung ermoglicht das Ziehen beliebiger Wurzeln:

Korollar 1.8 (Existenz n-ter Wurzeln). Fiir jedes a € C\ {0} und n € N hat das Polynom
Z"™ —a iiber C genau n Nullstellen, ndmlich

% = exp(Log(a)/n){ﬁ firk=1,2,...,n mit{, =exp(2mi/n).

Beweis. Wir berufen uns erneut auf die aus der Algebra bekannte Tatsache, dass
ein Polynom n-ten Grades iiber einem Korper hochstens n Nullstellen besitzt. Es
verbleibt also lediglich noch zu verifizieren, dass die im Korollar ausgewiesenen
Zahlen gz, tatsdchlich Nullstellen von Z" —a sind und diese paarweise verschieden
sind. Zur Nullstellen-Eigenschaft (siehe Satz 1.7): 2! = exp(Log(a)) exp(27ik) = a.
Zur paarweisen Verschiedenheit: Es ist nur einzusehen, dass ¢ fl # {i fir k,4 €
{1,2,...,n} nur im Fall k = { gilt. Hierzu gehen wir von der Gleichung Cfl # Cfl.
Ohne Einschrankung sei k > £. Division der linken Seite durch die rechte liefert dann
¢*t =1 und Satz 1.7 (6) zeigt die Ganzzahligkeit von (k—{)/n. Wegen1 <{ <k <n
folgt hieraus k = ¢, wie gewiinscht. U






KAPITEL 2

Komplexe Wegintegrale

2.1. Wege

Es sei X ein topologischer Raum. Ein Weg (in X) ist eine stetige Abbildung
y: [a, b] — X von einem kompakten Intervall [a, b] C R nach X:

r(b)

Y
YW

Der Weg v heil3t geschlossen, falls y(a) = y(b) gilt:

v(a) =y(b)

Wir werden im Folgenden vornehmlich den Fall betrachten, wenn X eine Teilmenge
von C ausgestattet mit der Teilraumtopologie ist.

Wege konnen im Allgemeinen sehr kompliziert sein: So konstruierte beispiels-
weise Peano erstmalig einen Weg, dessen Bildmenge aus einem Quadrat besteht.
Abbildung 8 illustriert die Konstruktion eines derartigen Weges (aber nicht die Origi-
nalkonstruktion von Peano).

0 G ER S

(@n=1, (b)) n=2, (c)n=3, (d) n=4, (e) n=>5, (f) n=oo0.

Abbildung 8. Veranschaulichung der Konstruktion von Hilbert eines
Weges 7., dessen Bildmenge ein Quadrat fiillt. Der fragliche Weg
wird als Grenzfunktion einer Folge von Hilfswegen y, (n = 1,2,...)
gewonnen.

Eingeschiichtert durch derartig exotische Wege, fordern wir fiir den Moment
lieber etwas mehr an die von uns betrachteten Wege, um schwierigen Situationen

21
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»aus dem Weg zu gehen.“ Wir nennen y: [a, b] — C differengzierbar in t, € [a, b],
wenn der Grenzwert
t)—y(t
Y/(t()) — hm Y( ) Y( 0)

t—tg —
t€la,b]\{to}

existiert. Der Weg y heil3t differenzierbar, falls y in jedem Punkt t, von [a,b]
differenzierbar ist, und stetig differenzierbar, falls y differenzierbar ist und die
Abbildung y’: [a, b] — C stetig ist. (Prinzipiell konnen auch stetig differenzierbare
Wege noch sehr kompliziert aussehen. Bei gutwilliger Interpretation sieht man etwa
in Abbildung 33 auf Seite 118 ein Beispiel dafiir.)

Differenzierbarkeit eines Weges in einem Punkt t, hat offensichtlich die geome-
trische Bedeutung, den Weg v|(;,_c ¢,+c) — C (fiir € > 0 hinreichend klein) in einer
Umgebung von y(t,) linearisieren zu konnen:

to

7' (to) g
//// Y( tO)

Die Einschrankung auf (t, — €, t, + €) soll hier etwaige Pathologien mit Selbstiiber-
schneidungen vermeiden (hat aber sonst keine weitere Bewandtnis):

Spater wird es giinstig sein etwas mehr Freiheit bei der Wahl von Wegen zu haben.
Darum nennen wir y stiickweise stetig differenzierbar, falls es eine Unterteilung
a=ty<t; <...<t,=bvon[a,b] gibt derart, dass jeder Teilweg v/, . (fir
k =1,...,n) stetig differenzierbar ist:

r(t1) 7(t3)

(o)
r(ts)

Stiickweise stetig differenzierbare Wege nennen wir auch kurz Integrationswege.
Die Spur tr(y) eines Weges v: [a, b] — C ist das Bild

tr(y) == y(la, b)) ={r(t): t €[a,b]}.

(Achtung: In den vielen hier vorkommenden Abbildungen ist selbstverstdndlich eher
tr(y) als v gezeichnet, obwohl y natiirlich mehr Information enthalt als tr(y). Wir
deuten dies durch das Notieren von Richtungspfeilen /™ an.)
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Sei U C C offen. Fiir eine stetige Funktion f: U — C und einen stetig differen-
zierbaren Weg y: [a,b] — U in U definieren wir

b b b
Jf(z)dz :=J Fr(O))y(t)dt :=f Re(...)dt+if Im(...)dt,
Y a a

a

wobei die Punkte fiir den Integranden f (y(t))y’(t) stehen. Ist y nur stiickweise stetig
differenzierbar, so kann man y’ an etwaigen Stellen, wo es nicht definiert ist, durch
einen beliebigen Wert fortsetzen und f . f(2)dz wie oben erkldren. (Bekanntlich

,spiirt* das hier benutzte Riemann- oder Lebesgue-Integral die Anderung seines
Integranden an endlich vielen Punkten nicht.) Sinda =¢t,<t; <...<t, = b wie
oben, so hat man insbesondere auch die Zerlegung

Jf(z)dz=2f f(@)dz,
Y k=1Jy

|[tk71:fk]

wobei die Wege auf der rechten Seite natiirlich auf ihrem gesamten Parameterintervall
stetig differenzierbar sind.

Bemerkung. Der soeben definierte Integralbegriff ist C-linear im Integranden (siehe
Aufgabe 2.3).

Bemerkung 2.1. Wir beschrinken uns in Beweisen im Folgenden des Ofteren auf

den Fall stetig differenzierbarer Wege, formulieren die Sétze aber stets fiir Integrati-

onswege. Die Verallgemeinerung der gegebenen Beweise erfolgt in der Regel leicht
. _ n

durch die Zerlegung fy => f oo’

Bei unserem Integralbegriff haben wir nicht behauptet, dass fr nur eine Funktion

von tr(y) sei. — Die Art wie tr(y) von y durchlaufen wird kann durchaus den Wert
des Integrals beeinflussen. Es ist dennoch manchmal praktisch zu wissen, dass eine
Umparametrisierung eines Weges keinen nennenswerten Einfluss auf das Wegintegral
hat:

Proposition 2.2. Sei y: [a,b] — C ein Integrationsweg in U € Cund f: U — C

stetig. Ferner sei ¢: [a, 3] — [a, b] eine bijektive, streng monotone, stiickweise stetig
differenzierbare Abbildung. Dann ist

ff(z)dz = ﬂ:f f(z)dz,
Y rop

mit Vorgeichen ,,£“ je nachdem, ob ¢ streng monoton steigend (+) oder fallend (—) ist.
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Beweis. Wir beschranken uns auf den Fall, dass y sogar stetig differenzierbar ist (siehe
Bemerkung 2.1). Sei ¢ zunéchst streng monoton steigend. Dann ist

rB
2.1) f f(z)dz = ) Flre(e)-(yop)(t)dt
Y(p rei(b)
(2.2) = (f oy)(@(0)) -y (@(t))- '(t)dt
Jo~Y(a)
r'b
= ) (foy)(O)-v'(6)do = J f(z)dz,
a Y

wobei sich die letzte Gleichheit durch Aufteilen des Integrals in Real- und Imaginérteils
und Anwenden der reellen Substitutionsregel ergibt.

Ist ¢ hingegen streng monoton fallend, so ist in der obigen Rechnung lediglich der
Ubergang von (2.1) auf (2.2) durch

fﬁ J‘ﬁol(a) f@l(b)
a ¢~1(b) ¢ Ha)
zu ersetzen, wodurch sich das negative Vorzeichen einschleicht. OJ

Proposition 2.3. Es sei y: [a,b] — C ein Integrationsweg in einer offenen Menge
U C Cund F: U — C holomorph. Dann ist

f F'(z)dz = F(y(b)) — F(y(a)).
s
Insbesondere gilt fiir geschlossene Integrationswege v stets

f F'(z)dz =0.
Y

Beweis. Wir beschranken uns abermals auf den Spezialfall, dass y sogar stetig diffe-
renzierbar ist (siehe erneut Bemerkung 2.1). Es ist

b b
J F'(z)dz = J F'(y())y'(t)dt = J (Foy)(t)dt =F(y(b))—F(y(a)),
Y a a

wobei sich die letzte Gleichheit durch Aufteilen des Integrals in Real- und Imaginarteils
und Anwenden des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ergibt. [
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Beispiel 2.4. Zu n € Z betrachten wir die Funktion C \ {0} — C, z — 2" und den
Weg v:[0,1] = C, t — exp(2mit):

i=y(1/4)
r(1/2)=-1 1=y(0)=y(1)

—i=17(3/4)

(1) Firn # —1ist F: C\ {0} - C, 2 — ﬁz”“ eine Stammfunktion von f

(d.h. F/ = f). Da y geschlossen ist, liefert Proposition 2.3
f 2"dz = f F'(z)dz = F(y(1))—F(y(0))=0.
Y Y

(2) Fiir n = —1 versagt die obige Konstruktion (beachte den hier nicht defi-
nierten Bruch ,,n%rl“); Dennoch lasst sich das fragliche Integral durch eine
direkte Rechnung bestimmen:

1 1
271 27mit
f s — f 2miexp(2mit) ; f omide — 2.
. o exp(2mit) o

Korollar 2.5. Es gibt keine auf ganz C \ {0} holomorphe Funktion F mit F'(z) = 1/z.

Beweis. Anderenfalls wire das Integral f , z~1dz = 27i aus Beispiel 2.4 gemiR Pro-
position 2.3 gleich 0. U

Bemerkung. Man kann Korollar 2.5 einerseits als Eigenschaft der Funktion C \ {0},
% — 1/z, betrachten, keine Stammfunktion zu besitzen. Umgekehrt kann man dies
aber auch als eine topologisch—analytische Eigenschaft der gelochten Ebene C \ {0}
auffassen, auf sich definierte holomorphe Funktionen ohne Stammfunktion zu besit-
zen. So gibt es beispielsweise offene Mengen U C C, welche die eben beschriebene
Eigenschaft nicht haben (siehe etwa Satz 2.14).

Lemma 2.6 (M-L-Abschatzung). Sei y: [a, b] — U ein Integrationsweg in einer Menge
UCCund f: U — C stetig. Dann gilt

J f(z)dz
Y

mit der Ldnge L(y) von vy, gegeben durch

< max |f (2)| x L(y).
zetr(y)

b
L(Y)=J Iy’ ()l dt.
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Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir stetig differenzierbare Wege y (siehe Be-
merkung 2.1). Eine technische Schwierigkeit besteht darin, dass die Betragsbildung

in
f f(z)dz
Y

sowohl Real- wie auch vom Imaginarteil des fraglichen Integrals verbindet. Um unsere
Konzentration auf nur eine Zahl einschrdnken zu kénnen, bedienen wir uns eines
Tricks: Aus Satz 1.7 folgert man die Existenz einer komplexen Zahl & € DD mit

b b
]RBIz.’;’ff(z)dz:{ReJ +iImJ }if(}f(t))y’(t)dt.
Y a a

Durch Vergleich von Real- und Imaginarteil sehen wir

I:=

b
I =J Re[Ef (y(£))y'(t)]dt

Bei dem letzten Integral handelt es sich um ein gewohnliches reelles Integral und
wir erhalten

b
I SJ [Re[£f (r())y'(D)]] dt.

Die Behauptung erhélt man nun, indem man den Integranden hierin wie folgt ab-
schatzt:

[Re[Ef (r ()Y (DI < IEF (r(D)y'(D) = ;é‘tf%i‘)'f(z)' x |y'()]. O

Der Ausdruck L(y) hat eine geometrische Interpretation als Ldnge der Spur von .
Diese Tatsache sollte aus der Analysis (im Rahmen der Theorie der Kurven im R")
bekannt sein. Wir frischen die Erinnerung daran lediglich anhand einiger Beispiele
auf:

Beispiele 2.7.

(1) Es sei y: [0,1] — C der durch t — exp(2mit) gegebene Weg (siehe Bei-
spiel 2.4). Dann ist

1

1
L(y)= f |2miexp(2mit)|dt = f 2 dt = 2m.
0

0
(2) Wir betrachten den Weg y: [0,3] — C gegeben durch

t falls0<t <1,

1+i
y(t)={1+i(t—1) falls1<t<2, A
B—t)(1+1i) falls2<t<3. 0 1
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Hier ergibt sich

1 2 3
L(y):J |1|dt+J |i|dt+J |-1—ildt=1+1+ 2.
0 1 2
(3) Der Weg v: [0,1] — C gegeben durch

Qo—<—o01

() = 2t falls0 <t <1/2,
"= V201-0) falls1/2<t<1

hat Lange L(y) = 2 und nicht etwa 1, wie man vielleicht anschaulich ver-
muten konnte: Da y das Geradenstiick von 0 zu 1 einmal von Links nach
Rechts, aber dann noch von Rechts nach Links durchlauft, zahlt dessen
Lange doppelt.

Gelegentlich ist die folgende Variante des aus der reellen Analysis bereits bekann-
ten Satzes von Leibniz iiber das Differenzieren unter dem Integralzeichen niitzlich.
Der Beweis benutzt etwas Lebesgue-Theorie, sollte aber bereits bekannt sein.

Lemma 2.8 (Differenzieren unter dem Integral). Es sei y: [a, b] — C ein Integrati-
onsweg, V C C offen, f: tr(y) x V. — C stetig und nach der zweiten Variablen stetig®
partiell komplex-differenzierbar. Dann gilt fiir alle { € V

d 0
@J;f(za C)dz :J;a_é«f(za C)dZ

Beweis. Es sei (h,), eine beliebige Folge komplexer Zahlen, welche ganz in einer
abgeschlossenen Kreisscheibe K in V um den Punkt { € V enthalten sein. Ferner
bezeichne f, die Ableitung von f nach der zweiten Koordinate. Die Folge der Diffe-
renzenquotienten

fOr(@©),+h)—f(r(0),0) ,
h Y

Q,(t) = (t)

n

lasst sich nach dem Schrankensatz der reellen Analysis durch

" g)r“et?(’f)xKle(z’ £)z| < o0
abschitzen. (Fiir die letzte Ungleichung beachte, dass f, nach Voraussetzung stetig
auf der kompakten Menge tr(y) x K ist und dort also ein Maximum annimmt.) Die
obigen Differenzenquotienten Q,(t) bilden eine Funktionenfolge (t — Q,(t)),, die
bei n — oo punktweise gegen f,(y(t),{)y’(t) konvergiert, aber wie oben gesehen
wurde auf ganz [a, b] durch eine konstante (insbesondere integrierbare!) Funktion

1Als Funktion beider Variablen.
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beschrankt bleibt. Der Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz liefert nun die
Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwertbildung in der folgenden Rechnung:

b b
J folz,0)dz = J Tim Q,(t)de = lim J Qn(t)dt=d% J fz0dz. O
Y a a Y

2.2. Die Windungszahl

Zu gegebenem geschlossenen Integrationsweg v und ¢ € C\ tr(y) wird sich spater
noch der Ausdruck

1 1
Ind, (€)= 2mi | z— 4
als wichtig erweisen. Diesen bezeichnet man als Windungszahl von y um {. Die hier
vorliegende Besprechung gibt aus zeitlichen Griinden nur einen sehr beschrankten
Blick auf das, was man eigentlich zum Thema Windungszahl sagen sollte. Interessiere
Leserinnen und Leser mogen beispielsweise auch [10, § 6.2] konsultieren, oder gar
einen Blick in das schéne Buch von Fulton [ 7] werfen.

dz

Wir motivieren zunéchst diese Namensgebung. Hierzu sei { = 0 ¢ tr(y) angenom-
men (ansonsten ersetze man y durch t — y(t) — ). Ferner sei angenommen, dass
wir y beziiglich der ,,Uberlagerungsabbildung® exp: C — C \ {0} zu einem Integra-
tionsweg I' ,hochheben“ konnen, also ein kommutatives Diagramm der folgenden
Form haben:

C

A
.
1"// [exp
-
.
7

[a,b] —— C\ {0}.

Bemerkung. Die Existenz einer solchen Hochhebung rechtfertigt sich spater mittels
Proposition 4.7 und Beispiel 4.6 (4) (bzw. Aufgabe 9.1). (Streng genommen behauptet
Proposition 4.7 nur Hochhebbarkeit zu einem Weg und nicht notwendigerweise zu
einem Integrationsweg, jedoch kann man dem Beweis von Proposition 4.7 entnehmen,
dass hier alles gut geht, da es sich bei exp: C — C \ {0} sogar um einen lokalen
Diffeomorphismus handelt.)

Man beachte, dass eine derartige Hochhebung den Weg y gewissermalf3en in
Polarkoordinaten darstellt:

2:3) 7(6) = exp(T(£)) = exp(Re(T(1))) x exp(ilm(T())).

Wir haben nun

YO [ expoD)(0)

b
r() ). exp(T(t) de :L I'(8)dt =T(b)—I'(a).

2mi-Ind, (0) = f
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Da y geschlossen ist, folgt aber exp(Re(T'(a))) = |y(a)| = |y(b)| = exp(Re(T'(b))),
also Re(I'(a)) = Re(T'(b)) und analog Im(I'(a)) = Im(T'(b)) + 27k mit einer ganzen
Zahl k. Wir haben daher

ImI'(b) —ImTI(a)

27

Vergegenwadrtigt man sich, was die Darstellung in (2.3) anschaulich bedeutet, so
sieht man, dass die Zahl k misst wie hdufig man beim ,, Abfahren“ des Weges y den
Nullpunkt umléduft. Hierbei z&hlt ein Umlaufen gegen den Uhrzeigersinn positiv und
ein Umlaufen im Uhrzeigersinn negativ.

Ind, (0) = =keZ.

Wie bereits erwdhnt, wollen wir uns hier nicht um die detaillierte Rechtfertigung
der Existenz des benutzen Integrationsweges I' kimmern. Stattdessen beweisen wir
das folgende Ergebnis:

Proposition 2.9. Es sei y ein Integrationsweg. Dann ist Ind, () in jeder Zusammen-
hangskomponente von C \ tr(y) konstant. Uberdies besitzt C \ tr(y) genau eine unbe-
schrankte Zusammenhangskomponente und die Windungszahl Ind, (- ) ist auf dieser
konstant 0.

Beweis. Es sei { € C\ tr(y). Wir zeigen dann Ind;(éj ) = 0. In der Tat haben wir dank
Proposition 2.3

P A S - S
zmmdy(g)_d{Lz—{dz_L8§z—§’d2_Jy(z—C)2dz'

Nun hat der Integrand aber mit Bezug auf die Variable z eine Stammfunktion:

1 ) -1
m mit Fg(Z):Z—g
(Achtung: Differenziert haben wir nach {, integrieren jedoch nach z und erhalten,
unter Vernachladssigung des negativen Vorzeichens, denselben Ausdruck. Effektiv
bedienen wir uns hierbei der Antisymmetrie k(z,{) = —k({,2) des Cauchy-Kerns
(z,¢) = (z—¢) L) Proposition 2.3 liefert 27'ciInd’Y(§) = F,(y(b)) — F,(y(a)). Fiir
geschlossene Wege 7y ist also Ind’Y(C ) = 0 und somit Ind, ({) lokal konstant.

Da tr(y) kompakt und somit insbesondere beschréankt ist, sieht man leicht, dass
C \ tr(y) genau eine unbeschriankte Komponente besitzt. Mittels Lemma 2.6 folgert
man leicht, dass |Ind, ({)| fiir { aus dieser Komponente beliebig klein sein muss (denn
durch Wahl von grofem |{| kann man den Integranden 1/(z — (), z € tr(y), beliebig
klein halten). Daraus folgt Ind,(¢) = O fiir alle { aus dieser Komponenten. O

Fé(z) =

Korollar 2.10 (Windungsverhalten eines Kreisweges). Fiir jedes r > 0 erfiillt der Weg

y:[0,1] = C, t — 2z, + r exp(2mit) ov(0) =v(1)
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die Beziehung Indy(zo) = 1. (Beweis: Diesen Wert hatten wir bereits in Beispiel 2.4 (2)
ausgerechnet.) Da C \ tr(y) aber aus genau zwei Komponenten besteht, ndmlich der
beschrinkten Komponente B(z,, 1) 3 2, und der unbeschrinkten Komponente C\B(z,, 1),
liefert Proposition 2.9

1 falls |z—zy| <,
0 falls |z —zy| >r.

Ind, (z) = {

Beim Studium der Windungszahlen komplizierterer Wege hilft oft das néachste
Resultat:

Proposition 2.11. Es sei v: [a, b] — C ein geschlossener Weg. Ferner habe man Zahlen
a<a<f <bundzy,veCmit|v|=r und den folgenden Eigenschaften:

o y(a) =2y—v, y(B) =2,+V, (also insbesondere z, = %(}/(a) +7v(f)),)
o v(t)e ]E(Zo; r) genau dann wenn t € (a, f3),
o v(t) € B(zy,r) genau dann wenn t € [a, 3].

Ferner sei B(z,,r) \ tr(y) die Vereinigung von genau zwei Zusammenhangskomponenten
B, und B_, wobei die Bezeichnung so gewdhlt sei, dass 2z, +iv € B, und z,—iv € B_
gelte. Dann ist

Ind, (z,) =1+1Ind, (z_)

fiir alle (z,,2_) € B, x B_.

Q

QR
e 1
i

r(a) =7(b)

Beweis. Wir definieren zunéchst vier geschlossene Hilfswege f_, f,, h und C; Man
konnte deren Parametrisierung explizit hinschreiben, indem man Teile von y und
einer Parametrisierung von 0 B(z,, r) zusammenstiickelt (siehe etwa [17, Satz 10.37]
fiir derartige Details), aber wir verzichten darauf und deuten das Verhalten der
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fraglichen Wege lediglich durch Skizzen an:

Seinun (z,,2_) € B, xB_. Wir zeigen Ind; (2, ) = 0 (und analog sieht man Ind; (z_) =
0). Die Voraussetzungen zeigen, dass z, und z,+iv in derselben Zusammenhangskom-
ponente von C\tr(f) liegen. Allerdings liegt z,+iv in der unbeschrankten Komponente
von C \ tr(f) (denn alle beschridnkten Komponenten sind in der offenen Kreisscheibe
B(zy, ) lokalisiert), und wir erhalten mit Proposition 2.9 0 = Ind,(z,+iv) = Ind;(z,),
wie gewiinscht.

Dank des soeben Bewiesenen ist

Ind, (z,) = Ind,(z,) + Ind; (z,) = Ind,(z, ).
=0

(Fiir die letzte Gleichung starre man auf die Skizzen von vy, f_ und h.) Wegen tr(h) N
B(zo,7) =0 liegen z, und z_ in derselben Zusammenhangskomponente von C \ tr(h).
Insbesondere folgt

Ind, (z,) =Ind,(z_) = Ind,(z_) + Ind; (2_) = Ind, (z_) + Ind(z_)
=0
und mit Ind(z_) = 1 erhilt man die Behauptung. O
Proposition 2.11 erlaubt fiir die meisten in der Praxis auftretenden Wege die
Berechnung deren Windungszahl auf allen Zusammenhangskomponenten. Hierzu

{iberlegt man sich, dass Proposition 2.11 die folgenden , Vorfahrtsregeln“ beim Uber-
queren der Spur eines Weges impliziert:

Uber Uber-
————— B i o [ B e ey I TR
* querung + querung
Windungszahl steigt um 1; Windungszahl sinkt um 1.

(Fiir eine beispielhafte Anwendung dieser Regeln siehe Abbildung 9.)
Der wohl komplizierteste Weg, fiir den wir in dieser Vorlesung tatsachlich ,,von
Hand“ Windungszahlen zu berechnen haben werden, begegnet uns im Beweis von
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Satz 5.8. Er hat die Form

und die Berechnung aller auftretenden Windungszahlen mittels der obigen Vorfahrts-
regeln ist selbst hier eine Trivialitit.

vl
s/
/s /
/

S S S S
LSS S S S S

:

SS S S o= S S S S

SIS S
SIS LSS

(a) Beim Uberqueren der Spur von y (star- (b) Mit der nebenstehenden Uberlegung

tend von unten) dndert sich die Windungs- zusammen damit, dass die Windungszahl

zahl jeweils wie hier angedeutet. auf der unbeschréankten Komponente von
C \ tr(y) stets Null ist, ergibt sich das voll-
stindige Windungsverhalten von 7.

Abbildung 9. Illustration zur praktischen Anwendung von Propositi-
on 2.11 zur Berechnung von Ind, (-) auf den Zusammenhangskompo-
nenten von C \ tr(y) fiir einen (hinreichend gutartigen) Weg v.

2.3. Lemma von Goursat und erste Anwendungen

Der noch zu behandelnde Integralsatz von Cauchy behauptet unter gewissen
Bedingungen, dass ein Wegintegral

J f(z)dz
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iiber einen geschlossenen Weg y und holomorphe Funktion f verschwindet.

In ihrer allgemeinsten Form involvieren diese Bedingungen Eigenschaften der
Punkte, die von y umlaufen werden (vgl. den vorherigen Abschnitt fiir den Windungszahl-
Begriff) und die Topologie des Gebiets, auf dem f holomorph ist. Die hierzu nétige
Maschinerie gilt es erst noch zu entwickeln. (Siehe spéter!)

Unter Annahme gewisser schirferer Voraussetzungen lésst sich das Verschwin-
den des fraglichen Wegintegrals sehr konzise aus dem Integralsatz von Stokes (in
seiner allgemeinen Form) oder (konkreter) dem Integralsatz von Green herleiten.
Obgleich derartige Argumente (die in dhnlicher Form schon Cauchy und Weierstraf3
bekannt waren) zwar fiir die meisten Anwendungen reichen wiirden, beschreiten
wir einen anderen Weg: Die Erkenntnis, dass sich der Integralsatz von Cauchy auch
beweisen lasst, wenn man nur Holomorphie von f fordert und y sehr einfach ist,
geht im Wesentlichen auf Goursat zuriick. Die Beschrankung auf sehr einfach Wege y
blendet alle sonst auftretenden topologischen Schwierigkeiten einfach aus und reicht
— wie wir durch zahlreiche Folgerungen noch sehen werden — fiir eine ,lokale“
Theorie holomorpher Funktionen vollig aus. Goursat selbst arbeitete mit Wegen,
welche Rechtecke beranden; Wir wiahlen hier eine Variante mit Dreiecken, die auf
Pringsheim zuriick geht. Welche der beiden Varianten man wéhlt ist im Wesentlichen
eine Geschmacksfrage, jedoch lasst die Variante mit Dreiecken einen geringfiigig
kiirzeren Weg zum Satz von Morera (Satz 3.6) zu. In Vorbereitung auf die noch zu
beweisende Cauchysche Integralformel (Satz 2.15 fiir eine erste Version) ist es giinstig
einen Ausnahmepunkt p zuzulassen, in dem der Integrand f nicht holomorph (aber
wenigstens stetig!) zu sein braucht. Es stellt sich dann verbliiffender Weise spater
heraus, dass dieser Ausnahmepunkt in Wahrheit nur hypothetischer Natur ist (siehe
Satz 3.15).

Lemma 2.12 (Goursat). Es bezeichne A, das abgeschlossene Dreieck mit Eckpunkten
pl:pZ)pS € (CJ alSOz

Ao =A(p1,P2,P3) ={A1p1+ AP+ A3p3 €C: A, Ay, A3 €[0,1], A1 +A,+A; =1}

f: U — C sei eine stetige Funktion auf eine offenen Menge U D A\, und holomorph auf
Ao\ {p} fiir ein p € U. Dann gilt

J f(z)dz =0,
3l

%Der entartete Fall, dass alle drei Punkte auf einer Geraden liegen sei hier nicht ausgeschlossen
und macht im Beweis auch keine Schwierigkeiten.
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wobei das Integral ein Wegintegral entlang eines Integrationsweg d /A, bezeichne, der
den Rand von A\, geradlinig von p, nach p, nach p; nach p, durchlduft:?

oy
/

A, (mit Rand!)
//

2

Ps

Beweis. Falls die drei Punkte p,, p, und p5 alle auf einer Geraden liegen, ist die
Behauptung des Satzes leicht durch Aufteilung des Weges d A, und Umordnen der
Summanden demonstrierbar. Wir gehen im Folgenden also davon aus, dass p,, p, und
p5 nicht alle auf einer Geraden liegen und unterscheiden diverse Fille, je nachdem,
wo der Ausnahmepunkt p liegt.

Fall 1: Zunichst betrachten wir den Fall p ¢ A,. (Beachte, dass wegen tr(d A,) €
A, damit insbesondere auch p ¢ tr(d A,) gilt.) Wir beginnen mit einem zweidimen-
sionalen Bisektionsargument und bilden die Mittelpunkte

P12 = 5(P1 +p2),
P23 = 3(P2 +p3),
P13 = 3(p1 + p3)-
In dieser Art erhalten wir vier zu A, kongruente Teildreiecke
A(l) A(p1, P12, P13); A(Z) A(p2, Pa3s P12),
A(S) A(ps, P13; P23)s A(4) A(p12,P23s P13)s

deren Rander wir durch stiickweise geradlinige Wege parametrisieren, welche die
Eckpunkte gemal} der oben angedeuteten Reihenfolge durchlaufen.

~
////;,

K/////////
/////////////
7,05050550°000 00

1742542777 ( )
Q ””””A 4)77,
< 3

3Die Notation 8 A, will man vielleicht eher als Menge der Randpunkte von A\, verstehen, hier ist
allerdings ein Weg gemeint, dessen Spur die fragliche Menge ist.
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Indem man nun den Weg y passend zerlegt und dann die einzelnen Beitrdage um-
gruppiert — die Details wollen wir hier nicht ausfiihren! — sieht man

EINS an  Jaa®  Jaal®  Janlp

Anwenden der Dreiecksungleichung liefert
J f(z)dz
oA,

J f(z)dz f f(z)dz
3, EYNY

mit A; = Ag ) fiir ein geeignetes j € {1, 2, 3,4}. Wir wiederholen die eben durchge-
fiihrte Prozedur mit A, statt A, und erhalten dann ein weiteres Teildreieck A, (mit
analoger Maximalitdtseigenschaft). Induktiv erhélt man eine Folge von ineinander
geschachtelten Teildreiecken

=4

< 4 max
<j<4

AgDA;DA,D...,
mit
L(dA
L(BA,) = u und f Flz)dz| < 4" f F2)dz|.
3N, oA,

Daraus ergibt sich insbesondere (Stichwort: Intervallschachtelung!)

m An = {ZO}

neN,

fiir ein 2, € A, (vgl. Abbildung 10).
Da f(2) in z, komplex-differenzierbar ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein r € (0,1)
derart, dass

1f (2) — f (20) — f(20)(z — 20)| < €]z — 2]
fiir alle z € B(z,, r) gilt. Wegen Proposition 2.3 (vgl. Beispiel 2.4) ist

f f(Z)dz=f (f(2) = f(20) = f'(20)(z — 20)) dz.
an, oA, ~

(Hat eine Stammfunktion auf C.)

Fiir hinreichend grof3e n (abhingig von €) ist dann A, C B(z,,r) und die obige
Gleichung liefert nun zusammen mit Lemma 2.6

f f(z)dz LAY
oA,

<elz—z)|L(OA,) <eL(0A,) =¢ o

Also ist
<eL(8A,)

f f(z)dz
3,

f f(z)dz=0.
3A,

Da € > 0 beliebig war, folgt
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Fall 2: Wir behandeln nun den Fall p € A,. Sei zunéchst p einer der Eckpunkte
P1,P2, D3, €twa p = p;. Wihle nun einen Punkt x auf der Strecke von p; nach p,,
aber nahe bei p; und analog einen Punkt y auf der Strecke von p; nach p; (ebenfalls
nahe bei p,); siehe Abbildung 11 (a). Nun zerlegt man wieder

f f(Z)dZZ{f +J +J }f(z)dz.
ZFAN 9A(p1,x,y) 9A(x,p2,p3) 9 A(p3,y,x)

Die letzten beiden Integrale sind nach dem zuvor Bewiesenen gleich 0 und das erste
Integral auf der rechten Seite lasst sich trivial mit Lemma 2.6 durch

max|f (2)| x (Ix —pi| + 1y —x|+[p, — ¥ 1)
z€/\g

abschitzen, was fiir x, y — p; ebenfalls gegen 0 konvergiert.*

Fall 3: Sei nun der Ausnahmepunkt p € A, kein Eckpunkt von A,. Dann untertei-
len wir wie in Abbildung 11 (b) in Teildreiecke. Die Integrale entlang der Teildreiecke
erweisen sich nun wie in Fall 2 als gleich 0. OJ

Abbildung 10. Illustration zu den geschachtelten Dreiecken A, D
A; D A, D ... aus dem Beweis von Lemma 2.12 mit Schnittpunkt

2o € ﬂrio A,

Wir unterbrechen die weitere Entwicklung der Theorie der holomorphen Funktio-
nen fiir einen kurzen Moment und illustrieren Lemma 2.12 durch eine fourieranalyti-
sche Anwendung:

*Man beachte, dass wir uns im vorherigen Argument eine derartig grobe Abschitzung nicht
leisten konnten, da wir noch einen Faktor 4" ,zu besiegen“ hatten, mit dem die Integrale entlang d A,
gewichtet wurden; In der aktuellen Situation wird das problematische Integral entlang 8 A(p4, x,y)
jedoch lediglich einfach gewichtet.
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(@) ZuFall 2: p € Ay istein Eck- (b) Zu Fall 3: p € A, ist kein Eckpunkt.
punkt. (Der entartete Fall bei dem p auf einer Seite des Dreiecks
liegt sei hier auch zugelassen.)

Abbildung 11. Illustration zur Fallunterscheidung im Beweis von Lem-
ma 2.12, wenn der Ausnahmepunkt p in A, enthalten ist.

Beispiel 2.13. Die Funktion f: R — R, x — exp(—nx?), stimmt mit ihrer Fourier-
transformierten f iiberein, d.h. wir haben

fE&=£® 3=f f(x)exp(—2mix&)dx.

Den Fall £ = 0 behandeln wir ad-hoc mittels Fubini und Polarkoordinaten:

f(O)2 = JJ exp(—m(x?+ y?))dxdy = f J exp(—nr?)rdrdf
R2 —nJO0

:J [_—1 exp(—an)]oo de =J %dG =1=f(0)*.

_L27 r= o

Aus Positivititsgriinden folgt f (0) = £(0), wie gewiinscht. Fiir £ > 0 beachten wir
fiir einen Parameter R > 0 den folgenden Weg y, der sich durch zwei Dreieckswege
zusammensetzt:

—R+i& R+i

—R

Lemma 2.12 liefert nun

0= f exp(—mz?)dz = f exp(—mnx?)dx —f exp(—n(x +i&)*)dx +
YR —R -R
3

3
+ J exp(—m(R +ix)*)dx — f exp(—m(—R +ix)?)dx.
0 0
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Das erste Integral rechter Hand konvergiert fiir R — oo offenbar gegen f(0) = 1
und die letzten beiden Integrale lassen sich trivial mit Lemma 2.6 dem Betrage nach
durch

max |exp(—7'c(:|:R+ ix)?)| x & < exp(—m(R*—&)) x & %0

0<x

abschitzen. Fur das zweite Integral hingegen erhalten wir

rooo f(8)
f&

+ 0—0 und hieraus folgt die Behauptung; Den

J exp(—mt(x +i£)*)dx = exp(n&? )f exp(—mx?) exp(—2inx&E)dx ——

—R

_1®

Insgesamt haben wir also 0 = 6]

Fall £ < 0 behandelt man analog.

Fiir eine sehr dhnliche Anwendung siehe auch Aufgabe 3.3.

2.4. Die Cauchysche Integralformel

Die Anwendung in Beispiel 2.13 hat bereits aufgezeigt, dass man sich in der
Praxis nicht nur auf dreieckige Integrationswege beschrdnken méochte. (Aufgabe 3.3
fiihrt dies umso klarer vor Augen.) Als erste Verbesserung von Lemma 2.12 beweisen
wir den Satz von Cauchy fiir konvexe Mengen; Hierbei heil3t eine Menge U C C
konvex, falls fiir je zwei Punkte z,,2z € U auch das gesamte Geradenstiick [z,,z] :=
{(1—t)zo+tzeC:te[0,1]}in U liegt:

konvex, nicht konvex.

Satz 2.14 (Satz von Cauchy fiir konvexe Mengen). Sei U C C eine konvexe offene
Menge. f: U — C sei stetig auf U und holomorph auf U \ {p} fiir ein p € U. Dann gibt
es ein holomorphes® F: U — C mit F’ = f. Insbesondere gilt

Jf(z)dz=0
v

fiir jeden geschlossenen Integrationsweg y in U.

Beweis. Der Zusatz iiber Wegintegrale folgt aus Proposition 2.3 sobald F mit F’ = f
gefunden ist. Sei nun z, € U fest gewahlt. Wir definieren F: U — C durch

F(z) 1=J f(z)dz,
[2.,%0]

SAus der Differentialgeometrie kennt man derartige Aussagen vielleicht auch unter dem Namen
Poincaré-Lemma.“
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wobei wir hier unter f[z 2] das Wegintegral entlang eines Weges verstehen wollen,
%520

welcher linear von z, zu 2, verlduft und in jedem Punkt Ableitung 1 hat. Es verbleibt
die Holomorphie von F, sowie F’ = f zu verifizieren. Sei nun 2, € U fixiert und { € U
beliebig. Wegen Lemma 2.12 ist

F(C)—F(Zo)={J —J }f(Z)dZ= f(z)dz.
2.0] I lz%] [20,¢]

Daraus ergibt sich weiter

MO sy [ @-seas
—z, ¢ =20 J a1
Lemma 2.6 liefert

F({)—F

‘% ~F(a0)| < ma | (6)— f (o))

und da f in g, stetig ist, konvergiert die rechte Seite hierin fiir { — 2z, gegen 0. Also
ist F'(zq) = f (2,), wie gewiinscht. O

¢

Bemerkung. Konvexitit ist eine sehr starke Forderung an die ,,globale Geometrie
einer Menge. Indess mogen einem die Voraussetzungen von Satz 2.14 vielleicht
sehr restriktiv vorkommen. Dies ist allerdings in gewissem Sinne nicht der Fall, da
der topologische Vektorraum C zumindest ,lokal konvex“ ist, d.h. jeder Punkt einer
offenen Menge U besitzt eine offene Umgebung, die ganz in U enthalten ist. Insoweit
lasst sich Satz 2.14 also wenigstens lokal anwenden und dies reicht — wie wir im
Folgenden noch sehen werden — schon fiir einige sehr brauchbare Ergebnisse hin.

Satz 2.15 (Cauchysche Integralformel fiir konvexe Mengen). Sei y ein geschlossener
Integrationsweg in einer konvexen offenen Menge U C C und f: U — C holomorph.
Dann gilt fiir alle z, € U \ tr(y) die Cauchysche Integralformel

1 ([ f@

f(z) - Ind, (20) = = dz.
2mi 2%

(Hier ist die Windungszahl Ind, (z,) bereits aus Proposition 2.9 bekannt.)
Beweis. Es sei z, € U \ tr(y) fixiert. Wir definieren g: U — C durch

f&) =/ (5) falls z # 2y,
g(z) = Z—2%

f'(20) falls z = z,.
Dann erfiillt g die Voraussetzungen von Satz 2.14 und wir erhalten

0= J g(z)dz = ) dz — Mdz.
. L2 % L2 %

Das zweite Integral ist aber genau 27if (z,) Ind, () und wir sind fertig. OJ







KAPITEL 3

Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel

3.1. Potenzreihendarstellung

Die Cauchysche Integralformel (Satz 2.15) wirkt beinahe schon magisch(?): Das
Integral

f@ [ Fe@)

Z—2% B . Y()—2

Y'(t)dt,

s
zu dessen Berechnung nur Werte von f auf tr(y) herangezogen werden, wird in Bezug
zum Funktionswert f (z,) gesetzt!

Korollar 3.1 (Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen). Es sei f: U — C auf
einer offenen Menge U S C holomorph und U enthalte die gesamte abgeschlossene
Kreisscheibe B(z,, 7). Dann ist f(z,) der Mittelwert der Funktionswerte von f |sp(,,

1
f(zy) = f f (2o + rexp(2mit)) dz.
0

Beweis. Wir betrachten den Weg y: [0,1] — U, t — 2, + r exp(2mit). Mit Satz 2.15
und Korollar 2.10 erhalten wir

f(z) dz = 1 (! f (2o +rexp(2mit))
27 ) z—z C2mi |z, + rexp(2mit) —z,

f(z0) = rexp(2mit)2midz.

0

Vereinfachen dieses Ausdrucks liefert schon die Behauptung. O
Mit etwas mehr Aufwand lésst sich deutlich mehr zeigen:

Satz 3.2 (Potenzreihendarstellung holomorpher Funktionen). Sei U € C offen, z, € U
und f: U — C holomorph. Dann gibt es genau eine Potenzreihe

£ > a (L —2)"
n=0
mit positivem Konvergenzradius R > 0, die f auf B(z,,R) N U darstellt. Dabei ist R > r
fiir jedes r mit B(z,,7) C U und fiir die Koeﬂ“izienten a, gilt die Formel
f"Go) _ f(z)
(z

Tl! _Zo)n+1

’
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wobei y: [0,1] = U, t — z,+ rexp(2mit) den Kreisrand 0 B(z,, r) parametrisiere.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei der Entwicklungspunkt z, = 0.
Wenn f({) = ZSZO a,¢" fiir £ in einer offenen Kreisscheibe um 0 gilt, so hat man

offenbar (siehe Satz 1.6)
fM(0)=n!a,
woraus auch schon die Eindeutigkeitsaussage im Satz folgt.

Nun zur Existenz. Es sei r > 0 derart, dass die gesamte abgeschlossene Kreisscheibe

B(0,7) in U enthalten ist und y wie im Satz. Mit Satz 2.15 und Korollar 2.10 erhalten
Wir

fir € B(0O,r):

Mit der bekannten Formel fiir geometrische Reihen erhalten wir

f@ _f@ 1 f@(Y
z2—( 2 1—{/2_; Z (;)

fiir alle z € tr(y) = dB(0, r). (Beachte |{/z| < 1!) Die Folge der Partialsummen der
obigen unendlichen Reihe bildet eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmaRig’
gegen Thre Grenzfunktion konvergiert. Mit Lemma 2.6 gewinnt man hieraus schnell
die Vertauschbarkeit von Integration und Summation in der folgenden Rechnung:

_ 1 (pf@eY Lo [(f@ N
fm_ﬁfé?(;) =52, YT(E) o= 2 0l

hier sei a,, durch die Formel aus dem Satz gegeben (man beachte unsere eingangs
gemachte Voraussetzung z, = 0). Da die eben durchgefiihrte Rechnung insbesondere

IBenutze hierzu, dass f auf der kompakten Menge tr(y) ein Maximum annimmt.
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die Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite fiir alle { € B(0, r) liefert, folgt auch
die Aussage liber den Konvergenzradius. O

Bemerkung (Natiirlichkeit von exp, sin, cos, etc.). Geht man beispielsweise schon
davon aus die reelle Exponentialfunktion expg: R — R zu kennen und mochte
diese nun auf ganz C erkldren derart, dass diese holomorph ist, so gibt es eine
und nur(!) eine Moglichkeit dies zu tun: Jede holomorphe Funktion f C — C mit
flg = expy stimmt mit der eingangs durch die Potenzreihe Zojo —z" definierten
Funktion exp: C — C iiberein. Derartige Uberlegungen iibertragen sich ebenfalls auf
weitere Funktionen, wie etwa Sinus und Kosinus. Insbesondere klart sich auch, wieso
man nicht cos(z) als Re(exp(iz)) definiert: Fiir reelle z stimmen beide Ausdriicke
zwar iiberein, aber z — Re(exp(iz)) definiert keine(!) holomorphe Funktion C — C.
Mochte man also eine holomorphe Kosinusfunktion cos: C — C erkliaren und hat
sich bereits darauf eingelassen, dass diese fiir reelle Argumente z durch Re(exp(iz))
gegeben sein sollte, so folgt bereits notwendigerweise

cos(z) = Z ((233:1

fiir alle z € C.

Korollar 3.3 (Goursat). f: U — C sei holomorph auf einer offenen Menge U. Dann ist
auch f’: U — C holomorph; Insbesondere ist f unendlich oft komplex-differengierbar.

Beweis. Sei z, € U beliebig. Dann lasst sich f laut Satz 3.2 in einer hinreichend klei-
nen Kreisscheibe um z, durch eine konvergente Potenzreihe darstellen. Da Potenzrei-
hen innerhalb ihrer Konvergenzkreisscheibe unendlich oft komplex-differenzierbare
Funktionen definieren (siehe Satz 1.6) folgt auch schon die Behauptung. O

Korollar 3.3 ist bemerkenswert! Aus der reellen Analysis kennt man sogar iiberall
stetig differenzierbare Funktionen f: R — R, deren Ableitung nirgends differenzierbar
ist (siehe Abbildung 12). In der komplexen Analysis treten derartige Pathologien nicht
auf!

3.2. Cauchysche Abschitzungen und Konsequenzen

Lemma 3.4 (Cauchysche Abschatzungen fiir Taylor-Koeffizienten). Es sei f: U — C
auf einer offenen Menge U € C holomorph und U enthalte die gesamte abgeschlossene
Kreisscheibe B(z, ). Ferner sei Z:ZO a,(z —z,)" die Potengreihendarstellung von f um
2. Dann gilt
1
< I
la,l = = Egré?fr)lf(Z)l
Beweis. Die Behauptung folgt leicht, wenn man Lemma 2.6 auf die Formel fiir a, aus
Satz 3.2 anwendet. OJ
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/f: R—R,x— » - 27"cos(3"mx)
/F:R—>R,xr—>f:f(£)d§

Abbildung 12. Plot einer von Weierstral$ gefundenen stetigen, aber
nirgends differenzierbaren Funktion f, sowie einer zugehorigen Stamm-
funktion F; Letztere ist mit Blick auf den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung natiirlich iiberall differenzierbar.

Kurz gefasst besagen die Cauchyschen Abschitzungen, dass Kontrolle iiber das
Maximum von f auf einem Kreisrand einem Kontrolle iiber die Taylor-Koeffizienten
von f im Mittelpunkt® verschafft und je groRer der Radius des Kreises, desto stirker
ist das Ergebnis. Der nédchste Satz verschafft sich nach Voraussetzung beliebig viel
Kontrolle tiber das Maximum von f und liefert im Gegenzug maximal viel Kontrolle
tiber f selbst. Zu seiner Formulierung flihren wir noch eine Sprechweise ein: Eine auf
ganz C definierte holomorphe Funktion f: C — C nennt man auch ganze Funktion.

Satz 3.5 (Liouville). Jede beschrdnkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Gemafd Satz 3.2 lasst sich jede ganze Funktion f auf ganz C durch ihre
Taylor-Reihe Z:ZO a,(z —2,)" um einen beliebigen Entwicklungspunkt z, darstellen.
Fiir die Koeffizenten a,, gilt nach Lemma 3.4 |a,| < r " max,cc|f ()| fiir jedes r > 0.

Mit r — oo folgt @, =0, also f(z) =Y.~ 0(z —2,)" = 0. n

Der Satz von Liouville eignet sich fiir einen besonders kurzen Beweis vom Funda-
mentalsatz der Algebra (siehe Satz 1.2 auf Seite 4):

Beweis von Satz 1.2. Es sei P € C[Z] ein nichtkonstantes Polynom ohne Nullstellen
in C. Dann ist 1/P: C — C, 2 — 1/P(z), eine ganze Funktion. Da ein Polynom vom
Grad > 1 fiir |z| —» oo dem Betrage nach gegen Unendlich geht, folgt, dass 1/P
beschrankt ist. (Aufderhalb einer hinreichend grof gewéhlten Kreisschreibe nimmt
P namlich nur grol3e Werte, und 1/P damit nur kleine, an, und auf dem Abschluss

2Tatsichlich kénnte man auch Taylor-Koeffizienten an jedem Punkt des Kreisinneren kontrollieren,
aber diese Verallgemeinerung braucht uns hier nicht zu kiimmern.
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von besagter Kreisschreibe nimmt |P| nach dem bekannten Satz vom Minimum und
Maximum aus der reellen Analysis ein Minimum an und dieses ist nach Voraussetzung
von Null verschieden.) Also ist 1/P konstant nach Satz 3.5. Dann hat das Polynom
P aber Grad 0; Insbesondere muss jedes komplexe Polynom mit héherem Grad eine
Nullstelle in C haben. 0

3.3. Der Satz von Morera

Das Lemma von Goursat (Lemma 2.12) hat auch eine Umkehrung, die spéter
in einigen Beweisen niitzlich sein wird, um die Holomorphie gewisser Funktionen
nachzuweisen (siehe etwa den Beweis vom Konvergenzsatz von Weierstral3, Satz 6.1,
in Kapitel 6):

Satz 3.6 (Morera). f: U — C sei stetig auf einer offenen Menge U und fiir jedes
abgeschlossene Dreieck A, C U gelte

J f(z)dz =0.
3,

Beweis. Man kann den Beweis von Satz 2.14 quasi wortlich tibernehmen und so
eine holomorphe Stammfunktion F: V — C von f |, auf jeder offenen Kreisscheibe
V C U konstruieren: Dabei ist lediglich die Berufung auf Lemma 2.12 durch unsere
Voraussetzung iiber Dreieckswege zu ersetzen. Nun ist aber f |, = F’ als Ableitung
einer holomorphen Funktion laut Korollar 3.3 selbst holomorph. O

Dann ist f holomorph.

Bemerkung. Achtung: Die Voraussetzungen von Satz 3.6 wollen insbesondere A, C

U. Insbesondere wird das Verschwinden von fa A f(z)dz in der folgenden Situation
0

nicht gefordert:

(Das Dreieck A, liegt hier namlich nicht in U, obgleich dies fiir seinen Rand doch
der Fall ist.)

3.4. Der Identitatssatz

Man erinnere sich zundchst an den topologischen Begriff des Zusammenhangs:
siehe Aufgabe T1.1 fiir die Begriffsdefinition, sowie ein geometrisches Kriterium,
welches zum Nachweis von Zusammenhang herangezogen werden kann. Eine zu-
sammenhdngende offene Menge U C C heil3t Gebiet (vgl. Abbildung 13).
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(a) zusammenhéngend; (b) nicht zusammenhangend.

Abbildung 13. Illustration zum Zusammenhangsbegriff.

Der Zusammenhangsbegriff ist das richtige topologische Werkzeug, um von lokalen
Eigenschaften auf globale Eigenschaften zu schliel3en:

Beispiel. Es sei f: U — C eine lokal konstante, stetige Funktion auf einer offenen
Menge U, d.h. um jeden Punkt z, € U gibt es eine offene Umgebung V fiir die
fly: V — C konstant ist. Folgt dann bereits, dass f global auf U konstant sein muss?
— Nein! Man wéhle beispielsweise U = B(—1,1)WB(+1,1), f |4 1) konstant —1 und
flp(+1,1) konstant +1:

B(—1,1)UB(+1,1)

B(-1,1) B(+1,1)
l f l
{—1} \\\\\\\\$ K//////// {+1}.
Inkl. {:l:l} Inkl.

Fordert man allerdings, dass U zusammenhédngend ist, so verschwinden alle moglichen
Gegenbeispiele: ist f: U — C namlich stetig und lokal konstant und w, € f (U), so
ist f 1({w,}) offen, aber auch f~'(C\ {w,}). Wegen

U=f"({wo}) Wf(C\{we})
20

folgt nun f~!(C\ {w,}) = 0 aus dem Zusammenhang von U und also f ({w,}) =U
(d.h. f ist konstant w).

Satz 3.7 (ldentitatssatz). Fiir je zwei holomorphe Funktionen f,g: U — C auf einem
Gebiet U # 0 sind die folgenden Aussagen dquivalent:
D f=g;
(2) Die Menge {z € U : f(z) = g(z) } besitzt einen Hdufungspunkt in U;
(3) Es gibt ein 2, € U derart, dass fiir alle n € N, die Gleichung f™(z,) = g™(z,)
besteht.
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Beweis. Indem man f durch f — g ersetzt, diirfen wir uns im Folgenden auf den Fall
beschranken, bei dem g = 0 die Nullabbildung U — {0} ist. Wir zeigen die Implika-
tionskette ,,(1)=(2)=(3)=(1)“, bemerken allerdings sofort, dass die Implikation
»(1)=(2)“ trivial ist.

Es gelte nun (2), d.h. die Menge A = {2z € U : f(2) = 0} besitze einen Haufungs-
punkt z, € U:

LSS e
LS

aber nicht so.

Dann gibt es eine Folge (z;) von Elementen von A" mit 2, — z, fiir k — 0o. Nun sei
flz)= ZZO a,(z —2,)" die Potenzreihenentwicklung von f um z,, welche f in einer
Umgebung von z, darstellt (siehe Satz 3.2):

Hier gilt -
f(Z) = Zn:O an(z _ZO)H-

Wegen der Stetigkeit von g, ist

0= Jlim £ () = f(lim 5 = f(20) = 2,0,0" = a5,

also a, = 0. Dort wo f durch seine Potenzreihenentwicklung um z, dargestellt wird,
ist somit auch die Funktion f;: z — f(2)/(z —2,) = 2:21 a,(z —z,)" ! definiert und
somit in einer Umgebung von z, holomorph. Mit demselben Argument von eben
angewandt auf f; statt f erhalten wir nun a, = 0 und mittels Induktion dann a, = 0,
a; = 0, usw. Wegen f M(z,) = n!a, folgt (3).

Nun gelte (3). Wir betrachten die Menge HP(.4") aller Haufungspunkte von
. Unsere eben ausgefiihrte Uberlegung zeigt, dass f auf einer Umgebung von
2, € HP(A") durch eine Potenzreihe mit lauter verschwindenden Koeffizienten — also
durch die Nullabbildung — dargestellt wird. Also ist HP(_4") offen. Trivialerweise
ist aber das Komplement von HP(4") in U, also die Menge aller z € U, die kein
Haufungspunkt von 4 sind, offen. Da U zusammenh&ngend und HP(.A4") nicht leer
ist, folgt hieraus U = HP(/"), also (1). O

Wir geben eine recht typische Anwendung des Identitatsprinzips:
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Beispiel (Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus). Fiir a, f € C benutzen wir (1.7),
sowie Satz 1.7 (1):

cos(a+ ) +isin(a+ f3)
= exp(i(a + ) = exp(ia) exp(if})
= (cos(a) +isin(a))(cos(B) +isin(f))
= cos(a) cos(3) —sin(a) sin(B) + i(sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)).

Nehmen wir nun zusatzlich an, dass a und f reellwertig sind, so schliel3en wir durch
einen Vergleich von Real- und Imaginérteilen

(3.1) cos(a + ) = cos(a) cos() —sin(a) sin(fB),
(3.2) sin(a + 3) = sin(a) cos(f) + cos(a) sin().

Fiir komplexwertige a bzw. 3 scheitert das obige Vergleichsargument, beispielsweise
cos(a + f3) nicht mehr reellwertig zu sein braucht. Dennoch kann man das Argument
mit Hilfe des Identitatsprinzips retten: Wir betrachten zunéachst fiir fixiertes, reelles
f3 die beiden ganzen Funktionen

fiz—cos(z+ ), und g:z— cos(z)cos(f)—sin(z)sin(p).

Dank (3.1) stimmen f und g jedenfalls auf R iiberein und da R einen Hiufungs-
punkt im Definitionsbereich(= C) von f und g besitzt und jener Definitionsbereich
zusammenhdéngend ist, folgt f = g gemaR Satz 3.7. Aus Symmetriegriinden kdnnen
wir nun fiir f und g wie oben, aber mit komplexem(!) 3, die Gleichheit f |z = g|g
als bewiesen ansehen und erhalten erneut f = g. Insgesamt folgt die Giiltigkeit von
(3.1) fiir saimtliche komplexe Zahlen a und f3, obgleich dies zunichst nur fiir reelle
Werte bewiesen wurde. (Analoge Uberlegungen greifen selbstverstindlich auch fiir

(3.2).)
3.5. Verhalten bei Nullstellen

Es sei f: U — C holomorph auf einer offenen Menge U C C. Ferner sei z, € U.
Nach Satz 3.7 ist f entweder konstant in der Zusammenhangskomponente von U,
welche z, enthilt, oder es gibt ein k € N mit f ¥)(z,) # 0. Das kleinste solche k nennen
wir die Nullstellenordung von f bei z, und schreiben hierfiir ord(z,) = k. (Falls f
bei z, lokal konstant ist, so schreiben wir formal ord,(z,) = 00.) Offensichtlich ist
f(z,) = 0 genau dann wenn ord;(z,) > 0 gilt.

Wir sagen f habe bei z, endliche Nullstellenordnung, falls ord;(z,) < oo gilt
und nennen z, dann eine k-fache Nullstelle von f (einfach, doppelt, dreifach, etc.),
falls k = ord;(z,) ist.

Beispiele.
e ord, ,;(z,) =0 fiir alle z, € C,
e ord,, ,,(z,) = oo fiir alle z, € C,
e ordyg_(z,) =0 fiir 3, # 0 und =1 fiir z, =0,
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e ord,, ,,»(z,) = 0 fiir z, # 0 und = 2 fiir z, = 0,
e ord,,(0) = 1, wie man der Potenzreihendarstellung des Sinus um den
Entwicklungspunkt 0 entnimmt: sin(z) =z — %zz +...

Bemerkung 3.8. Sind f: U — C und g: U — C zwei auf einer offenen Menge
U € C holomorphe Funktionen. Dann gilt ord;.,(z,) = ord;(z,) + ord,(z,) fiir jedes
29 € U. (Beweis: Man entwickle f und g jeweils in Potenzreihen um gz, und bilde
deren Cauchy-Produkt. Man erhilt eine Potenzreihe fiir f - g um z,, deren erster
nichtverschwindender Koeffizient den Index ord;(z,) + ord,(z,) hat.)

Bemerkung. Wie oben erwihnt, folgt aus dem Identititssatz (Satz 3.7), dass sich
Nullstellen einer nichtkonstanten, holomorphen Funktion f: U — C auf einem Gebiet
U nicht in U haufen konnen. Das Haufen von Nullstellen zum Rand dU hin ist
allerdings moglich, wie das Beispiel C \ {0} — C, z — sin(1/z) lehrt (betrachte
z=1/(nn) firn=1,2,...).

Eine Abbildung f: U — V zwischen offenen Mengen U,V C C hei3t biholomorph,
falls f bijektiv und holomorph ist und die Umkehrabbildung f~!: V — U ebenfalls
holomorph ist.

Bemerkung. Die Topologie ermahnt uns hier zur Vorsicht: Bekanntlich ist ein Ho-
moomorphismus f: X — Y zwischen topologischen Rdumen eine bijektive stetige
Abbildung, deren Umkehrfunktion f~!: Y — X ebenfalls stetig ist. Dabei ist die letzte
Forderung wichtig: So ist beispielsweise die Abbildung f: [0,1) — dD, t — exp(2mit),
des halboffenen Intervalls [0, 1) auf den Einheitskreisrand 0D ={z€ C: |z| =1}
eine stetige® Bijektion, aber kein Homéomorphismus, die ihre Umkehrabbildung nicht
stetig ist: In der Tat ist etwa das Urbild der in [0, 1) offenen Menge [0,1/2) unter f
nicht offen in dD (es handelt sich um {1} U{z € dD :Imz > 0} und 1 ist [beziiglich
der Topologie auf dID] kein innerer Punkt dieser Menge).

f/_~) oD m
— FH =) = (nicht offen!)

b

0o 1

Tatsdchlich treten derartige Schwierigkeiten bei holomorphen Funktionen nicht auf.
Uberall dort wo die Ableitung einer holomorphen Funktion f: U — C nicht ver-
schwindet, ist f auch lokal umkehrbar (siehe Aufgabe 1.1 (b)). Problematisch wiren
also hochstens Punkte an denen f’ verschwindet. Fiir injektive holomorphe Funk-
tionen kann dies allerdings nicht passieren, wie wir noch in Kiirze zeigen (siehe
Korollar 3.11). Eine bijektive holomorphe Funktion ist also automatisch schon biho-
lomorph.

3Selbstverstindlich sind [0, 1) und D jeweils mit der Teilraumtopologie beziiglich R respektive
C zu verstehen.
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Der nachste Satz besagt, dass sich n-fache Nullstellen (n > 2) auf einfache Null-
stellen reduzieren lassen:

Satz 3.9 (Normalform bei Nullstellen). Es sei f: U — C holomorph auf einer offenen
Menge U C C mit einer Nullstelle von endlicher Ordnung bei z, € U (also ord f (z9) €N).
Dann gibt es eine auf in einer offenen Umgebung U’ C U von z, holomorphe Funktion
h: U" — C mit einfacher Nullstelle in z, und

h(z)" 4 = f(z)

fiir alle z € U’. Uberdies kann man es durch geeignete Verkleinerung von U’ so einrichten,
dass h die Menge U’ biholomorph auf eine offene Kreisscheibe um 0 abbildet.

Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung k = ord;(z,). Anhand von Satz 3.2 sehen wir,
dass wir f in einer Umgebung U’ € U von z, durch eine Potenzreihe der Form
Z:ik a,(z —2,)" mit aq, # 0 darstellen kénnen. (Man beachte hier den Start der
Summation bei n = k!) Wir haben also

(ee]

F@)=(E—20) D a,(z—20)"™* = (2 —2,)"g(2)

n=k

fiir alle z € U’. Man wiirde nun gerne ,h(z) = (z — 2,)+/ g(2)“ setzen hat aber
Probleme mit der Mehrdeutigkeit der komplexen Wurzel: Es gilt schliel3lich fiir jedes
z in einer geeigneten Umgebung von z, eine komplexe Zahl ,,4/ g(z)* auszuwihlen
(hier hat man im Fall g(z) # 0 genau k Moglichkeiten) und es ist a-priori nicht klar,
ob dies so moglich ist, dass man am Ende eine holomorphe Funktion bekommt. Die
nachfolgenden Argumente zeigen, dass man — mit geeigneter Vorsicht — doch Herr
iber dieses Problem werden kann.

Die ,k-te Potenz“-Funktion p;: C —» C, 2 — zk ist (wie man etwa aus Satz 1.7
folgern kann) surjektiv. Es gibt also ein w € C mit w* = p,(w) = a,. Dort gilt p(w) =
kw*™ # 0 (wegen a; # 0) und gibt es eine hinreichend kleine Umgebung W C C um
w derart, dass pi|y: W — pi (W) biholomorph ist. Es bezeichne /~: p,(W) — W ihre
Umkehrfunktion. Die Funktion g: U’ — C erfiillt g(z,) = a, aus Stetigkeitsgriinden
diirfen wir durch etwaige Verkleinerung von U’ davon ausgehen, dass gar g(U’) ganz
in p,(W) enthalten ist. Wir setzen dann h(z) = (z —2,) : (+/ - © g)(z). Offensichtlich
ist nun

h(z)* = (2 —20) - (pr 0 v/ 0 8)(2) = (2 —20)*g(2) = f (2),

wie gewiinscht und mit Bemerkung 3.8 folgert man leicht, dass h bei z, eine einfache
Nullstelle besitzt.

Wir haben h(z,) = 0 und h’(z,) = w # 0, wie eine einfache Rechnung bestétigt.
Darum ist h bei z, lokal biholomorph (siehe Aufgabe 1.1 (b)) und durch etwaige
Verkleinerung von U’ diirfen wir davon ausgehen, dass h die Menge U’ biholomorph
auf eine offene Kreisscheibe abbildet. OJ
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Korollar 3.10 (Blatterzahl bei einer k-fachen Nullstelle). Es sei f: U — C holomorph
auf einer offenen Menge U C C und z, eine k-fache Nullstelle von f (k € N). Dann gibt
es zu jedem hinreichend kleinen € > 0 eine offene Umgebung U, von z, derart, dass f
die Menge U, surjektiv auf B(0, €) abbildet und jedes z € B(0, €) \ {z,} genau k Urbilder
unter f|y_besitzt.

Projektion
(x,y,R)—x+iy

Abbildung 14. Ilustration zu Korollar 3.10 und dem Begriff der
,Blitterzahl.“ Unter der Abbildung D — D, z — 22, hat jeder Punkt
w e D\ {0} genau zwei Urbilder.

Korollar 3.11. Es sei f: U — C injektiv. Dann ist f'(z,) # O fiir alle z, € U.

Beweis. Es sei z, € U beliebig und w, = f(z,). Offensichtlich hat g = f —w,: 2 —
f(2) —w, eine Nullstelle in z,. Aus Korollar 3.10 und der Injektivitdt von f folgt

ord,(z,) =1, also 0 # g'(z,) = f'(2o). d

Man beachte, dass — wie man durch Betrachtung von f = exp sehen kann —
eine holomorphe Funktion ohne Ableitungsnullstellen (global) nicht injektiv zu sein
braucht (,,lokal“ hat man aber bekanntlich Injektivitidt, wie etwa Aufgabe 1.1 (b)
garantiert).
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Bemerkung. Man kontrastiere Korollar 3.11 mit der Situation im Reellen: So ist
beispielsweise die Abbildung f: R — R, x — x3, bijektiv (also insbesondere injektiv),
besitzt allerdings bei O eine Ableitungsnullstelle.

Im Komplexen ist die Abbildung C — C, z — 23, allerdings natiirlich nicht injektiv:
Jeder Punkt w # 0 hat genau drei verschiedene Urbilder.

3.6. Gebietstreue und Maximumprinzip

Satz 3.12 (Gebietstreue). Es sei f: U — C holomorph auf einem Gebiet U € C und
nicht konstant. Dann ist auch f (U) ein Gebiet.

Beweis. Stetige Bilder zusammenhingender Mengen sind selbst wieder zusammen-
hédngend; So viel sollte aus der Topologie bekannt sein. (Falls nicht, siehe Abbildung 15
fiir eine Beweisskizze.) Es verbleibt also nur die Offenheit von f(U) nachzuwei-
sen. Hierzu sei w € f(U). Dann gibt es z, € U mit f(z,) = w und die Abbildung
f—w: U — C, z — f(z)—w ist holomorph mit Nullstelle bei z,. Die Nullstellenordnung
von f —w bei 2, muss aber endlich sein, da f —w sonst auf der (zusammenhéngenden)
Menge U konstant wire und dies in den Voraussetzungen des Satzes ausgeschlossen
wurde. Also ist ord;_,,(z,) € N und Korollar 3.10 liefert B(0, €) € (f —w)(U) fiir alle
hinreichend kleinen € > 0. Demnach ist B(w,0) € f(U) und f(U) ist offen. O

Satz 3.13 (Maximumprinzip). Es sei f: U — C holomorph auf einem Gebiet U € C
und nicht konstant. Dann nimmt f auf U kein Betragsmaximum an, d.h. es gibt kein
2o € U derart, dass fiir alle z € U die Ungleichung |f (2)| < |f (2o)| erfiillt ist.

Beweis. Laut Satz 3.12 enthélt das Bildgebiet f (U) um jeden seiner Punkte w, eine
offene Kreisscheibe B(w,, €) (e > 0). Die Aussage des Satzes folgt damit unmittelbar
aus der Tatsache, dass jede Kreisscheibe B(w,, €) € C (w, € C, € > 0) eine komplexe
Zahl enthalt, welche einen grol3eren Betrag besitzt als der Mittelpunkt w,, (siehe
hierzu Abbildung 16). O

Korollar 3.14. Es sei K C C kompakt mit nichtleerem Inneren K°, f: K — C stetig auf
K, holomorph auf K° und nicht konstant. Dann nimmt f ein Betragsmaximum auf dem
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Abbildung 15. Illustration zum Beweis, dass stetige Bilder zusam-
menhadngender Rdume zusammenhéngend sind: Jede disjunkte offene
Zerlegung des Bildes lasst sich mittels f zu einer disjunkten offenen
Zerlegung des urspriinglichen Raums zuriickziehen, was aber dem
Zusammenhang diesen Raumes widerspricht, sofern die Zerlegung
nicht ohnehin trivial war. Salopp gesagt: Stetige Abbildungen koénnen
zusammenhdngende Rdume nicht ,zerreil3en.“

N\

G
—

ARRRARRRA RN

Mindestens einer dieser beiden Punkte
hat einen groferen Betrag als w,
(je nachdem wo 0 im Verhéltnis zu w,, liegt).
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Abbildung 16. Ilustration zum Beweis von Satz 3.13: Jeder Punkt
w, € f(U) im Bildgebiet einer nichtkonstanten holomorphen Funktion
f: U — Cist ein innerer Punkt und kann darum kein Betragsmaximum
stiften.

Rand 0K von K an und es gilt
|f (2)] < max|f (z,)|
zo€0K
fiir alle z € K°. (Man beachte: In der obigen Ungleichung steht ,,<“ und nicht ,,<“.)

Beweis. Die stetige Funktion |f|: K — R, 2 — |f ()| nimmt auf der kompakten Menge
K selbstverstandlich ein Maximum an. Dieses kann wegen Satz 3.13 jedoch nicht auf
K° angenommen werden. Hieraus ergibt sich auch schon die Behauptung. O

Fiir eine alternative Herleitung von Satz 3.13 und Korollar 3.14 siehe Aufgabe 5.3
(insbesondere Aufgabe 5.3 (f)).
3.7. Isolierte Singularititen

Schon in unseren vorangegangenen Untersuchungen fiihrte das Studium holomor-
pher Funktionen f: U — C oft auf Funktionen, die nicht auf U, sondern auf U \ {z,}
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Ungleichungen hier...
gelten stets auch hier!

Abbildung 17. Illustration zu einer typischen Anwendungsweise von
Korollar 3.14: Ungleichungen fiir f: U — C (holomorph) auf dem
Rand JdK einer Menge iibertragen sich auf das Innere.

fiir ein 2, € U definiert waren: So liefert uns ja bereits die Cauchysche Integralformel
ein derartiges Beispiel, da bei dieser der holomorphe Integrand

L@

Z_ZO

U\{z} —=C,

zu integrieren ist. Weitere sehr natiirlich auftretende Beispiele sind etwa durch rationa-
le Funktionen z — P(z)/Q(z) (mit Polynomen P,Q € C[Z], Q nicht das Nullpolynom)
gegeben: Diese sind auf ganz C mit Ausnahme der Nullstellen von Q definiert, lassen
sich aber unter Umstdnden auch auf einer grof3eren Menge definieren, denn wer
wiirde sich dabei wohl fithlen zu behaupten, die rationale Funktion z — z/z liel3e
sich nur auf C \ {0} und nicht gleich auf ganz C erkldren? (Ein analoges Beispiel
liefert auch z — sin(z)/z.)

In diesem Abschnitt untersuchen wir derartige Phdnomene und versuchen auch
das Verhalten holomorpher Funktionen U \ {z,} — C ,,bei“ 2, néher zu beschreiben. Es
sei noch erwihnt, dass es sich bei den hier vorkommenden Uberlegungen natiirlich nur
um einen Spezialfall des allgemeineren Problems handelt, das Verhalten holomorpher
Funktionen f: U — C auf dem Rand d U ihres Definitionsbereichs zu untersuchen.

Ist U € C offen, z, € U und f: U \ {25} — C holomorph, so bezeichnet man z,
als isolierte Singularitdt von f. Falls f durch Einschridnkung einer holomorphen
Funktion U — C auf U \ {z,} entsteht, so nennt man die Singularitit z, von f
hebbar. In diesem Fall schreiben wir ord,(z,) € N, W {oco} fiir die bereits bekannte
Nullstellenordnung der holomorphen Fortsetzung von f bei z,. Falls die Singularitét
2, von f nicht hebbar ist, es aber ein m € N gibt derart, dass die Singularitit z, von
2 — (2—2,)"f () hebbar ist, so sagt man f habe einen Pol bei z,. In diesem Fall heil3t
das kleinste m mit der obigen Eigenschaft die Ordnung des Pols von f bei z, und wir
schreiben ord;(z,) := —m. Hebt man die Singularitét bei z, von z — (z —2,)™f ()
und entwickelt die erhaltene auf U holomorphe Funktion in eine Potenzreihe um z,,
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so erhélt man nach Division durch (z —z,)™ die Darstellung

_ Am a_, _ 1 _ 2
- flz)= (z—zo)m+'”+—(z—zo)1 +a,+a,(z—20) +a,(z—2)" +...
= Z an(z _Zo)n

fiir alle z # 2, in einer ganz in U enthaltenen Kreisscheibe um z,. Ist die Singularitét
von f bei z, weder hebbar noch ein Pol, so nennt man diese wesentlich und definiert
ord;(z,) := —00. Man kann sich iiberlegen, dass die Rechenregel aus Bemerkung 3.8
weiterhin Bestand hat (mit der Konvention ,,(—00) + 0o = 00*).

Aus der Analysis ist sicherlich die Standardiibungsaufgabe bekannt, fiir eine
beschrinkte Funktion f: R — R die Differenzierbarkeit von x — x2f (x) im Nullpunkt
nachzuweisen (siehe Abbildung 18). Im Komplexen hat diese einfache Uberlegung
wegen Korollar 3.3 eine erstaunliche Konsequenz:

Abbildung 18. Eine (sich vielleicht kompliziert verhaltende) Funktion
F:R — R mit |[F(x)| < cx? (fiir geeignetes ¢ > 0 und alle x aus
einer Umgebung von 0) ist stets in 0 differenzierbar und erfiillt dort
F'(0)=0.

Satz 3.15 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Es sei U € C offen, 2, € U und f: U \
{2,} — C holomorph und beschrdnkt. Dann ldsst sich f zu einer holomorphen Funktion
U — C fortsetzen:

U

Inkl.] Fortsetzung von f
U \ {Zo} T) (C

Beweis. Offensichtlich ist die Funktion

— 2
FilUsC, zes] @77 f(G) fallsz#z,
0 falls 2 = z.
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holomorph und lasst sich daher in einer Umgebung U’ € U von g, durch eine Potenz-
reihe darstellen:

X g X g
P =2 ey = e 3 ey

(Fir die letzte Gleichung beachte man F(z,) = 0 und F’(z,) = 0.) Die Potenzreihe
rechter Hand stellt nun aber (vgl. Definition von F) auf U’ \ {z,} die Funktion F
dar und ist auf ganz U’ holomorph. Durch f(z,) := F”(z,)/2 erhidlt man also die
gewiinschte holomorphe Fortsetzung von f in den Punkt z,. O
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(a) Unbeschriankt, also (b) Beschriankt, aber auch (c) Stetig fortsetzbar, aber
nicht stetig fortsetzbar. nicht stetig fortsetzbar. nicht differenzierbar.

Abbildung 19. Illustration dazu, wie eine reelle Version des Riemann-
schen Hebbarkeitssatzes (Satz 3.15) zum Scheitern verurteilt ist.

Bemerkung. Der Riemannsche Hebbarkeitssatz ist bemerkenswert! Man beachte,
dass man eine stetige Funktion f: U \ {2,}, die um 2, herum nicht beschrankt ist,
selbstverstandlich nicht mal stetig nach z, hin fortsetzen kann (fiir eine eindimensio-
nale Illustration hierzu, siehe Abbildung 19 (a)). Der Riemannsche Hebbarkeitssatz
besagt nun, dass diese trivialerweise notwendige Bedingung schon fiir holomorphe
Fortsetzbarkeit hinreicht. In der gewohnlichen reellen Analysis findet man hinge-
gen problemlos Gegenbeispiele fiir dieses Phdnomen (siehe Abbildung 19 (b) und
Abbildung 19 (c))

Satz 3.16 (Casorati-WeierstraB). Es sei U € C offen, z, € U und f: U \ {2y} —» C
holomorph. Die Singularitdt von f sei weder hebbar noch ein Pol (d.h. wesentlich). Dann
ist f(UNB(2y,€)\ {2,}) C C fiir jedes € > 0 dicht in C.

Beweis. Angenommen es gibe ein € > 0 derart, dass f(U N B(zy,€) \ {2,}) nicht
dicht in C liegt. Dann gibt es also eine offene Kreisscheibe B(w, §), die disjunkt zu
f(UNB(2zy,€) \ {20}) ist. Insbesondere ist die Funktion

1

h: UNB(z,€) \ {20} = C, z— F@)—w
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durch 6 beschrankt und deren Singularitét in z, daher dank Satz 3.15 hebbar. Fiir
m = ord,(z,) (Nullstellenordnung!) ist dann die Singularitit von

1
=)@ = =) (7 +v)
bei z, ebenfalls hebbar. Also ist die Singularitdt von f bei z, ein Pol (falls m > 0)
oder hebbar (falls m = 0). O

Die oben bereits benutzte Sprechweise (erst U betrachten, dann einen Punkt
ausnehmen und dann holomorphe Funktionen auf U ohne diese Punkte betrachten)
ist etwas mithsam. Ist U C C offen und & C U eine Menge von Punkten, die keinen
Haufungspunkt in U besitzt, so nennen wir eine holomorphe Funktion f: U\ & —
C, die in keinem Punkt z, € & eine wesentliche Singularitét besitzt, auch kurz
meromorph auf U. Oft sagen wir dann nur ,sei f eine auf U meromorphe Funktion®,
ohne eine Menge & C U von isolierten Singularitdten explizit auszuzeichnen.

Der Satz von Casorati-Weierstral® wirft die Frage auf, wie die Punktmengen ausse-
hen konnen, welche von den Werten einer holomorphen Funktion in der Umgebung
einer wesentlichen Singularitdt ausgelassen werden konnen; Der sogenannte ,,grofse
Satz von Picard — welchen wir hier nicht beweisen werden — besagt, dass diese
Ausnahmemengen entweder gar ganz leer oder einelementig sind:

Satz (GroBer Satz von Picard). Es sei U C C offen, 2, € U und f: U \ {z,} = C
holomorph mit wesentlicher Singularitdt bei z,. Dann gibt es ein w derart mit C \ {w} C

fUNB(zq,€) \ {2,}) fiir jedes € > 0.

Beispiel. Die Funktion C \ {0} — C, z — exp(1/z), besitzt eine wesentliche Singula-
ritdt bei 0 und lasst den Wert O aus.

Wenn es einen ,,grofsen“ Satz von Picard gibt, sollte es wohl auch einen , kleinen“
geben; Das ist in der Tat so:

Satz (Kleiner Satz von Picard). Jede ganze Funktion f: C — C, deren Bildgebiet
f(C) € C mehr als einen Wert ausldsst, ist konstant.

Man kann sich iiberlegen, dass der kleine Satz von Picard aus dem grof3en folgt.
Der kleine Satz von Picard ist wiederum offensichtlich eine deutliche Verscharfung des
Satzes von Liouville (Satz 3.5), wobei letzterer ja die Konstanz jeder beschrdnkten gan-
zen Funktion behauptet. Man beachte, dass Beschranktheit von f: C — C natiirlich
impliziert, dass f (C) in einer Kreisscheibe B(0, ) enthalten sein muss und f daher
keine der komplexen Zahlen in C \ B(0, r) als Wert annimmt, also gewissermaf3en
sehr viele Werte ausléasst.

Die oben besprochenen Satze von Picard lassen erahnen, dass meromorphe Funk-
tionen und deren Werteverteilung sehr starren GesetzméaRigkeiten unterworfen sind.
Die 1925 von R. Nevanlinna begriindete Nevanlinna-Theorie deckt derartige Ver-
bindungen zwischen dem Wachstumsverhalten von meromorphen Funktionen und
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deren Werteverteilung auf, aber fiir eine ndhere Betrachtung dieser fehlt uns hier
leider die Zeit.

3.8. Laurentreihen

Zum besseren Verstindnis von isolierten Singularititen ist es giinstig zunéchst
eine Art Potenzreihendarstellung herzuleiten. Wegen (3.3) und Satz 3.2 liegt die
Arbeit hier hochstens noch im Fall einer wesentlichen Singularitat.

Eine Reihe der Form
o0

Z an(z - Zo)n
n=—o00
heilt Laurentreihe und die Zahlen a, heil3en Laurentkoeffizienten. Die Teilreihen
—1

Z a,(z—2,)" und ian(z—zo)"
n=0

n=—oo
heifen Haupt- und Nebenteil der Laurentreihe. Eine Laurentreihe heil3t konvergent,
falls ihr Haupt- und Nebenteil beide(!) jeweils fiir sich betrachtet konvergieren. Analog
definiert man absolute und auch gleichmdf3ige Konvergenz fiir Laurentreihen. Wie
auch schon fiir Reihen {iblich, unterscheiden wir sprachlich fiir gew6hnlich nicht
zwischen einer formalen Laurentreihe (mit Koeffizientenfolge (a,),cz) und ihrem
Grenzwert, also der Summe der Grenzwerte von Haupt- und Nebenteil.

B N N N N N N NN NN NN
OSNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNY N NN NNNNNNNNN (Divergenz) D O O
NN NN NN NN NN 7727750 NN NN NN e NN\
ONNN NN NN NN NN NN N N N N N NN
ONUNANNNNNNNNNNNNN YL 2N N NNNNUNNNNUN NN NN Y
ONNANNNNNNNNNNNNNNY 5 ) 77ZAN NN NN NN NN NN NN NN N
ONNNNNNNNNNNNNNNTLO0 00 ONNNUN NN NNNNNN NN Y
NN NN NNNNNNNNNT777777/N NN N A 722772 NN NN NN NN NN NN
N R NN NONN NN NNNNNNNNNN
OUNANNNNNNNNNNNN\N L TR N NN NN N N N N N NN
ONNNN NN N NN NNNNNZZZZ NN N B NN FRRRAR R R R R R R R R RN
ONUNN NN NN NN 60" N NN NN NN NNNNNN N
OUNNNNNNNNNNNNNN Y NN NN NN NN NNNNNYN
B N N N N NN NN\ NN NN NN NNNNNN NN Y
AR N NN N NN NN AN NN
BN N N NN N N N N N N N N N N N N AN NN N NN
NN NN NN NN NN NN NONUN NN NN NN NN NN N
NN NN NN NN NN AN NN NN
AN NN NN ANONN NN NN NN N NN NN Y

Abbildung 20. Illustration zum Konvergenz- und Divergenzverhalten
einer Laurentreihe z — Z:i_oo a,(z —2,)" um den Entwicklungspunkt
2,. Der Hauptteil konvergiert fiir alle z mit |z| > r und fiir |z| < r. Der
Nebenteil konvergiert fiir alle z mit |z| < R und fiir |z| > R.

Der Nebenteil einer Laurentreihe konvergiert bekanntlich fiir alle z aus einer
geeigneten offenen Kreisscheibe um z, und divergiert fiir alle anderen z, die kein
Randpunkt der angesprochenen Kreisscheibe sind (siehe Abbildung 5 auf Seite 12).
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Bei dem Hauptteil handelt es sich um eine ,,Potenzreihe in der Variablen 1/(z —z,)“.
Diese konvergiert also fiir alle z € C aufSerhalb einer abgeschlossenen Kreisscheibe
um 2, und divergiert im (topologischen) Inneren jener Kreisscheibe (man betrachte
abermals Abbildung 5 aber denke sich Konvergenz- und Divergenzbereich vertauscht).
Laurentreihen konvergieren also auf Kreisringen

B(zy,,R) ={2€C:r<|z—z) <R}

(vgl. Abbildung 20), wobei wir etwaige Konvergenz auf den Randpunkten solcher
Ringe ignorieren wollen.

Lemma 3.17 (Cauchysche Integralformel fiir Laurentkoeffizienten). Eine holomorphe
Funktion f: B(z,,1,R) — C sei durch eine auf dem Kreisring B(z,,1,R) konvergente
Laurentreihe Z:i_oo a,(z —2,)" gegeben. Dann ist fiir jedes p € (r,R)

_ 1 f(z)
a

no i — n+l °
271 Jonz,0) (2 = 20)

wobei das Integral als Wegintegral iiber den positiv zu orientierenden Kreis 0 B(z,, 0)
zu verstehen ist (vgl. Satz 3.2).

Beweis. Da die f-definierende Laurentreihe auf jeder in B(z,, ,R) enthaltenen kom-
pakten Menge gleichméf3ig konvergiert, liefert Lemma 2.6 fiir jedes p € (r,R) die
Vertauschbarkeit von Integration und Summation in der folgenden Rechnung:

£(2) S a,
( _ )n+1 dZ = Z ( _ )n+1—k dZ
3B(z0,0) ¥ 20 8B(20,0) koo X 20

= a
k
= f n+1—k 2
k=—o0 J 3B(zp,0) (Z - ZO)

=...+0+2mia,+0+...=27ia,.

(Fir die letzte Zeile beachte man, dass jeder der Integranden fiir k # n eine Stamm-
funktion auf C \ {z,} besitzt; siehe Beispiel 2.4.) O

Nun zeigen wir, dass sich eine auf einer punktierten Kreisscheibe B(z,, 1) \ {2,}
holomorphe Funktion stets in eine auf dieser Kreisscheibe konvergente Laurentreihe
entwickeln lasst:

Satz 3.18 (Laurentreihenentwicklungssatz). Es sei f: B(zy,7) \ {2y} — C holomorph.
Dann gibt es eine Folge (a,),c; komplexer Zahlen derart, dass die Laurentreihe

Z an(z - Zo)n

n=—oo

fiir jedes z € B(zo, 1) \ {2} konvergiert und dort mit f(z) iibereinstimmt. Uberdies gibt
es genau eine derartige Reihe, denn die Laurentkoeffizienten a, geniigen der Formel aus
Lemma 3.17.
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Beweis. 0.B.d.A. sei z, = 0. Fiir € € (0,7/2) und { € B(2,, —€) \ B(z,, €) ist dann

(3.4) 2mi f(Q) = J f&) g, f LACOI.
d

dB(0,r—e) z— g B(0,¢) w— C

wie man sich durch Anwenden von Satz 2.14 und Satz 2.15 auf die drei offensichtli-
chen Teilwege in der folgenden Abbildung tiberlegt:

In der obigen Formel schreibe man unter Beachtung von |{/z| < 1 und |w/{| < 1 die
Integranden nun jeweils als

flz) _f=x) 1 fAY _~f@),,
2= z 1-(/z z Z(;) :Zznﬂg’

F)  f) 1 f (WY & f),
w—C ¢ 1wt ¢ mz(c) == 2, "

Vertauschen von Integration und Summation liefert nun, wie bereits im Beweis von
Satz 3.2, dass f({) fiir jedes { € B(z,,r — €) \ B(z,,€) durch eine Laurentreihe
gegeben ist. A-priori konnten die so gewonnenen Laurentkoeffizienten natiirlich von
dem gewdahlten e abhingen, da dies ja die Wege beeinflusst, iiber die integriert wird,
aber laut Lemma 3.17 ist dem nicht so. Durch € \ 0 folgt die Behauptung. O

Bemerkung (Laurententwicklung auf Kreisringen). Man kann auch allgemeiner jede
auf einem Kreisring

{zeC:r<|z—2z) <R}

holomorphe Funktion dort in eine konvergente Laurentreihe entwickeln. Der Beweis
lauft ganz analog, wobei man bei der Rechtfertigung des Analogons zu (3.4) etwas
vorsichtiger argumentieren muss, um konvexe Definitionsbereiche der Integranden
ausmachen zu konnen, wodurch ja erst die Anwendbarkeit von Satz 2.15 erreicht
wird: Im obigen Beweis hat eine Aufteilung mit drei Hilfswegen geniigt, aber mit
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(bei € N\ 0 zunehmend) mehr Hilfswegen kommt man auch bei Kreisringen zum Ziel:

Alternativ beruft man sich auf die spater noch zu besprechende Verallgemeinerung
der Cauchyschen Integralformel.

Wir betrachten zum Abschluss noch eine Anwendung von Laurentreihen (fiir eine
weitere, siche Aufgabe 7.1).

Beispiel 3.19. Zu einer ganzen Funktion g: C — C betrachten wir die holomorphe
Funktion f: C\ {0} — C, z — g(1/z) und wollen die Art der Singularitdt von f bei O
bestimmen. Es sei g(z) = Z:;O a,z™ die Potenzreihenentwicklung von g (welche
natiirlich fiir jedes z € C konvergiert). Dann erhalten wir durch Einsetzen von 1/z

fiir z die auf C\ {0} konvergente Laurentreihe

—0Q

D a st =g(1/2)=f(2)

n=0
fiir f um den Entwicklungspunkt 0. Wir unterscheiden drei Fille:

e Fall 1: f habe in O eine hebbare Singularitidt. Dann setzt sich g zu einer
ganzen Funktion fort und mittels Lemma 3.17 erhalten wir fiirn > 1

1 _
=5 g(z)(z—2,)"'dz=0
B(z,1)

a

dank des Cauchyschen Integralsatzes. Also ist g = (z — a,) konstant. Man
iiberlegt sich auch sofort, dass sogar die Umkehrung gilt: Ist g konstant, so
auch f und f hat also bei O eine hebbare Singularitét.

e Fall 2: f habe in 0 einen Pol der Ordnung —m < —1. Mit Blick auf (3.3)
(Achtung: veranderte Indizierung!) und der Eindeutigkeit der Laurentkoeffi-
zienten (siehe Satz 3.18) ergibt sich

a,#0, a,,1=0, a,,,=0, ...;

Also ist g ein Polynom vom Grad m > 1. Auch hier sieht man wieder sofort,
dass sogar die Umkehrung dieser Aussage gilt (denn ist g ein Polynom vom
Grad m, so erhilt man unmittelbar eine Darstellung der Form (3.3) fiir f).
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e Fall 3: f habe in O eine wesentliche Singularitit. Dieser Fall ist wegen
unseren Uberlegungen zu den ersten beiden Fillen offensichtlich dquivalent
dazu, dass die Koeffizienten a,, aus der Potenzreihenentwicklung von g fiir
unendlich viele m von 0 verschieden sind.

Beispiel. C\ {0} — C, z — exp(1/2), hat eine wesentliche Singularitit in 0.



KAPITEL 4

Analytische Fortsetzung

Ziel dieses Kapitels ist es, ein besseres Verstdndnis fiir den maximalen Definiti-
onsbereich einer bereits auf einer kleinen, offenen Menge bekannten holomorphen
Funktion zu gewinnen, und zu sehen, inwieweit dieses Problem eindeutig l6sbar ist,
oder jedenfalls etwaige Uneindeutigkeiten zu quantifizieren. Da die Fortsetzbarkeit
einer holomorphen Funktion und ,,das Wesen“ einer solchen Fortsetzung ganz klar
von der Funktion abhdngen wird, muss klar sein, dass die formulierten Ziele zu
allgemein sind, um hier umfassend und abschliefend gelost zu werden. Dennoch
wird sich uns hier fiir die konkreten Félle von Wurzelfunktionen und Logarithmen
ein recht befriedigendes Bild prasentieren. Als weiterfiihrende Referenzen mogen
vielleicht das Buch von Narasimhan [14] oder die (wirklich ausgezeichneten) Vorle-
sungsnotizen von Roe [16] dienen. Mehr Hintergrund zu hier noch zu entwickelnden
Uberlagerungstheorie findet man beispielsweise im Buch von Hatcher [8].

Als erste Motivation fiir die hier zu untersuchende Problemstellung betrachte
man Abbildung 21. Details hierzu werden im folgenden Abschnitt erlautert.

4.1. Die Garbe der Halme holomorpher Funktionskeime

Als ersten Schritt zur Betrachtung von Fortsetzungsproblemen, zerhacken wir ho-
lomorphe Funktionen gewissermallen in ihre ,infinitesimalen Bestandteile“, dhnlich
wie man ein Puzzle in seine Einzelteile zerlegt. Anschlieend beschiftigen wir uns
mit der Frage, wie die so erhaltenen Teile wieder zusammengefiigt (,,zusammenge-
puzzlet“) werden konnen.

Fiir eine offene Menge U bezeichne 5#(U) die C-Algebra’ aller auf vV holomorphen
Funktionen U — C. Wir definieren den Halm bei z € U als die Aquivalenzklasse

e, = h_r)n #(U)={(f,U): f: U— C holomorph,z€ U }/~,

U offen
zeU

wobei zwei Funktionselemente (f;,U,) und (f,, U,) als dquivalent (bei z) verstanden
werden sollen, in Zeichen:

(fl: U]) i (fza Uz),

!Eine C-Algebra ist ein C-Vektorraum, der zusatzlich die Struktur eines Rings (hier: kommutativ
und mit Eins) trégt und diese sich mit der Vektorraumstruktur vertragt. Leserinnen und Leser, die mit
diesem Konzept nicht allzu vertraut sind haben keinen grof3en Schaden darin gedanklich ,,C-Algebra“
durch ,Ring“ zu ersetzen.

63
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(@) a=-—mn/3, (b) a=0, (c) a=m/3, (d) a =2m1/3.

Abbildung 21. Illustration zu verschiedenen Moglichkeiten, die Qua-
drierungsabbildung p,: D — D, z — z2, (siche Abbildung 14) auf
diversen kleineren Definitionsbereichen U, umzukehren und so eine
Wurzelfunktion ,+/-: p,(U,) — U, zu erhalten. Gezeichnet ist jeweils
das Abbildungsverhalten von (p,|y, Y 'mit U, ={rexp(it)eD:re
0,1),a—mt<t<a}l.

falls es eine offene Menge V C U; N U, mit z € V und f;|, = f,|, gilt:

/
/
/
/
/

|\ rrrrrrss
XS ,
AN
N
/
[z

N rssss

Das obige Bild ist zur Verdeutlichung der Definition von Aquivalenz von Funkti-
onselementen sicher geeignet, aber doch etwas unbefriedigend, da Ubereinstimmung
auf einer Kreisscheibe um z, (wie im obigen Bild) dank des Identitédtssatzes (Satz 3.7)
a-fortiori schon Ubereinstimmung auf der in der Zeichnung offensichtlich zusammen-
hingenden Schnittmenge U; N U, liefert. Spannender wird die Situation, wenn die
Schnittmenge U, N U, aus mehreren Zusammenhangskomponenten besteht und wir
wollen dies noch anhand zweier (in ihrer Substanz identischen) Beispiele illustrieren.
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Beispiel (Quadratwurzel). Die Wurzelfunktionen , 54/~ und ,, 34/~ aus Abbildung 21 (c)
respektive Abbildung 21 (d) haben als Definitionsbereich jeweils eine geschlitzte
Einheitskreisscheibe. Der Schnitt der zugehorigen Definitionsbereiche zerfallt in zwei
Zusammenhangskomponenten:

Ubereinstimmungsbereich
von ;34/- und 93¢/

Hier verhalten sich die beiden
Funktionen verschieden (siehe links).

Beispiel (Logarithmus). Wir betrachten f; und f, als die Umkehrfunktionen der
Exponentialfunktion eingeschrankt auf die im Folgenden skizzierten Bereiche:

A

expl

1|5 Umkehrfunktion f,

Y

expl

Umbkehrfunktion f;

Der Schnitt U; N U, der Definitionsbereiche U; und U, von f; und f, besteht aus
zwei Zusammenhangskomponenten V U V’; f; und f, stimmen auf V iiberein, aber
nicht auf V',

Elemente des Halmes ., bezeichnet man Funktionskeime bei z. Wir notieren die-
se oft in der Form [(f, U)];, was gleich einen Représentanten (f, U) der zugehorigen
Aquivalenzklasse (beziiglich ~) angibt.

Beispiel. In der Situation des obigen Beispiels gilt

[(f1, U] = [(f2,Us)],,  aber  [(f1, Ul # [(f2, Us) -
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Der Punkt gz lasst sich aus einem Keim [(f,U)], € #, reproduzieren:

z}= (] U

(fo,Uo)el(f,U)]

und damit auch aus dem Halm selbst:

= (] U

[((f, U] €5,
(fo,Uo)el(f,U)],
Man iiberlegt sich leicht, dass fiir jeden Keim [(f,U)], die Punktauswertung f(z)
nicht von der Wahl des diesen reprisentierenden Funktionselements (f, U) abhéangt,
denn je zwei Reprasentanten des Keims stimmen ja (definitionsgeméaf3!) auf einer
offenen Menge V, die z enthilt, {iberein. Ferner kann man sich auch iiberlegen, dass
€, durch

[, D)+, V)] = [ = f(O)+g(0),UnV)],

und dhnlich definierte Multiplikation und C-Skalarmultiplikation zu einer C-Algebra
wird.

Mit demselben Argument von oben (zur Punktauswertung) sieht man, dass sogar
alle Ableitungen f (W(z) bei z unabhingig von der Reprisentantenwahl ist. Zusammen
mit der Potenzreihendarstellung holomorpher Funktionen (Satz 3.2) sieht man, dass
der Halm bei z in Wahrheit ein recht konkretes Objekt ist: Bei der Abbildung

6, — {Potenzreihen in { um z mit pos. Konvergenzradius},

f(”)'(z)(g —z)" (Variable = ()

n:

(4.1)

[(f, )], — >,
n=0

handelt es sich um einen Isomorphismus von C-Algebren.
Wir definieren nun den étalé-Raum (espace étalé, Franzosisch fiir ,ausgebreiteter
Raum®) als die disjunkte Vereinigung aller Halme auf U:

L.

z€C
Wir erhalten somit eine Abbildung m derart, dass fiir jedes z € C das folgende
Diagramm kommutiert:

U 3@ Inkl. 3@

zeC
P
C Inkl. ().

(Die Abbildung m arbeitet so: Jedes Element des étalé-Raumes ist Element von 2,

fiir ein eindeutig bestimmtes z € C und auf dieses z wird jenes Element von 7
abgebildet.)
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Wir stellen uns den étalé-Raum als eine ,,Garbe*“?

der Punkte z € C gebiindelt sind:

5
zeC
ﬂ
C:

Eindimensional hat man dabei ggf. das folgende Bild im Kopf:

von Halmen vor, die oberhalb

| e

(Man behalte allerdings — mit Blick auf (4.1) — im Hinterkopf, dass jeder hier
gezeichnete Halm natiirlich eine ,sehr grol3e“ Menge darstellt und dieses Bild also
viel Information in wenig Platz driickt.)

Jede holomorphe Funktion f: C — C induziert eine Abbildung

(4.2) sp:C— )4, 2 —I[(f,0),

zeC

und diese erfiillt 7 os; = id¢, bzw. visualisiert anhand eines kommutativen Dia-

gramms:
O
zeC
N
ide
C C.

2In der Landwirtschaft ist eine ,Garbe“ ein Biidel aus Getreidehalmen. In der Mathematik gibt
es auch den Begriff einer Garbe und die Namensgebung ist genau an die hier gezeichneten Bilder
angelehnt, doch handelt es sich bei dem étalé-Raum streng genommen nicht um eine Garbe. (Beide
Konzepte sind allerdings sehr eng miteinander verwandt.)
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Man nennt s, auch einen Schnitt von . (Etwas unprézise bezeichnet man f auch
als Schnitt des étalé-Raumes.) Dabei hat man das folgende Bild im Kopf:

CEZ HHH Keim s (z)

zeC ‘

l 1o

C:

Der Begriff ,Schnitt“ ist ganz allgemein definiert. Ist

E
C C

ein kommutatives Diagramm von Mengen, so bezeichnet man o als Schnitt von @.
Sind C und E sogar topologische Raume und @ stetig, so stellt man, sofern nicht
explizit Gegenteiliges gesagt wird, noch die Zusatzvoraussetzung, dass o ebenfalls
stetig sein moge, um Schnitt genannt werden zu diirfen. Ganz dhnlich verhélt es sich
mit anderen , Kategorien“ (z.B. Gruppen mit Gruppenhomomorphismen, differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten mit differenzierbaren Abbildungen, Vektorraumen mit
linearen Abbildungen etc.).

Als néchstes beschéftigen wir uns mit holomorphen Funktion f: U — C, die nur
auf einer offenen Teilmenge U der komplexen Zahlen, aber nicht notwendigerweise
auf ganz C definiert sind. Analog zu (4.2) erhélt man eine Abbildung

sprU—> U — [(f,C)],,

zeC

aber nur das kommutative Diagramm

/Zec \

idely
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(Man beachte die Definitionsbereiche!) Man stellt sich die Situation wie folgt vor:

zeC
l T
C: € 3
N
U

Aus offensichtlichen Griinden bezeichnet man Sy auch einen lokalen Schnitt von 7
(iiber U). Lokale Schnitte von 7t iber C nennen wir auch globale Schnitte. (Schnitte
s¢ zu holomorphem f: C — C nennt man dementsprechend auch gerne globale
Schnitte.)

Wir fithren nun eine Topologie auf dem étalé-Raum ein. Als Subbasis von offenen
Mengen wahlen wir die Gesamtheit aller Mengen

N, U)={[(f,U)]),:2€U}

fiir alle offenen Mengen U C C und f € #(U). Fiir eine beliebige weitere holomorphe
Funktion g: V — C (mit V C C offen) ist das Urbild

s,/ (IN(f, U ={zeUnV:[(g, V). =[(f,U)].}

offen in C, denn zu jedem Punkt z € U NV mit [(g, V)], = [(f,U)], wird eben jede
Gleichung auch fiir alle Punkte 2 in der gesamten Zusammenhangskomponente von z
in UNV erfiillt (Satz 3.7). Da die Mengen N(f,U) eine Subbasis der Topologie auf
\),ec 7, bilden, folgt hiermit, dass s,: V — (-], 7, stetig ist.

zeC

Satz 4.1. Es sei X = -], 5%, der étalé-Raum mit der soeben eingefiihrten Topologie
und m: X — C die bekannte Projektion. Dann gilt:

(1) Jeder stetige Schnitt s: U — Uze(C‘%f; iiber offenem U C C kommt von einer
holomorphen Funktion, d.h. fiir jedes solche s gibt es ein f € #(U) mit s = s;.

(2) Die auf X eingefiihrte Topologie ist die feinste® Topologie derart, dass alle lokalen
Schnitte s;: U — X fiir alle offenen Mengen U C C und alle holomorphen
Funktionen f € 5 (U) stetig sind.

(3) X ist ein Hausdorff-Raum (d.h. fiir je zwei verschiedene Punkte x,,x, € X
gibt es offene Umgebungen U, > x; und U, 3 x, mit U; N U, = ().

3Eine Topologie 7 auf einem Raum heil3t bekanntlich feiner als eine andere Topologie & auf
demselben Raum, falls 7 2 J’ gilt, d.h. falls es beziiglich 7 mehr offenen Mengen gibt. Da fiir
Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen gefordert wird, dass das Urbild
jeder offenen Menge von Y offen in X ist, ist die Stetigkeitsforderung umso anspruchsvoller, desto
mehr offene Mengen in Y existieren.
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(4) m ist ein lokaler Homoomorphismus (d.h. um jeden Punkt x € X gibt es eine
offene Umgebung U > x derart, dass n(U) offen ist und n|,: U — n(U) ein
Homoomorphismus ist).

Beweis. Die Details seien den Leserinnen und Lesern zur Ubung iiberlassen (Aufga-
be 7.3). O

Die nachste Abbildung illustriert, was man sich als unstetigen globalen Schnitt

vorstellen konnte:*
U JE,:

z€eC

l Ts

C:

4.2. Analytische Fortsetzung (abstrakt)

4.2.1. In Richtung Riemannsche Fldchen. Wir stellen uns nun dem Problem
einen lokalen Schnitt s, {iber U zu einem lokalen Schnitt iiber einer grof3eren offenen
Menge V 2 U von C fortsetzen zu wollen:

U%: ’

zeC
(4.3) " Tsf
C: & ¢ =)
%/—/
U
1%

Gemadl} (1) ist die Angabe einer stetigen Fortsetzung s: V — C des Schnittes s;: U —
C,

*Erneut sei darauf hingewiesen, dass derartige Bilder nicht zu ernst genommen werden diirfen.
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(kommutiert), dquivalent dazu, eine stetige Fortsetzung g von f zu geben:

1%
(4.4) Inkl.] S8

\\N
U—C.

f

(In dieser Situation gilt dann s = Sg fur den Schnitt s von oben.)

Sei nun U C C ein Gebiet. Fiir einen fixierten Keim %, = [(f,U)],, € (),cc 74
betrachten wir nun dessen Zusammenhangskomponente %, im étalé-Raum. Man
iiberlegt sich leicht, dass diese unabhingig von der Wahl von z, € U ist und so-
gar wegzusammenhéngend ist (vgl. Aufgabe T1.1). Wir haben dann das folgende
kommutative Diagramm:

(4.5) 5f] \(fll U1l —fi(z1)

U—)(C

Hierbei &rgert einen vielleicht, dass %, selbst keine Teilmenge von C ist. Durch
Anwendung von 7 erhélt man daraus eine solche:

[(prl)]zl —f1(z1)

Man wiirde nun gerne eine Fortsetzung von s, (und damit von f) erhalten, indem
man hierin die Abbildung 7|, ’ umkehrt.

Wie wir bereits anhand des Logarithmus gesehen hatten, kann hierbei allerdings
das Problem auftreten, dass man zwar um jeden Halm herum fortsetzen kann, aber
bei weiterer Fortsetzung Mehrdeutigkeit entsteht:

U FE,: 'ﬁﬂ [(Log+2mi, U)],
zeC i [(Log,U)];

n(g 6')/
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Die obige Abbildung veranschaulicht abermals, dass es auf C \ {0} keinen global
definierten Logarithmus gibt (siehe Korollar 2.5): Der zugehorige Schnitt miisste
einem Punkt z € C\ {0} gleichzeitig alle Funktionskeime [(Log +2mik,U)], mitk € Z
und geeigneter offenen Umgebung U zuordnen.” Man kann diesen Defekt auch so
verstehen, dass C \ {0} ,,zu wenige“ Punkte besitzt, um als Definitionsbereich des
Logarithmus fungieren zu kénnen: Uber einem z liegen (beziiglich 7r) mehrere Keime,
die gleichberechtigten Anspruch darauf haben ,Wert“ des Logarithmus an diesem
Punkt sein. Bernhard Riemann hatte nun die geniale Idee nicht die Punkte z € C\ {0}
als Definitionsbereich zu betrachten, sondern gleich alle iiber diesen liegenden Keime
in %Z;. Diesem furchtlosen Schopfungsdrang entspringt dann unmittelbar die Idee
einer Riemannschen Fldche, also einer (C-)eindimensionalen® komplexen Mannigfal-
tigkeit, die durch die auf die eingeschrinkte Abbildung 7t zu einer Uberlagerung von
C \ {0} wird. (Ahnliche Aussagen gelten auch fiir andere holomorphe Funktionen als
blol$ den Logarithmus.) In Analogie zu (4.4) (vgl. (4.5)) entschlie3t man sich somit
R als Vergroflerung des Definitionsbereichs von f und [(f;, U;)],, — fi(z;) als die
zugehorige Fortsetzung von f anzusehen.

In dieser Vorlesung sei dies im Wesentlichen auch alles, was zu Riemannschen
Flachen gesagt werden soll und uns soll die vage Einsicht gentigen, dass das globale
Verstdndnis mancher interessanter Funktion so in natiirlicher Weise aus der Topologie
von C hinaus auf kompliziertere Objekte fithrt. Wir beschaftigen uns im Folgenden
damit, wie weit wir unser Fortsetzungsproblem l6sen konnen, ohne das Flachland
der komplexen Zahlen verlassen zu miissen.

4.2.2. Fortsetzung entlang eines Weges. Wir umgehen die oben diskutierte
Problematik zur fehlenden Injektivitat von 7|, . nun auf eine andere Weise. Hierfiir
entschliel$en wir uns grundlegend bescheidener zu sein und wollen ein gegebenes
f: U — C auf einem Gebiet U € C nunmehr blofd noch auf ein groBeres Gebiet X 2 U
fortsetzen. Dabei denken wir uns X ggf. zwar als , deutlich grof3er” als U, aber nicht
mehr als das ,,grol3tmogliche” Gebiet, auf dem f eigentlich ,leben mochte®. (Letzteres
ware ja, wie oben diskutiert, eher eine Riemannsche Flache und im Ganzen nicht
unbedingt eine Teilmenge von C.)

Es sei y: [0,1] — C ein Weg mit y(0) = 2, und y(1) = z,. Wir sagen 2, =
[(f1,U1)],, entstehe aus %, = [(f,U)],, durch analytische Fortsetzung entlang 7,
falls es eine Hochhebung 7 von 7 begziiglich = mit 7(0) = Z, und ¥(1) = 2, gibt.
Unter einer derartigen Hochhebung verstehen wir einen Weg ¥: [0,1] — (), 74,

SGanz korrekt sollte man hier wegen des Definitionsbereichs von Log: C \ R,y — C den Fall
z € R, gesondert behandeln, aber zur Vereinfachung der Sprache sei darauf nur in dieser Ful3note
eingegangen.

6Wegen C = R? (als R-Vektorrdume) sieht das ganze im Reellen aber zweidimensional aus. —
Darum der Begriff ,Flache.“
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der das folgende Diagramm kommutativ macht:

OEZ

) zeC
7
/ l”
[0,1] —— C.

Bei der Betrachtung von Hochhebungen haben wir in der Regel ein Bild wie in
Abbildung 22 im Kopf.

E>_<:z

Projektion 1

Abbildung 22. Tllustration zur Hochhebung eines Weges y: [0,1] —» X
beziiglich einer Projektion 7t: X — X. Achtung: das hierdurch gestiftete
Diagramm ist nicht kommutativ, da ¥, und ¥, nicht tibereinstimmen,
wird aber kommutativ, sobald man einen der beiden Wege 7, entfernt.

Wir wollen im Folgenden nun zu fixiertem %, = [(f,U)],, € Uzec €, nur die
Teilmenge X von Punkten von % betrachten, welche sich durch analytische Fortset-
zung aus [(f,U)],, entlang von Wegen y erhalten lassen, wobei wir die zusétzliche
Forderung treffen wollen, nur Wege y zuzulassen, deren Spur ganz in X 2 U verlauft
(X C C ein Gebiet). Man kann sich {iberlegen, dass diese Menge X stets offen ist,
sofern X C C offen ist. (Vgl. Aufgabe 8.4 (a), wo dies fiir einen Spezialfall formuliert
ist; der dort in der Losung gegebene Beweis ist allerdings allgemeingiiltig.) Wir haben
nun das folgende Programm vor Augen:

(1) Untersuche Bedingungen an X, unter denen man sicherstellen kann, dass
analytische Fortsetzung von 2, entlang von Wegen mit Spur in X — sofern
Sie denn tiberhaupt durchfiihrbar ist — nur von den Endpunkten von y
abhéangt.
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In dieser Situation kann man dann fiir jedes z; € X durch g(z,) := f;(2;)
eine Fortsetzung von f auf X definieren. Hier entstehe [(f;,U;)],, durch
analytische Fortsetzung von 2, entlang eines beliebigen Weges mit Spur in X,
der z, mit ; verbindet. Man kann sich dann iiberlegen, dass g(z,) = f1(2,)
fiir alle 2z, € U, gilt und das so erhaltene g tatsdchlich (wie gewiinscht)
holomorph ist. (Vgl. das Argument aus dem Beweis von Aufgabe 7.3 (a).)

(2) Gebe Kriterien dafiir an, wann analytische Fortsetzung in der Form, wie sie
fiir die Durchfiihrung des ersten Programmpunktes benotigt wird, moglich
1st.

Wir widmen uns im Folgenden zunéchst dem ersten Programmpunkt und untersuchen
den zweiten Punkt dann getrennt. Die Abschnitte § 4.3 und § 4.4 sind hierbei dem
ersten Programmpunkt gewidmet, wahrend wir in § 4.5 den Zweiten behandeln.
In § 4.6 besprechen wir Anwendungen der entwickelten Theorie.

4.3. Hochheben von Wegen

Bemerkung. In diesem Abschnitt fehlen diverse Bilder, deren Abwesenheit die Be-
weise sehr trocken wirken ldsst. Man beachte darum insbesondere die Vorlesungsauf-
zeichnungen und die darin an die Tafel gemalten Abbildungen.

Wie schon im vorherigen Abschnitt angekiindigt, wollen wir nun den komplizier-
ten étalé-Raum studieren, indem wir diesen durch das Hochheben von Wegen aus
der besser verstandenen komplexen Zahlenebene C untersuchen. Dies entspricht
gewissermalfden einem , Abtasten“ des étalé-Raumes mittels ,,1-dimensionaler Proben®.
Wohin diese Proben zu reichen vermogen ist eine Frage, die wir, wie schon erwahnt,
bis § 4.5 zurtickstellen. Unser erstes Ergebnis ist, dass der Weg in C zusammen mit
einem Startpunkt fiir unseren , Taster” bereits dessen Pfad eindeutig festlegt:

Lemma 4.2 (Eindeutigkeit von Hochhebungen). Es sei m: X — X ein lokaler Ho-
méomorphismus zwischen Hausdorffrdumen X und X. Y sei ein zusammenhdngender
topologischer Raum und y: Y — X sei stetig. Ferner seien ¥, und ¥, zwei Hochhebungen
von v, d.h. beide Diagramme

T

X
Tk l
Yy — > X, (k=12)

mdgen kommutieren.” Falls dann aufSerdem ¥, und ¥, an irgendeinem Punkt y, € Y
iibereinstimmen, so gilt iiberhaupt schon 7, = ¥,.

Beweis. Wir betrachten die Ubereinstimmungsmenge
e={yeY ::(y)="7.(y)} Y.

“Natiirlich sollen 7, und ¥, auch stetig sein. Derartige offensichtliche Annahmen werden im
Folgenden oft stillschweigend angenommen.
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Nach Voraussetzung ist & > y, nicht leer. Wir zeigen im Folgenden, dass & abge-
schlossen und offen ist. Da Y zusammenhingend ist, muss dann & =Y gelten und
wir sind fertig.

Zur Abgeschlossenheit von &: Wir behaupten, dass

&= (1 x7)7(A)

als Urbild der abgeschlossenen Menge A = {(%,%) : ¥ € X } € X xX unter der stetigen
Abbildung 7, x 7,: ¥ = X x X, y = (71(¥), 7.(¥)), selbst abgeschlossen ist. Hierbei
steht wohl hochstens die Abgeschlossenheit von A in Frage. (Siehe Abbildung 23.)
Diese folgt aber daraus, dass X ein Hausdorffraum ist. Ist nimlich A 7& X, so gibt
es ja zu jeden Punkt® (%,,%,) € XxX\A Umgebungen offene U,,0, € X von
%, respektive %, mit U, N U, = @. Dann ist aber U, x U, eine offene Umgebung
von (X,,X,), welche A nicht schneidet (denn ein solcher Schnittpunkt wiirde ein
Gegenbeispiel zur Disjunktheit von U; und U, liefern). Also ist X \ A offen und A
daher abgeschlossen.’

Zur Offenheit von &: Sei y € & beliebig. Wir schreiben X := ,(y) (was nach
Wahl von y auch gleich f,(y) ist). Wir wihlen U C X als offene Umgebung von %
mit 1(U) C X offen derart, dass 7|g: U — n(U) ein Homéomorphismus ist. (Dies ist
moglich, da 7 laut Voraussetzung ein lokaler Homéomorphismus ist.) Da ¥, (k =1,2)
stetig ist, gibt es eine offene Umgebung V C Y um y mit §,(V) € U (fiir beide k
gleichzeitig). Nun gilt allerdings

TtlgoTalv = rlv = mtlg o Falv-
Weil 1t|; injektiv ist, folgt hieraus ¥,|, = 7,|, und also V C &. Also ist & offen. [J

Wir wollen nun studieren, wie sich Hochhebungen unter stetigem Wechsel der
hochgehobenen Wege verhalten. Hierzu brauchen wir erneut ein wenig Sprechweise.
Eine stetige Abbildung H: [a,b] x [0,1] — X in einen topologischen Raum soll
freie Homotopie von Wegen heif3en (siehe Abbildung 24). Wir schreiben dann oft
v, := (t — H(t,s)) fiir die zugehorigen Wege an der Stelle s € [0, 1]. Ohne den Zusatz
Jfrei” fordern wir noch zusatzlich Folgendes:

e s — H(a,s) ist konstant,
e s+— H(b,s) ist konstant.

(D.h. die Endpunkte der Wege y, werden von H fixiert.)

Bemerkung. Der hier eingefiihrte Homotopie-Begriff ist keineswegs der Allgemeinste,
der in der Topologie auftritt. Fiir unsere Zwecke gentigt allerdings diese bodenstan-
dige Variante, die man im allgemeineren Kontext oft auch als ,relative Homotopie“
bezeichnet.

8Falls es {iberhaupt gar keinen solchen Punkt gibt, also A mit X x X {ibereinstimmt, so ist A
selbstverstandlich schon trivialerweise abgeschlossen (und sogar auch offen).

Tatsichlich liefert die Abgeschlossenheit der Diagonale A eine Charakterisierung der Hausdorffei-
genschaft: Ein topologischer Raum X ist genau dann ein Hausdorffraum wenn { (¥, %) : ¥ € X} C X xX
abgeschlossen ist.
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Abbildung 23. Illustration zum Beweis, dass fiir einen Hausdorffraum
X die Diagonale A C X x X stets abgeschlossen ist. Man zeigt hierzu,
dass ihr Komplement in X x X offen ist. Zu jedem Punkt (¥, %,) ¢ A
findet man namlich trennende Umgebungen von X; und X, in X und
deren kartesisches Produkt ist dann eine offene Umgebung von (X, X,)
in X x X, welche die Diagonale nicht schneidet.

In der obigen Notation sagen wir auch H sei eine Homotopie zwischen r, und
r1. Umgekehrt betrachtet, beginnend mit zwei Wegen v,,7;: [a, b] — X, nennt man
diese homotop (in X), falls es eine Homotopie H: [a, b]x[0,1] — X zwischen diesen
gibt. Man iiberlegt sich leicht, dass Homotopie eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Wege [a, b] — X stiftet.

Beispiel. Der Kreisweg v,: [0,1] — C, t — exp(2rit) ist in C homotop zum konstan-
ten Weg v,: [0,1] — {1}; Eine geeignete Homotopie H ist beispielsweise durch

(46) H: [031] X [071] —)C7 (t,S) *—)(1_5)'}’0(1')+SY0(0)
gegeben;'? siehe Abbildung 25 (a).

10Aufmerksame Leserinnen und Leser erkennen hier natiirliche eine Konvexkombination von ¥,
und y;, welche sich wegen der Konvexitidt von C anbietet.
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(a,1) (b,1) 71

-|--|--|>
-|--|--|>
-|--|--|>
-|--|--|>

@y 50 Yo

X y

Abbildung 24. Zeichnung einer Homotopie. Man beachte, dass die
Endpunkte hier fixiert werden. Bei einer freien Homotopie stellen wir
diese Forderung nicht.
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(@) In C ist jeder geschlossene Weg (b) In C \ B(0,1/4) scheint dies nicht
homotop zu einem konstanten Weg.  der Fall zu sein.

Abbildung 25. Illustration zum Begriff des einfachen Zusammen-
hangs.

Bemerkung. Bei den Wegen 7, und vy, aus dem vorherigen Beispiel ist hingegen nicht
klar, ob diese in C \ {0} oder gar C \ B(0, 1/4) homotop sind; siehe Abbildung 25 (b).
Tatsdchlich sind jene beiden Wege in dieser Situation nicht homotop; Dass dies in
der Tat so ist, werden wir noch spéter sehen (Korollar 4.14).

Ein wegzusammenhéngender topologischer Raum X heil3t einfach zusammen-
hdngend, falls in diesem jeder geschlossene Weg v,: [0,1] — X homotop zum
konstanten Weg [0,1] — {y,(0)} ist. Solche Wege nennt man auch nullhomotop.
(Diese Sprechweise klart sich noch, wenn wir von der Fundamentalgruppe von X
sprechen werden.)

Bemerkung. Sei U C C offen und konvex. Dann ist U einfach zusammenhéangend,
wie man mittels der Homotopie aus (4.6) einsehen kann. Allgemeiner kann man auch
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leicht sehen, dass jede sternformige offene Menge U C C einfach zusammenhéangend
ist. (Man baue zu gegebenem geschlossenen Weg y,: [0,1] — U eine Homotopie H,
welche zunéchst am Anfang und Ende von y einen geradlinigen Weg bis zu einem
Sternpunkt wachsen lasst [bei wachsendem Parameter s, welcher die Schar von
Wegen y, parametrisiert], dann denn urspriinglichen Teil von v, auf den gewahlten
Sternpunkt zusammenzieht [vgl. (4.6)] und anschliefend den {ibriggebliebenen
Verbindungsweg zum Sternpunkt wieder einzieht. Fiir die Untermalung dieser Uber-
legung durch Skizzen sei auf die Vorlesungsaufzeichnung verwiesen.)

Nun untersuchen wir, wie es sich mit der Hochhebung von Homotopien verhalt.

Proposition 4.3 (Hochhebung von Homotopien). Sei t: X — X ein lokaler Homdo-
morphismus zwischen Hausdorffrdumen. Es seien y,,v,: [0,1] — X zwei Wege und
H:[0,1] % [0,1] — X eine freie Homotopie zwischen diesen. Ferner sei angenommen,
dass sich jeder Weg v, = (t — H(t,s)) zu einem Weg ¥,: [0,1] — X hochheben Idsst.
(1) Falls s — 7,(0) stetig ist, so ist bereits H: [0,1] x [0,1] — X, (t,s) — 7,(t)
stetig, also eine freie Homotopie.
(2) Sei H nun eine Homotopie'' und s — 7,(0) sei konstant. Dann ist auch
s — 7,(1) konstant, d.h. bei H handelt es sich auch um eine Homotopie.

->.<:z

lProjektion T

[0,1]x[0,1]

Abbildung 26. Illustration zur Hochhebung von (freien) Homotopien
wie in Proposition 4.3.

Beweis. Die Fragestellung der Proposition wird in Abbildung 26 verdeutlicht.

Wir beweisen zunéchst (2) unter Annahme von (1) und kiitmmern uns im Anschluss
um den Beweis von (1). Da s — ¥,(0) nach Voraussetzung konstant ist, handelt es
sich hierbei insbesondere um eine stetige Abbildung und wir kénnen (1) anwenden.
Also ist auch s — §,(1) stetig. Hierbei handelt es sich aber um eine Hochhebung

11Es sei daran erinnert, dass dies bedeutet, dass s — v,(0) und s — y,(1) jeweils konstant sein
sollen.
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der konstanten Abbildung s — y,(1). Eine weitere solche Hochhebung ist natiirlich
durch die konstante Abbildung s — ,(1) gegeben und diese stimmt mit der zuvor
genannten Hochhebung bei s = 0 iiberein. Lemma 4.2 liefert nun, dass s — 7,(1)
konstant ist.

Nun zum Beweis von (1). Wir fixieren s, € [0, 1] und wollen einsehen, dass H
eingeschréinkt auf einen Schlauch [0,1] x S mit

4.7) S:=[0,1]N(sg— 05,50+ )

stetig ist, wobei & > 0 spater noch gleich gewahlt wird. (Das reicht offensichtlich
zum Beweis der Behauptung.)

Mittels Stetigkeit von ¥, , Kompaktheit von [0, 1] und der Tatsache, dass 7 ein
lokaler Hom6omorphismus ist, findet man eine Zerlegung

O=ty<t;<...<ty=1

von [0,1] und offene Mengen U,, U, ..., Uy € X mit folgenden Eigenschaften (fiir
n=0,1,...,N—1):

e U, :=n(U,) ist offen in X,
e 1, := 7|y : U, = U, ist ein Homéomorphismus,
hd ?so([tnz tn+1]) g Un'

Wir geben nun einige Details zu dieser Konstruktion. Zu jedem Punkt t € [0,1]
wihle, da 7 ein lokaler Homdomorphismus ist, eine offene Umgebung U C X, die
von m homdomorph auf () abgebildet wird. Nun ist }75_01(0 ) eine offene Umgebung
von t und enthilt also ein Intervall um t mit nichtverschwindender Lénge. Die
zugehorigen offenen Intervalle {iberdecken [0, 1] und vermoge Kompaktheit kann
man eine endliche Teiliiberdeckung aussondern. Die zugehorigen endlich vielen t’s
wdahle man dann als t,..., ty. Indem man die Intervalle mit denen man Uberdeckt
von vorneherein etwas verkleinert, kann man auch einrichten, dass f,, sogar noch
eine groRere offene Umgebung dieser Intervalle nach U abbildet; Dieser kleine
Kunstgriff ist weiter unten niitzlich, um sagen zu diirfen, dass (4.8) sogar noch
auf einer geringfiigig grolleren Menge gilt, sodass wir keine Stetigkeitsfragen an
Endpunkten offen lassen.

Wir wollen nun zeigen, dass unsere Homéomorphismen nicht blof v, zu ¥,
hochheben, sondern dies auch fiir y, und ¥, tun, wenn s, nahe bei s liegt (vgl. (4.8)
weiter unten). Ein wichtiges Element unserer Argumente wird es sein, die bereits
bekannte Stetigkeit von H zusammen mit geschickter Anwendung von Lemma 4.2
,nach oben“ zu Stetigkeitsinformation iiber H zu transportieren. Wir schaffen uns
dazu zunichst auf der Ebene von X etwas Maneuvrierraum. Da H: [0,1]x[0,1] = X
stetig ist und [¢,, t,,; ] kompakt ist, gibt es nun ein & > 0 mit

vs(t)=H(t,s) € U,



80 4. ANALYTISCHE FORTSETZUNG

firallen=0,1,...,N—1und alle (t,s) € [t,, t,.1] xS, mit S wie in (4.7). Wir zeigen
nun induktiv fir n =0, 1,...,N — 1 folgende Aussage:

(4.8) 7,()=(m; oy )(t) (also H(t,s) = (H(t,s)))

fir alle (t,s) € [t,, t,41]NS. Der Beweis zeigt sogar noch mehr, ndmlich, dass man
hier t, ., im Falle t,,; <1 jeweils noch etwas vergroern kann, womit die Stetigkeit
an den Endpunkten ebenfalls unproblematisch ist. Daraus ergibt sich dann offenbar
die Behauptung.

Fiir den Induktionsanfang sei n = 0. Fixiere s € S. Beide Wege |, .,; und
7'561 © ¥;l¢,,¢,1 Sind Hochhebungen von v, ,,; und stimmen fiir t = 0 (= t) {iberein,
wie wir gleich noch zeigen werden. Wegen der Eindeutigkeit von Hochhebungen,
Lemma 4.2, gilt dann

Ysl[to,tl] = 7581 ° Ysl[to,tl]:
wie gewiinscht. Nun zum Beweis von ;" 0y,(0) = 7,(0). Die Gleichung gilt jedenfalls
nach Konstruktion von 7,, wenn man s durch s, ersetzt. Nun ist allerdings o — ¥,(0)
nach Voraussetzung stetig und damit eine Hochhebung von o — y,(0), genau wie
o — ;" 0y,(0). Da beide bei s, libereinstimmen, tun sie dies gem4® Lemma 4.2
auch bei s.

Fir den Induktionsschritt sei (4.8) bereits fiir n ersetzt durch n — 1 bewiesen.
Fiir s € S sind abermals ¥, , ;und mlo Ysle, .., Hochhebungen von v [, .
und aus Lemma 4.2 folgt sogleich (4.8), sofern wir denn wiissten, dass diese beiden
Hochhebungen wenigstens an einem Punkt {ibereinstimmten. Mit der Induktionsvor-
aussetzung ergibt sich jedenfalls

(4.9) 7:(tn) =m0 o 7,(t,)
fiir alle s € S. Speziell fiir s = s, erhalten wir hieraus
oty o 1s(t) = T(t,) = 7.t o (),

da ja ¥, (t,) ein Element von U,_, N U, ist. Nun sind aber s — (7.}, o y,)(¢,) und
s (' oy,)(t,) fiir s € S zwei Hochhebungen von s — v,(t,) und stimmen bei s,
iiberein. Lemma 4.2 liefert

(1 oy )(t,) = (m,  oy)(t,)
fiir alle s € S. Mit (4.9) folgt hieraus (4.8). O

4.4. Monodromiesatz

Der nachfolgende Satz 4.4 und das Korollar 4.5 liefern eine gute Losung zu
unserem Programmpunkt (1) von Seite 73.

Satz 4.4 (Monodromiesatz, |). Analytische Fortsetzung ist Homotopie-unabhdngig.
Prdziser: es sei X C C offen und H eine Homotopie (in X) zwischen zwei Wegen v, und
v1 mit 74(0) = v1(0) = 2z und v4(1) = y1(1) = 2;. Ferner lasse sich [(f,U)],, entlang
jeden Weges vy, = (t — H(t,s)) analytisch fortsetzen. Entsteht dann [(f, Uy)],, durch
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analytische Fortsetzung von [(f,U)],, entlang von v, (k =0, 1), so gilt [(fo, Up)],, =
[(fl: U])]zl'

Beweis. Die Voraussetzungen implizieren, dass man Proposition 4.3 (2) anwenden
kann. Die so erhaltene hochgehobene Homotopie H liefert fiir s — H(1,s) also eine
konstante Funktion; diese verbindet allerdings [(f,, Uy)],, (fiir s =0) und [(f;, U)];,
(fiir s = 1). Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 4.5 (Monodromiesatz, Il). Es sei X C C ein einfach zusammenhdngendes
Gebiet. Ferner lasse sich [(f,U)], mit U € X entlang jeden Weges in X analytisch
fortsetzen. Dann gibt es eine holomorphe Funktion g € #¢(X) mit gl = f.

Beweis. Es sei z; € X ein beliebiger Punkt. Da X wegzusammenhédngend ist, kann
man g(z,), wie in Punkt (1) auf Seite 73 iiberlegt, durch g(z,) := f,(2,) definieren,
wo [(fo, Up)],, durch analytische Fortsetzung von [(f,U)],, entlang eines beliebigen
Weges 7,: [0,1] — X mit y,(0) = 2, und y,(1) = 2, entsteht. Sofern denn diese
Fortsetzung nur von [(f,U)], und dem Endpunkt z; abhéngt, entsteht hieraus (wie
bereits zuvor angedeutet) auch wirklich eine holomorphe Funktion. Es bleibt also nur
die Eindeutigkeit zu kldren. Es entstehe darum auch [(f;, U;)],, durch analytische
Fortsetzung von [(f, U)],, entlang eines zweiten Weges y;: [0,1] — X mit y,(0) = z,
und v,(1) = 2,. Dann ist jedoch

ro(l—t) falls0<t<1
vy (t—1) fallsl1<t<2

ein geschlossener Weg in X, der sich (durch analoge Verkettung geeigneter Hoch-
hebungen von 7, und y;) zu einem Weg ¥ in (), % hochheben lasst, welcher
[(fo, Uo)];, und [(f1, U;)],, verbindet. Da X einfach zusammenhéngend ist, ist y je-
doch nullhomotop. Wendet man nun den Monodromiesatz (in der Formulierung
von Satz 4.4) an, so sieht man, dass [(f;, U;)],, durch analytische Fortsetzung aus
[(fo,Uo)],, entlang y, aber auch durch analytische Fortsetzung aus [(fo, Up)],, ent-
lang des konstanten Weges t — z; entsteht. Aus letzterem Weg entsteht aber nur
[(fo, Uo)],, selbst. Also gilt [(f1, U3)],, = [(fo, Up)l,, wie gewiinscht. O

y:[0,2] = X, t»—>{

4.5. Existenz von Hochhebungen

Wir widmen uns nun ganz der Aufgabe ein Kriterium zu entwerfen, wann man
die Art von Hochhebungen, die in den Voraussetzungen von Satz 4.4 und Korollar 4.5
auftritt, stets gewéhrleisten kann.

Eine Abbildung 7r: X — X zwischen Hausdorffriumen'? hei3t Uberlagerung, falls
es zu jedem Punkt x € X eine Umgebung U gibt derart, dass 7t~ sich schreiben lésst als
disjunkte Vereinigung offener Mengen ij C X (mit j aus einer geeigneten Indexmenge,
die von x abhingen darf) und jede Menge U ; von 7'C|[7j2 Uj — U homoomorph auf

2Wie so hiufig ist der hier eingefiihrte Begriff auch in deutlich allgemeinerem Kontext in Ge-
braucht. Uns reicht hier aber die Einschréankung auf Hausdorffraume.
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eine offene Menge U = n(Uj) C X abgebildet wird. In diesem Fall nennt man U auch
gleichmdpfSig (von m) iiberlagert.

Bemerkung. Jede Uberlagerung ist offensichtlich auch ein surjektiver lokaler Ho-
moomorphismus. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht (siehe die folgenden
Beispiele).

Beispiele 4.6 (Beispiele fir Uberlagerungen).

(1) f:R? >R, (x,h) — x, ist keine Uberlagerung.

(2) g: Rx{1,2} =R, (x,h) = x, ist eine Uberlagerung.

(3) h: R x {1DU(R., x {2}) = R, (x,h) — x, ist keine Uberlagerung.

(4) exp: C — C\ {0} ist eine Uberlagerung (vgl. Abbildung 7 auf Seite 18 in
Kapitel 1).

(5) pp: C\ {0} — C\ {0}, z — 2k, ist fiir k € N eine Uberlagerung (vgl. Abbil-
dung 14 auf Seite 51 in Kapitel 3).

I ls I

(Der Beweis der hier gemachten Aussagen ist Aufgabe 9.1.)

Prop.(.)sition 4.7 (Existenz von Hochhebungen bei Uberlagerungen). Es sei m: X — X
eine Uberlagerung und X, € X ein m-Urbild eines Punktes x, € X. Es sei v: [0,1] = X
ein beliebiger Weg mit v(0) = x,. Dann gibt es eine eindeutige Hochhebung ¥ von y mit
7(0) = Xo:

[0,1] —— X,

Beweis. Dass es hochstens eine derartige Hochhebung gibt, folgt sofort aus Lemma 4.2.
Es verbleibt daher lediglich die Existenz zu kldren. Wir wihlen zu jedem Punkt
y(t) € X eine Umgebung U,, die von 7 gleichmaf3ig {iberlagert wird. Deren Urbilder
unter y sind natiirlich offen und enthalten darum je ein offenes Intervall um t.
Da [0, 1] kompakt ist, reichen endlich viele t, damit [0,1] von den so gewahlten
Intervallen tiberdeckt wird. Wir finden also eine Zerlegung

O:t0<t1<...<tN:1

mit y([t,, t,41]) € U, =: U,. Da jedes U, von 7 gleichmélig iiberdeckt wird, ist

n ' (U) =), Oy,
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mit j aus einer geeigneten Indexmenge und geeigneten disjunkten, offenen Mengen
f]nJ C X, die jeweils von T = ﬂlgn,}_i Un’j — U, hom6éomorph auf U, abgebildet
werden. Wir konstruieren nun 7 induktiv firn=0,1,...,N —1.

Fiir n = 0 wahlen wir den Index j = j, mit X, € f]o,jo- Dann definieren wir ¥ auf
[to, t1] durch 3% 0 ¥l -

Ist nun § bereits auf [t,_;, t,] konstruiert, so wahle j = j, als den Index mit
7(t,) € f]n,jn und verfahre wie oben. Da N endlich ist, erhalten wir auch wirklich
eine Funktion ¥ auf ganz [0, 1], wie gewiinscht. Die so erhaltene Abbildung 7 ist
offensichtlich stetig und sogar eine Hochhebung von y. O

Bemerkung. Es konnte instruktiv fiir das Verstédndnis der Leserin oder des Lesers
sein, sich in der Situation von Beispiel 4.6 (3) zu tiberlegen, wo der obige Beweis von
Proposition 4.7 scheitert, wenn man probiert einen Weg y in R mit 0 € tr(y) mittels
des dort definierten h auf R., x {2} hochzuheben.

Lemma 4.8. d: U S, — U 2, [(f,)], = [(f,U)],, ist eine Uberlagerung.

zeC zeC

Beweis. Siehe Aufgabe 9.3. O

Proposition 4.9 (Fortsetzbarkeitskriterium). Es sei U C C ein Gebiet, [(f,U)],, €
\-).cc 7% ein beliebiger Keim und y: [0,1] — C ein Weg mit y(0) = z,. Falls sich
[(f', U)],, entlang von y analytisch fortsetzen ldsst, so gilt dies auch fiir [(f, U)],,.

Beweis. Wir schreiben X = (-J,_. . Nach Voraussetzung an [(f, U)],, lasst sich y
zu einem Weg §: [0,1] — |-), .. #4 mit 7(0) = [(f”, U)],, hochheben:

2

iy .-
e m
.

7

[0,1] —— C.

Da es sich bei d: X — X um eine Uberlagerungsabbildung handelt (Lemma 4.8), lisst
sich ¥ zu einem Weg I" hochheben:

[0,1] —— C.
Wegen [(f,U)],, € d'([(f",U)],,) = d"}(7(0)) lasst sich sogar I'(0) = [(f,U)],,
einrichten, wie uns durch Proposition 4.7 sichergestellt wird. Nun ist I' aber auch
eine Hochhebung vony beziiglich 7w o d = 7 mit Startpunkt [(f, U)],,. Also sind wir
fertig. O
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4.6. Anwendungen

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir einige Anwendungen der in diesem Kapitel
entwickelten Fortsetzungstheorie besprechen. Obgleich das intrinsische Interesse
an diesen hoffentlich ausreichend evident sein wird, sei erwdhnt, dass die hier zu
besprechende Erweiterung der Integrationstheorie zusammen mit dem in Kapitel 5
zu besprechenden Ausbau der Cauchyschen Integralformel starke Verbindungen zur
Topologie eroffnet. Ferner werden sich die hier zu besprechenden Fortsetzungsfragen
fiir Wurzeln und Logarithmen noch in Kapitel 7 beim Beweis des Riemannschen Abbil-
dungssatzes (siehe Lemma 7.3) und in Kapitel 8 im Themenkreis des Weierstral3schen
Produktsatzes (siehe auch Korollar 8.14) als niitzlich erweisen.

4.6.1. Holomorphe Wurzeln und Logarithmen. Wir geben im Folgenden zwei
typische Beispiele dafiir, wie man den Monodromiesatz (Korollar 4.5) in Kombination
mit Proposition 4.9 zur Konstruktion holomorpher Fortsetzungen verwenden kann.

Proposition 4.10 (Existenz holomorpher Logarithmen). Es sei U € C ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet welches nicht den Punkt O enthdlt. Dann gibt es eine holomorphe
Funktion L: U — C mit expo L =idy:

C

/ Jow

U —— C\{0}.

Beweis. Es sei gz, € U beliebig. Wir wahlen ein beliebiges exp-Urbild w, von z,:
exp(w,) = 2,. (Dies ist moglich, da exp surjektiv auf C \ {0} abbildet und 2, nach Vor-
aussetzung nicht Null ist.) Dank des Umkehrsatzes (Aufgabe 1.1 (b)) gibt es eine klei-
ne Kreisscheibe W = B(w,, €) derart, dass V := exp(W) offen ist und exp|,,: W —» V
biholomorph ist. Wir betrachten nun die zugehérige Umkehrfunktion £ := (exp|,, ).
Die erfiillt (siehe Aufgabe 1.1 (b))

1
exp'{(exply, ) 1(z)} =

'(2)= (fiirz € V).

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung ist aber nicht nur fiir z € V,
sondern sogar fiir alle z € C \ {0} sinnvoll: £’ lasst sich zu einer auf ganz C \ {0}
holomorphen Funktion fortsetzen. Dementsprechend liefert Proposition 4.9 nun, dass
sich der Keim [(£, V)], entlang jeden Weges mit Spur in C \ {0}, also insbesondere
entlang jeden Weges mit Spur in U analytisch fortsetzen lasst. Der Monodromiesatz
(in der Formulierung von Korollar 4.5) liefert dann die Existenz einer holomorphen
Funktion L: U — C mit L|, = £. Uberdies gilt fiir alle z € V

2z =(expol)(z)=(expo L)(2).
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Da V natiirlich einen Haufungspunkt in C besitzt liefert der Identitatssatz (Satz 3.7)
angewandt auf die holomorphen Funktionen id;, und exp o L sogleich id;, = expo L,
wie gewiinscht. O

Korollar 4.11 (Existenz holomorpher k-ter Wurzeln). Es sei U € C ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet welches nicht den Punkt 0 enthdlt. Dann gibt es zu jedem k € N
eine holomorphe Funktion w,: U — C \ {0}, welche w,(2)* = 2 fiir alle z € U erfiillt:

C\ {0}
i -

U —— C\{0}.

Beweis. Man konnte hier den Beweis von Proposition 4.10 im Wesentlichen 1:1
kopieren, aber noch einfacher geht es, wenn man w,(z) := exp(L(z)/k) mit einer
Funktion L: U — C wie aus Proposition 4.10 setzt. Die Behauptung folgt dann
sofort. OJ

4.6.2. Integration entlang allgemeiner Wege. Im vorliegenden Abschnitt wei-
ten wir den bisher bekannten Integralbegriff auf Integration entlang lediglich als
stetig vorausgesetzter Wege aus. Mehr Kommentare hierzu finden sich in Bemer-
kung 4.15. Der Monodromiesatz (Satz 4.4) liefert weiter unten (Satz 4.13) die schone
Anwendung, dass unser Integralbegriff homotopieinvariant ist.

Es sei nun U C C ein Gebiet und [(f, U)],, ein Keim, sowie y: [a, b] = U ein belie-
biger Weg in U. Dann erhalten wir durch s; oy: [a,b] — |),cc %, eine Hochhebung
von y beziiglich der Projektion 7: (-, . 6 — C:

)7

zeC
7 n
/ sz \
[0,1] —— C —— C.

Es sei nun F,: V;, — C eine Stammfunktion von f auf einer geeigneten Umgebung
V C U von z,; eine solche existiert dank des Satzes von Cauchy fiir konvexe Mengen
(Satz 2.14) jedenfalls wenn man V als eine offene Kreisscheibe um z, wéhlt und ist
bekanntlich bis auf Addition einer Konstanten sogar wohl-bestimmt. Da wir eben
gesehen haben, dass sich [(f,U)],, entlang jedes Weges in U mit Startpunkt bei 2,
fortsetzen ldsst, gilt selbiges laut Proposition 4.9 auch fiir [(Fy, V;)1,,. Sei z; = y(b) der
Endpunkt von y und [(F;, V;)],, entstehe durch Fortsetzung von [(F,, V;)],, entlang
y. Laut Lemma 4.2 ist [(Fy,V;)],, durch [(F,, V)], und y eindeutig bestimmt. Wir
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setzen™
J [(f, U)];, = F1(21) — Fo(2o)-
Y

Man tiberlegt sich leicht, dass diese Definition sogar unabhingig von der Wahl
der Stammfunktion von f in der Umgebung von g, ist, denn die etwaige additive
Konstante um die sich zwei Stammfunktionen unterscheiden tibertrégt sich freilich
auch auf die Fortsetzung [(F;, V;)],, entlang y und hebt sich schlieBlich in der obigen
Differenzenbildung genau wieder heraus.

Lemma 4.12 (Vertraglichkeit mit dem bekannten Wegintegralbegriff). Gegeben sei
ein Integrationsweg v: [a,b] — C und f: U — C sei holomorph auf einer offenen
Umgebung U C C von tr(y). Dann gilt

J[(f: U)]y(a) = J f(Z) dz.
Y Y

Beweis. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei [a, b] =[0, 1]. Es sei [(F,, V;)],,
wie oben, also der Keim einer Stammfunktion von f in einer Umgebung von z,
und [(Fy, V;)],, entstehe aus [(Fy, V,)],, durch analytische Fortsetzung entlang von y.
Genauer sei 7 die zugehorige Hochhebung:

OE
) zeC
7
e
[0,1] — C,

(7(0) = [(Fo, Vo) I1,» 7(1) = [(F1, V1)];)). Fiir t € [0, 1] schreiben wir 7(t) =: [(F, V)],

und 771(V,) ist eine (in [0, 1]) offene Umgebung von t. Mittels des nunmehr schon

mehrfach ausgefiihrten Kompaktheitsarguments finden wir daher eine Zerlegung
O=ty<t;<...<ty=1

von [0, 1] mit y([¢t,,, tn+1]) CN(F,,V, ) firn=0,1,...,N —1. Durch Anwenden von
7 entsteht hieraus y([t,, t,.1]) € V "Mit Proposmon 2 3 erhalten wir

f f(z)dz = f f(z)dz=Z(Ftn(r(tnﬂ))—Ftn(r(tn)))
Tlien, n=0

tnt1]

Aufgrund von ¥(t,,,) € N(F,,V, )JAN(F, .V, ) folgt, dass F, und F,  auf einer
offenen Umgebung von y(tn +1) 'iibereinstimmen. Insbesondere ist F, (y(tn 1)) =

13piese Notation ist nicht iiblich und wird hier nur fiir den Moment benutzt. Nach Lemma 4.12
wird diese sofort wieder abgeschafft (siche (4.10)).
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F, . (y(t,41))- Bei der obigen Summe handelt es sich also um eine Teleskopsumme
und diese berechnet sich als die Differenz der beiden Endterme:

J f(2)dz =F, (y(ty)) = F,,(v(to)) = F1(21) = Fo(20) = J [(f, D]y O
Y Y

Das eben bewiesene Lemma erlaubt die folgende Definition: Fiir eine holomorphe
Funktion f: U — C und einen Weg y definieren wir

(4.10) Jf(Z)dz = J [(f, U)]y0)-
Y Y

Lemma 4.12 versichert uns, dass die hier getroffene Definition mit dem bereits
bekannten Wegintegral-Begriff iibereinstimmt, sofern dieser denn auf die vorliegende
Situation anwendbar ist (d.h. wenn y ein Integrationsweg ist).

Satz 4.4 und unsere neu gefundene Interpretation des Integralbegriffs liefern
unmittelbar(!) die Homotopieunabhéngigkeit des Wegintegrals:

Satz 4.13 (Homotopieunabhangigkeit des Wegintegrals). U C Cseioffenund f: U — C
sei holomorph. y,,7v:: [a,b] — U seien zwei Wege. Falls y, in U homotop zu y, ist, so

gilt
J f(z)dz=f f(z)dz.
Yo Y1

Mit diesem neuen Werkzeug ergibt sich auch sofort eine Antwort auf die in der
Bemerkung auf Seite 76 aufgeworfene Frage:

Korollar 4.14. Weder C \ {0} noch C\ B(0,r) (fiir r > 0) sind einfach zusammenhdn-
gend.

Beweis. Essei U € {C\{0}, C\B(0,r)}. (Im ersten Fall setze r := 0.) Es seiy: [0,1] —
C, t — Rexp(2mit), der bekannte Kreisweg zum Radius R := r + 1. Dann ist

f édz = 2milnd, (0) = 2mi # 0.
Y

Wiére nun U einfach zusammenhéngend, so wire y ja homotop zu einem konstanten
Weg und das obige Integral miisste wegen Satz 4.13 dann verschwinden. O

Es sei hier noch erwéhnt, dass das obige Korollar topologische Eigenschaften von
gewissen offenen Teilmengen von C beweist und dazu einem komplex-analytischen
Blickwinkel folgt. Man vergleiche dies mit Korollar 2.5 und der darauffolgenden
Bemerkung (siehe Seite 25).

Bemerkung 4.15. Es scheint hervorhebenswert, wie verbliiffend es ist, dass die obige
Definition funktioniert. Urspriinglich war

J f(z)dz
;
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ja nur mittels der Formel

b
J flr)y'(t)de

definiert, wenn y stlickweise stetig differenzierbar ist. Nun gliickt aber auch die
Fassung eines sinnvollen Integralbegriffs, wenn y gar nirgends(!) differenzierbar
sondern blof3 stetig ist. (An Beispielen von erschreckend kompliziert anmutenden
Wegen mangelt es uns freilich nicht; siehe etwa Abbildung 8 auf Seite 21 in Kapitel 2
oder Abbildung 12 auf Seite 44 in Kapitel 3.) Dass der hier eingefiihrte Integralbegriff
auch wirklich als ,,sinnvoll“ bezeichnet werden darf, wei® man zwar streng genommen
auch erst, wenn man sich davon iiberzeugt hat, dass die iiblichen Rechenregeln
erhalten bleiben, aber auf diese langweilige (und einfache!) Pflicht wollen wir hier
verzichten. Eifrige Leserinnen und Leser versuchen sich an dieser Stelle vielleicht
daran, die Aussage von Aufgabe 2.3 von Integrationswegen auf Wege zu iibertragen.



KAPITEL 5

Der globale Satz von Cauchy

Ziel dieses Kapitels wird es sein, den Integralsatz von Cauchy (Satz 2.14) und die
daraus gewonnene Integralformel (Satz 2.15) noch weiter zu verbessern und entspre-
chende Anwendungen daraus zu ziehen. Bisher hat uns im Wesentlichen immer der
Fall gentigt, wenn der betrachtete Integrationsweg ganz in einer konvexen Menge
enthalten war, auf welcher die zu integrierende Funktion f holomorph war. Dadurch,
dass offene Mengen in C stets lokal konvex sind, lie3 sich mittels der Cauchyschen In-
tegralformel dann beispielsweise die lokale Darstellbarkeit holomorpher Funktionen
durch konvergente Potenzreihen (Satz 3.2) herleiten. Die raffinierteren Ergebnisse in
Kapitel 3 ergaben sich dann im Wesentlichen daraus, dass diese fiir Polynome und,
allgemeiner, Potenzreihen, richtig sind. ,,Globale“ Aussagen, wie z.B. der Identitéats-
satz (Satz 3.7), welcher erlaubt, die globale Ubereinstimmung zweier holomorpher
Funktionen zu folgern, wenn man Ubereinstimmung jedenfalls irgendwo lokal hat,
hat sich bereits als ein machtiges Werkzeug erwiesen. (Man denke etwa an unse-
re Diskussion von analytischer Fortsetzung in Kapitel 4, welche in fundamentaler
Weise darauf fulite, dass es sich bei der Projektion 7: |-J,_ — C um einen lokalen
Homoomorphismus handelt. — Eine Konsequenz aus dem Identititssatz!)

In der obigen Diskussion propagierte sich die aus der Cauchyschen Integralformel
gewonnene Information stets vom Lokalen ins Globale. Es erscheint daher wiinschens-
wert, die Integralformel bereits in einer globalen Form zur Verfiigung zu haben, die
ohne die strenge Konvexitiatsforderung an das zugrundegelegte Gebiet auskommt.

Beispiel (Pochhammer-Weg). Man betrachte den folgenden Weg v, den man schon
aus Aufgabe 2.4 kennt:

89
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Man kann sich durch Einzeichnung geeignet Hilfswege (die genauso oft in eine, wie
auch die andere Richtung [also Netto gar nicht] durchlaufen werden) iiberlegen, dass

Jf(z)dzzo

fiir jede holomorphe Funktion f: C\ {0,1} — C gilt. Man kann sich auch {iberlegen,
dass y nicht nullhomotop ist; das Verschwinden des obigen Wegintegrals ist also keine
unmittelbare Konsequenz aus der Homotopieinvarianz des Wegintegrals (Satz 4.13)
und l&sst sich in Ermangelung von Konvexitiat von C \ {0, 1} auch nicht direkt(!) aus
Satz 2.14 gewinnen. (Die Variante aus Aufgabe 4.1 fiir sternformige Gebiete ladsst
sich auch nicht direkt anwenden.)

5.1. Der Satz von Cauchy fiir Zykel

Wir erinnern daran, dass das Wegintegral, welches vormals nur entlang von Inte-
grationswegen definiert war, (fiir holomorphe Integranden) seit § 4.6.2 auch entlang
beliebiger Wege betrachtet werden kann. Wir fiihren nun noch eine weitere Verall-
gemeinerung ein, die es einem in der Praxis oft erspart, mit den bereits bekannten
entgegengesetzt zu durchlaufenden Hilfswegen zu arbeiten. Man erinnere sich hierzu
beispielsweise an die fiir den Beweis von Satz 3.18 herangezogene Unterteilung:

(Oder die komplizierteren Unterteilungen aus der Bemerkung auf Seite 60.)

Sei U C C ein Gebiet. Es sei 4([0,1],U) die Menge aller Wege [0,1] — U. Wir
betrachten die freie abelsche Gruppe

B z:={abb.T: 40,11, U) > Z:I(y) =0 ffa.y € 6([0,1],U)},

ye£([0,11,U)

wobei ,f.f.a.“ fiir , fiir fast alle“ (d.h. alle bis auf endlich viele) steht. (Die Verkniipfung
dieser Gruppe ist freilich durch T, + I} := (y — I,(y) + I} (y)) definiert.) Elemente
dieser Gruppe bezeichnen wir als Ketten (in U). Ist I' eine Kette in U derart, dass
I'(y) # 0 hochstens fiir geschlossene Wege y: [0,1] — U gilt, so nennen wir I' einen
Zykel (in U).
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Fiir jede Kette I in U und holomorphes f: U — C sei dann

ff(z)dz: > T | fR)dz

%([0,11,U0) Y

Man beachte, dass in der obigen Summation héchstens endlich viele y mit I'(y) # 0
vorkommen und wir uns darum keine Fragen beziiglich Konvergenz zu stellen haben.

Zur bequemeren Schreibweise identifizieren wir jeden Weg y: [0,1] — U mit der
Abbildung

1 fallsy, =y,

0 fallsy, #vy.
Dann schreibt sich jede Kette I als Z-Linearkombination

F=7&1'}/1+...+Yn7kn

%([0,1L,U)—>Z, vy, {

mit n € N, ganzen Zahlen A,,...,y, € Z und Wegen y4,...,7,, € €([0,1],U). (Die
leere Summe [n = 0] soll hier konventionsgeméaf} die Nullabbildung %4 ([0,1],U) —
{0} liefern.) Falls man obendrein fordert, dass alle Skalare A, bis A,, von Null verschie-
den sind, so ist die obige Darstellung auch bis auf Unummerierung der beteiligten
Summanden eindeutig. In dieser Situation schreiben wir tr(I') = tr(y;) U... U tr(y,)
fiir die Spur von T.

Fiir einen Zykel I' = A,y + ...+ Ay, und g, € C \ tr(T') definieren wir dessen
Windungszahl um z, durch die Formel

Ind;(z,) == Lf L dz = A;Ind, (2) +...+A,Ind, ().
T

21 | 2 —2,

Wir sagen, I' umlduft z,, falls Ind, (z,) # O ist. Wir nennen zwei Zykel I} und T,
(beide in U) homolog (in U), falls

Indp, (z) = Indy, (2)

fiir alle z € C\ U gilt. Ein Zykel T' in U, welcher in U homolog zum Nullzykel
%([0,1],U) — {0} ist, heillt auch nullhomolog (in U).

Mit diesen neuen Begriffen lasst sich nun der folgende Satz formulieren:

Satz 5.1 (Globaler Satz von Cauchy). Es sei U C C ein Gebiet und f : U — C holomorph.
Ferner seien T, T,y und T Zykel in U, wobei T' nullhomolog in U sei und I'; homolog in U
zu T sei. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Indp(20)f (20) = ﬁf f(ZZ) dz fiir jedes z, € U \ tr(T"),
T 0

Z —

2 J f(z)dz =0,

(3) f f(Z)dZ=J f(z)dz.
I, n
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Fiir den Beweis bemithen wir ein Lemma: (Die darin vorkommende Funktion
g ist uns bereits im Beweis von Satz 2.15 begegnet, wobei dort die zweite Variable
fixiert war.)

Lemma 5.2. Es sei U C C offen und f: U — C holomorph. Dann ist

f)—f(w)
g:UxU—C, (z,w)n—>{ . —w falls z # w,
f'(2) fallsz =w

stetig.

Beweis. Da U x U \ {({,{): { € U} offen ist und der Ausdruck (f(z) —f(w))/(z —
w) stetig in (z,w) ist, verbleibt es nur Stetigkeit in jedem Punkt ({,{) € U x U
nachzuweisen. Ein solcher Punkt sei im Folgenden fixiert. Wir benutzen das bekannte
e-0-Kriterium fiir Stetigkeit. Es sei € > 0 gegeben und 6 > 0 klein genug derart, dass

Bs = {(20,wp) € C x C: max{|zy — (|, |lwy— [} <6}

ganz in U enthalten ist. Da f" stetig ist (gemé&R Korollar 3.3 ist es ja sogar holomorph),
diirfen wir davon ausgehen, dass & sogar so klein ist, dass |f'(z,) — f'({)| < € fiir
alle (z,,2,) € B;s gilt. Sei daher nun (z,, w,) € B; mit 2, # w, gegeben. Wir haben

£G0) = f (wo) 1
w

g(20,wo) —g(L,0) = —f'(Q) = —

20— Wy 20— Wy

f (f'(@)—f(0)dz
[wo,%0]

(vgl. die Rechnung aus dem Beweis von Satz 2.14). Die Behauptung des Lemmas
folgt nun mittels Lemma 2.6 und der Abschétzung |g(z,, w,) — g(Z, 0)| < €. O

Lemma 5.3. Es sei T eine beliebige Kette in einer offenen Menge U CCund f: U — C
sei holomorph. Dann gibt es eine Kette I, = Ay, + ...+ Ay, derart, dass alle A,
(k=1,...,n) Polygonziige sind und die folgende Gleichung gilt:

f f(z)dz = f f(z)dz.
r L,

Beweis. Man kann die Methode aus dem Beweis von Lemma 4.12 benutzen. Auf die
richtige Spur bringt einen dabei vielleicht die Betrachtung von Abbildung 27. Die
Details hierzu seien den Leserinnen und Lesern zur Ubung iiberlassen (Aufgabe 10.4).

O

Beweis von Satz 5.1 (nach Dixon [6]). Wir liberlegen uns zunéchst, dass die letzten
beiden Aussagen aus der ersten folgen. In der Tat erhdlt man (2) sofort, indem man f
in (1) durch f(2)(z —z,) ersetzt und die Aussage (3) erhdlt man unmittelbar aus (1)
mit I' =T} —TIj,. Es verbleibt also nur (1) zu zeigen.

Es sei nun z, € U \ tr(T') fixiert. Wir diirfen 0.B.d.A. davon ausgehen, dass es sich
bei I' um einen Zykel handelt, an dem nur Polygonziige beteiligt sind. (Ansonsten
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Abbildung 27. Illustration zur Beweisidee fiir Lemma 5.3. Mit der
Zerlegung aus dem Argument von Lemma 4.12 ist man schon fast am
Ziel.

ersetzte I' im Folgenden durch den Zykel I,, den eine Anwendung von Lemma 5.3
auf I' und die auf U \ {z,} holomorphe Funktion z — f(2)/(z —2,) liefert.)
Wir betrachten nun h: U — C gegeben durch

h(w) = J g(z,w)dz,
r

mit der stetigen Funktion g: U x U — C aus Lemma 5.2. Der Beweis von Satz 2.15
zeigt, dass es zum Beweis von (1) sicher geniigt h(z,) = 0 nachzuweisen.’

Wir zeigen zunéchst, dass h auf U holomorph ist und bemiihen hierzu den Satz von
Morera (Satz 3.6). Zu dessen Anwendung gilt es zunéchst zu kliren, dass h stetig ist
und hierzu bemiihen wir das bekannte Folgenkriterium fiir Stetigkeit. Es sei also (w,,),
eine Folge in U mit Grenzwert w € U. Dann befinden sich fiir hinreichend grof3e n alle
Glieder w,, in einer abgeschlossenen Kreisscheibe K um w, von der wir davon ausgehen
diirfen, dass diese ganz in U enthalten ist. Nun ist aber g auf der kompakten Menge
tr(T") x K gleichméaRig stetig. Fiir beliebiges € > 0 und alle z € tr(I') und hinreichend
grofe n ist dann |g(z,w,) — g(z, w)| < e. Mit der M-L-Abschitzung (Lemma 2.6).?
gewinnt man daraus dann sofort |h(w,) —h(w)| < ce mit einer Konstante c, die nur

'Wer die Ersetzung von T’ durch den aus Lemma 5.3 erhaltenen Zykel hier akribisch durchfiihrt,
bemerkt, dass hier etwas unter den Tisch fallt: um bei der Berechnung der Windungszahl die vorge-
nommene Ersetzung wieder riickgdngig machen zu diirfen, muss man streng genommen die Gleichheit
aus Lemma 5.3 nicht nur fiir die Funktion z — f(2)/(2z—2;), sondern auch gleichzeitig (mit demselben
Polygonzug!) fiir z — 1/(z —z,) zur Verfligung haben. Wer allerdings Aufgabe 10.4 sorgfiltig erledigt,
wird sofort sehen, dass dies ohne Probleme im Beweis von Lemma 5.3 eingerichtet werden kann.

2Um hier die M-L-Abschitzung anwenden zu kénnen, ist es wichtig, dass an I nur Integrationswege
beteiligt sind, da sonst der Begriff der Ldnge der beteiligten Wege problematisch ist. An dieser Stelle
hilft Lemma 5.3.
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von I abhdngt (diese berechnet sich als eine geeignet skalierte Summe der Langen
der an T beteiligten Polygonziige). Also ist h stetig. Sei A nun ein abgeschlossenes
Dreieck in U und d A eine geeignet orientierte Parametrisierung des Randes von U.
Dann ergibt sich mit Hilfe des Satzes von Fubini

f h(w)dw = f (J g(z,w) dz) dw = J (J g(z,w) dw) dz.
oA an\Jr r\Jaa

Das innere Integral ist hier aber = 0, da fiir jedes fixierte z € U die Funktion
g(z,-): U —» U, w— g(z,w) holomorph ist. (Das steht fiir alle w # z sicher au-
Rer Frage, ergibt sich dann aber auch fiir w = g, da g(z, - ) bei z beschrankt bleibt
und somit bei z eine hebbare Singularitét besitzt; siehe Satz 3.15.) Insgesamt folgt
fa A h(w)dw = 0, wie gewtinscht und h ist holomorph auf U.

Seinun U, = {w € C\tr(T') : Ind;(w) = 0}. (Siehe auch Abbildung 28.) Sicherlich
ist U, offen. (Denn Ind;(-) ist lokal konstant; Das hatten wir in Proposition 2.9
jedenfalls fiir Wege bewiesen und fiir Zykel gilt dies damit auch.) Dann ist

f(2)

1.,Z—W

hy:Uy—C, w— dz

holomorph (Differenzieren unter dem Integral, Lemma 2.8) und fiir w € UNU, haben

wir
h(w) = f) dz — fw) dz = hy(w).
LW o
=I?()?w) ;6

Nach Voraussetzung an I ist U, 2 C \ U und die Rechnung von eben zeigt, dass durch
h(w) fallsweU,
ho(w) fallsw¢U

eine holomorphe Fortsetzung von h und h, auf ganz C gegeben ist:

C
!

H:C—->C, W'—>{

H
| ho
C

I
UuU,

Inkl. \Ink'l
U = U, .
UnU,

Da U, allerdings die unbeschréankte Komponente von I' enthélt (vgl. Proposition 2.9),
ist H(w) fiir grof3e |w| gleich Null (mit demselben Argument aus Proposition 2.9).
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Das Identitétsprinzip (Satz 3.7) liefert nun, dass H konstant Null ist. Daraus folgt
nun (1) und wir sind fertig. O

AR NN AN
NN\ AN
NN\ ANDN
NN\ NN\
NN AN
NN\ NN\
NN\ NN
NN NN
NN\ NN
AN NN
AN NN
AN NN
ARRR AR NN
NN\ ANANRN

Abbildung 28. Illustration zum Beweis von Satz 5.1 (1). Fiir den Zykel
I' (die zwei Kreiswege) betrachtet man U, = {w € C\tr(T') : Ind(w) =
0}.

(a) Der bereits aus Aufgabe 2.4 bekannte
Weg TI'. Die eingezeichneten Zahlen geben
jeweils die zugehorige Windungszahl von T'
auf der jeweiligen Zusammenhangskompo-
nente von C \ tr(I') an.

(b) Indp(25) =1#0. (¢) Ty :=T —vy; — 2y, ist nullhomolog in U.

Abbildung 29. Illustrationen zu Beispiel 5.4.
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Beispiele 5.4 (Zum Homologiebegriff bei Zykeln).

(1) Der Pochhammer-Weg aus dem Beispiel von Seite 89 ist nullhomolog in
Cc\{0,1}.

(2) Essei I der in Abbildung 29 (a) gezeichnete Weg (als Zykel aufgefasst). In
C ist dieser sicher nullhomolog, denn das Komplement von C relativ zu C
enthailt ja gar keine Punkte und folglich kann I" sich auch um keinen Punkt
von C \ C = @) mit nichtverschwindender Windungszahl winden.

(3) Nun betrachten wir den obigen Zykel I' in dem in Abbildung 29 (b) schraffiert
gezeichneten Gebiet U. Der Zykel T' ist nicht nullhomolog in U, denn er
windet sich nichttrivial um den Punkt z,.

(4) Der Zykel I}, := I'=y,;—2y, mit Kreiswegen y; und y,, siehe Abbildung 29 (c),
ist in U nullhomolog.

5.2. Der Residuensatz

In Beispiel 5.4 (4) wurde aus dem Zykel I' aus Teil (3) durch geeignetes Einfii-
gen von Kreiswegen ein nullhomologer Zykel gewonnen und dies wiederum macht
Satz 5.1 (2) anwendbar. Wir wollen diese Idee nun in einem Spezialfall verfolgen, in
dem einerseits die Einfiigbarkeit von Hilfs-Kreiswegen wie in Beispiel 5.4 (4) stets
moglich ist und andererseits eine gute Chance besteht, die bei anschliel3ender Inte-
gration auftretenden Integrale zu berechnen. Speziell schranken wir uns auf den Fall
ein, wenn die Ausnahmemengen, die mit derartigen Hilfswegen ,versorgt werden
miissen, diskret sind. Wir untersuchen also Integration holomorpher Integranden mit
isolierten Singularitdten.

Es sei U C C ein Gebiet und fiir ein z, € U sei eine holomorphe Funktion f: U \
{2} — C gegeben. Wir definieren dann das Residuum von f bei z, als

1
Res,(z,) = lim — f(z)dz
£ (2o -
N 27 Jap 0

und tiberlegen uns gleich im Anschluss, weshalb der fragliche Grenzwert existiert.

Bemerkung. Hat f bei z, eine hebbare Singularitit, so gilt Res;(z,) = 0 (wende
Satz 2.14 auf die holomorphe Fortsetzung von f auf U an). Die Umkehrung ist i.Allg.
falsch, wie das Beispiel Res,, ,;/,2(0) = 0 zeigt (siehe Beispiel 2.4 oder die hier noch
folgenden Ausfiihrungen).

Da die (als positive orientiert aufzufassenden) Kreiswege 0 B(z,, €) fiir hinreichend
kleine € > 0 alle in U \ {z,} homolog zueinander sind, ist tatsachlich

Res;(zg) = — | f(z)dz

2mi 9B(zq,€)
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fiir alle hinreichend kleinen € > 0, dank Satz 5.1 (3). Entwickelt man f in eine auf
B(2y,2€) \ {25} € U konvergente Laurentreihe um z,,

F@)= D a,z—2)" (2 €B(z0,2€)\ {z}),
so erhalt man gemal$ der Cauchyschen Integralformel fiir Laurentkoeffizienten (Lem-
ma 3.17)

(5.1) @ = fz)

= — —————dz = Res/(z,).
2mi y (2 —zp) 11 (%)

9B(zg,€

Satz 5.5 (Residuensatz). Es sei U C C ein Gebiet und & C U eine Menge ohne
Hdufungspunkt in U. Ferner sei f: U\ % — C holomorph und T ein in U nullhomologer
Zykel in U mit tr(T)N % = (. Dann gilt

1

Z_MJFf(Z) dz = ; Ind(z,) Resg (2),
2o

wobei in der auftretenden Summation Indy(z,) # O fiir héchtens endlich viele z, € &

gilt.

Beweis. Wir nehmen zwecks Erzeugung eines Widerspruchs an, dass ' := {z, €
# . Ind;(z,) # 0} nicht endlich sei. Da I" eine endliche Linearkombination von
geschlossenen Wegen ist und jeder davon nur Punkte in einer beschrankten Menge
uml4uft, ist die Menge der von T' in C umlaufenen Punkte beschrankt. Also muss &’
einen Haufungspunkt ¢ haben. Nach Voraussetzung an & liegt dieser Haufungspunkt
dann auf dem Rand von U und da tr(T') einen positiven Abstand zu d U hat (siehe
Aufgabe T1.2), gibt es eine offene Kreisscheibe B({, €¢) um ¢, die keine Punkte von
tr(I") enthélt. Da die Windungszahl lokal konstant ist (denn sie ist es laut Proposi-
tion 2.9 fiir alle Wege, aus denen sich ' zusammensetzt) und nach Konstruktion
P’ ' NB(L,€e) # 0 ist, folgt Ind(z) # O fiir alle z € B({, €). Da { aber ein Randpunkt
von U ist, gibt es aber ein z € B({, €) welches nicht in U enthalten ist. Dieses wird
aber, wie eben gesehen, von I' umlaufen, was im Widerspruch zur Annahme steht,
dass I' in U nullhomolog ist. Also ist #’ doch endlich.

Es sei nun € > 0 so klein, dass die (endlich vielen!) Kreisscheiben B(z,, €) fiir
z, € @' alle paarweise disjunkt sind und ganz in U enthalten sind. Wir schreiben v,
fiir den positiv orientierten Kreisweg dB(z,, €) und betrachten dann den Zykel

I :=T— Z Indr(z)7,,-
20EP’

Dieser ist, wie man leicht nachrechnet, nullhomolog in U \ #&. Satz 5.1 (2) liefert
dann

0= J f(z)dz = J f(z)dz —2mi Z Ind(z,) Res; (). O
I, r

20€EP’
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Bemerkung. Im Beweis von Satz 5.5 haben wir aus dem in U nullhomologen Zykel
T einen in U \ & nullhomologen Zykel I}, konstruiert, auf den man dann Satz 5.1 (2)
anwenden konnte. Man beachte, dass ,nullhomolog in U \ & sein“ mehr fordert, als
ynullhomolog in U sein“, da ja das Komplement von U \ & (relativ zu C) hochstens
mehr Punkte enthilt, als das Komplement von U.

Fiir Anwendungen des Residuensatzes ist es notwendig, Residuen einfach be-
stimmen zu konnen. Hierzu die Integraldarstellung heranzuziehen, welche wir zur
Definition des Residuums benutzt hatten, wére oft anstrengend. Es geht jedoch einfa-
cher, wenn man sich an die Formel (5.1) erinnert, welche das Residuum Res;(z,) als
den Laurentkoeffizienten zum Index —1 in der Laurent-Entwicklung von f um den
Entwicklungspunkt z, identifiziert. Wir gehen nun davon aus, dass f bei z, einen Pol
mit |ord,(z,)| < m; dann haben wir die Darstellung

f@)= D, az—z)"
fiir alle z # 2, in einer geniigend kleinen Umgebung von z,.> Insbesondere hat
(2—20)"f () = D, mlz —20)" = h(2)
k=0

eine hebbare Singularitét bei z,, die wir uns bei h bereits als gehoben vorstellen méch-
ten (wir erlauben es uns also g, fiir z in den h-definierenden Ausdruck einzusetzen).
Der gesuchte Koeffizient a_; = Res;(z,) ist nun aber nur noch ein Taylorkoeffizient
(zu k = m—1) von h bei z, und diese erhdlt man bekanntlich auch als Ableitungswerte
von h (siehe die Formel in Satz 3.2):

(m—1)
8" ()
Wl)()! = A(n—1)-1 = Res¢(2o).

Proposition 5.6 (Residuenformel). Es sei f: B(2y,€) \ {2o} — C holomorph mit einem
Pol der Ordnung |ord;(z,)| < m. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Esist

g" ) _ 1 4
(m—1)! i, (m—1)1dz™!

Res;(z,) = (2 —20)"f (2),

wobei g die holomorphe Fortsetzung von B(2,, €)\{2,} = C, 2 — (2—2,)"f (2),
auf B(z,, €) bezeichne.

3Da wir nicht ord;(zp) = —m gefordert haben, mag es sein, dass hier einige der Koeffizienten
A_m>A_mi1s-- -, d_q verschwinden, aber das ist fiir die weitere Argumentation tatsachlich irrelevant.
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(2) Falls sich f als Quotient f = P/Q zweier auf B(z,, €) holomorpher Funktionen
P und Q schreibt, wobei Q bei z, eine einfache Nullstelle besitzt, so gilt

Beweis. Den ersten Teil haben wir bereits bewiesen und der zweite Teil folgt direkt
aus dem ersten durch Einsetzen. O

Beispiele.
(1) Wir betrachten f(z) = sin(z)/z. Mit der Potenzreihendarstellung

( 1) 2n+1
sin(z) = Z J2n+ 1)

erhilt man fiir z # 0

Dies ist aber auch schon die Laurententwicklung von f im ,Kreisring“ C\ {0}
und der Koeffizient zum Index —1 ist 0, also Res;(0) = 0. Fiir alle anderen
%z, € C gilt aber auch Res;(z,) = 0, denn fiir z, # 0 ist f ja holomorph in
einer Umgebung von z,. (Fiir z, = 0 in gewissem Sinne auch, wie wir eben
gesehen haben, da f bei O ja eine hebbare Singularitat besitzt.)

(2) Alternativ benutzt man die Formel aus Proposition 5.6 (2) und erhalt

sin(0) O

Res (0) = =—-=0.
+(0) 1 1

(3) Wir betrachten nun g(z) = 1/f(2) = z/sin(z) fiir z € B(0, ) \ {0}. Hier die
Laurententwicklung von g auf B(0, ) \ {0} zu bestimmen ware unnotig
kompliziert. Proposition 5.6 (2) liefert ndmlich sofort

0 0

Res, (0) = cos(0) —1 0

5.3. Anwendungen

Wir illustrieren den Residuensatz anhand zweier Anwendungen. Die erste er-
moglicht es, Fouriertransformationen von rationalen Funktion zu bestimmen und die
zweite ermoglicht analoges fiir verwandte Mellintransformationen. Man sollte weder
Satz 5.7 noch Satz 5.8 als besonders wichtig ansehen (in der Tat wird keiner der
beiden Satze im Folgenden irgendwo weiter benutzt), sondern sich eher merken, dass
in den gefiihrten Beweisen eine Methode illustriert wird, mit der man verschiedene
Integrale (zu deren Betrachtung man irgendwann vielleicht doch gewogen ist) berech-
nen kann. Auch, dass hier nur rationale Funktionen auftauchen, ist kein prinzipielles
Problem, sondern lediglich dem Wunsch nach Einfachheit geschuldet. So hatten wir
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beispielsweise schon in Beispiel 2.13 eine etwas interessantere Fouriertransformierte
berechnet und der Weg dahin benutzte einige Symmetrieeigenschaften der Expo-
nentialfunktion. Unsere hier vorgenommene Beschrankung auf rationale Funktionen
erlaubt es uns, derartige Tricks zu vermeiden und stattdessen mit schnellem Abfallen
bei |z| — oo zu argumentieren. Das Anwenden des Residuensatzes (insbesondere in
der hier vorgefiihrten Form) bezeichnet man oft auch als Residuenkalkiil. In diesem
Zusammenhang siehe auch Aufgaben 10.2 und 10.3 und Aufgaben 11.1 bis 11.3.
Eine sehr umfangreiche Zusammenstellung von Anwendungen des Residuenkalkiils
findet man im Werk von Mitrinovi¢ und Kecki¢ [13] (man beachte insbesondere die
praktische Ubersichtstabelle in [13, § 5.5]).

Bemerkung. Das Integral in Satz 5.7 wird bewusst mit Vorsicht notiert: lim, _, f_rr
statt f _ o Dies hédngt damit zusammen, dass das uneigentliche Integral

f R(x)exp(ix)dx

nicht existiert, falls R als rationale Funktion mit Zdhlergrad gleich Nennergrad minus
Eins gewahlt ist.

Satz 5.7 (Fourier-Inversion rationaler Funktionen). Es sei R: C \ & — C eine rationale
Funktion mit* R(z) — O fiir |z| — oo und polstellenfrei auf R. Dann ist

lim f R(x)exp(ix)dx = 2mi Z ReS,. ,r(z) exp(iz) (%0)

-r Im(zy)>0

Beweis. Fiir r > 0 hinreichend grol3 enthilt das Rechteck mit den Eckpunkten £r
und +r + ir samtliche Polstellen z, von R mit Im(z,) > 0. Es bezeichne vy, seinen
positiv orientierten Rand:

—r+ir T r4+ir
Yr ° .\
T Pole von R
° /
°
—r ® r g

Aus dem Residuensatz (Satz 5.5) folgt dann

fR(z)exp(iz)dnzm > RS peenpiin(50)-
Yr

Im(zy)>0

4Aquivalent hierzu ist offensichtlich, dass der Zdhlergrad bei einem R-definierenden Bruch von
Polynomen echt kleiner ist als der auftretende Nennergrad.
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Man sieht, dass der Beitrag von der Integration iiber die horizontale Strecke [r +
ir,r —ir] fiir r - oo gegen Null konvergiert, denn der Integrand wird dort deutlich
schneller Kklein, als [r + ir, r —ir] lang wird:

|R(z) exp(iz)| < rr[lax]IR(t +ir)| exp(—r)
te[—rr

Die Beitrdge von den beiden vertikalen Strecken sind ein wenig subtiler, aber auch
nicht wirklich schwierig:*

f R(£r +it)exp(i(r +it))ide
0

< f |R(£r +it)exp(i(r +it))| dt
0

oo
< max |R(:I:r+i’r)|J exp(—t)dt
T€l0,r] 0

und dieser konvergiert wegen R(z) — oo (fiir |z| — o0) fiir r — oo gegen 0. Der
Beitrag von der Strecke [—r, ] konvergiert fiir r — oo offenbar gegen den Grenzwert
auf der linken Seite der im Satz behaupteten Formel. O

Satz 5.8 (Mellin-Inversion rationaler Funktionen). Es sei 0 < A < 1 und R eine rationale
Funktion ohne Pole auf R, mit R(z) — O fiir |z| — oo. Dann ist

27mi

o s~ AN R- —R(2)z )
1—exp(2mid) Z €S:rye (7o)

20€C\Rxg

r—00

lim f R(x)x*dx =
0

wobei z* hier als exp(L(z)A) definiert sei und L: C \ Ry, — C denjenigen Logarithmus-
zweig bezeichne, der auf den Streifen {x +iy : 0 < y < 271 } abbildet.

Beweis. Fiir Parameter 0 < a < /4, 0 < € < r betrachten wir den folgenden Weg

Y(x,e,r:

SFiir die erste Ungleichung siehe den Beweis von Lemma 2.6.
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Wahlt man a und € hinreichend klein und r hinreichend grol3, so lasst sich erreichen,
dass alle isolierten Singularitiiten von f: C \ Ry, — C, z — R(2)z*, von Yae,r Mit
Windungszahl +1 umlaufen werden. Aus dem Residuensatz (Satz 5.5) folgt

f R(z)z*dz = Z Res;(z).

a,e,r 20€C\Rxg

Wir lassen nun a \, 0. Man rechtfertigt entweder mittels der M-L-Abschitzung (Lem-
ma 2.6) oder mittels analytischer Fortsetzung des im Term z* versteckten Logarithmus
(fiir letzteres vgl. die Ausfithrungen in der Vorlesung), dass die Integrale entlang der
vertikalen Strecken (siehe obige Skizze) unter diesem Grenzprozess gegen

f R(x)exp(log(x)A)dx = J R(x)x* dx

respektive

—J R(x)exp((log(x)+2mi)A)dx = — exp(271'i7t)f R(x)x* dx

konvergieren. (Das negative Vorzeichen vor dem zweiten Integral stammt hier von
der Orientierung des unteren Weges.) Man argumentiert weiter mittels der M-L-
Abschitzung, dass die Beitrige der Integrale iiber die obigen Kreise® fiir € \, 0 und
r — o0 gegen Null konvergieren. Durch Sammeln der bisherigen Ergebnisse kommt
o0
Z Res;(z,) = llm E{HJ R(z)z*dz = (1 —exp(2ni)\))f R(x)x* dx.
a,€,r 0

29€C\Rxg r—00

Durch Umstellen ergibt sich die Behauptung. 0

Bemerkung. Im obigen Beweis kommen drei Grenzprozesse vor: a \ 0, € \, 0,
r — 00. Den ersten Grenzprozess jedenfalls vor dem dritten auszufiihren erweist sich
hier als technisch giinstig, falls man plant die vertikalen Segmente mittels der M-L-
Abschétzung zu bearbeiten. (Denn fiir r — o0 geht die Linge jener Segmente ja gegen
unendlich und wenn man dann noch den Integranden R(z)z* auf diesen Segmenten
mit R(x) exp(log(x)A) bzw. R(x) exp((log(x)+2mi)A) (x reell) zu vergleichen hat, so
ist erst mal nicht mehr klar, ob nach der Integration {iber die dann unendlich langen
vertikalen Segmente der Fehler nicht ausreif3t.)

5.4. Das Null- und Polstellen zdhlende Integral

Zur Motivation der noch kommenden Resultate, beginnen wir mit einer mathema-
tisch nicht stichhaltigen Voriiberlegung. (Rigorose Argumente liefern wir spater.) Wir
betrachten eine meromorphe Funktion f in der Umgebung einer Null- oder Polstelle
%z, von dieser und gehen davon aus, dass f dort nicht konstant ist. Mit k = ord(z,)

®In der Skizze natiirlich Kreisbdgen, aber zum aktuellen Zeitpunkt wurde ja bereits der Grenzpro-
zess a \ 0 vollzogen und somit die Bogen zu Kreisen komplettiert.
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kénnen wir f(z) = (z —2,)*g(2z) mit einer geeigneten in einer Umgebung von z,
holomorphen und dort nullstellenfreien Funktion g schreiben. Wir betrachten nun
,10g(f (2))“ und ignorieren etwaige Probleme beziiglich dessen, was fiir eine komplexe
Zahl nun mit dem Logarithmus gemeint sein soll. Durch blaudugige Anwendung der
Rechenregeln fiir die reelle Logarithmusfunktion, lasst sich

(5.2) log(f (2)) = klog(z —z,) +log g(2)

vermuten. (Die Hoffnung ist hier, die unbekannte Funktion g von dem deutlich einfa-
cheren Term (z —z,)* ,abspalten“ zu kénnen und genau das leistet der Logarithmus
hier.) Schreiben wir fiir den Moment p = 2i, so sieht man sofort

Log(exp(03/8)*) = Log(exp(03/4)) = Log(exp(—p/4))
=—p/4=2-03/8—p
= 2-Log(exp(p3/8))— o,

wobei Log den Hauptzweig des Logarithmus bezeichne. Die aus der reellen Analysis
bekannte Formel

log(xy) =log(x) +1log(y) (x,y reell und positiv)

tibertragt sich also nicht direkt ins Komplexe; die Giiltigkeit von (5.2) bleibt also
zweifelhaft. Tatsdachlich kann man sich {iberlegen, dass (5.2) bis auf Addition eines
ganzzahligen Vielfachen von 27i (als ,,Korrekturterm®) doch richtig bleibt. Da wir uns
durch die Betrachtung des Ausdrucks ,log(f (z))“ ja ohnehin schon in schmutziges
Gewdsser begeben haben, tun wir nun einmal so, als sei der in (5.2) noch einzufiigen-
de Korrekturterm lokal konstant (auch das sollte einem mit Blick auf die Null- oder
Polstelle von f bei z, irgendwie komisch vorkommen). Durch Ableiten wird dieser
dann vermutlich wieder verschwinden. Beherztes Ableiten von (5.2) fithrt nun auf

f@_ k  g@
f@) iz 8@

Man beachte: obgleich unsere Ausfithrungen mit ,log(f (z))“ mehr als fragwiirdig
erscheinen miissen, lassen sich die in der letzten Gleichung auftretenden Ausdriicke
problemlos fiir alle z in einer geeigneten punktierten Umgebung von z, hinschreiben
(f ist in dieser ja sicher Null- und Polstellenfrei und selbiges gilt fiir g). Uberdies ist
besitzt g’/ g in einer Umgebung von z, eine Stammfunktion wegen g(z,) # 0 (siehe
Aufgabe 9.4). Bei Integration von f'/f entlang eines positiv orientierten Kreisweges
y mit Mittelpunkt z, (und geeignet kleinem Radius) erwarten wir also

(5.3)

(5.4) f) dz = k dz + g(2) dz =2mikInd, (z,) + 0= 2mik.
T 7T ) i) @ '

Das Integral linker Hand ,detektiert“ also k = ord(z)!
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Lemma 5.9 (Rechenregel fiir logarithmisches Ableiten). Sind g und h holomorph in
einer Umgebung von z und dort nullstellenfrei, so gilt

(¢ () _g@) , W&
(g-h)(z) g(z) h(z)
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Produktregel:
(g h)'(z) _ g'@h(x) + g2 (=) _ ¢'(z) M)
(g-h)(=z) g(2)h(z) g(z)  h(z)
Wir fiihren noch eine Sprechweise ein: ein Zykel I' in C berandet U C C, falls

Ind, (-) nur die Werte O und 1 annimmt und U genau als allen Punkten z, € C mit
IndY(zo) = 1 besteht (vgl. Abbildung 30).

O

(a) Ein Zykel, der eine unzusammenhéngen- (b) Ein Zykel, der ein Gebiet (schraffiert) mit
de Menge (schraffiert) berandet. einem Loch berandet.

Abbildung 30. Illustrationen zum Begriff des ,,Berandens®. Als Ge-
genbeispiel beachte man, dass etwa der Zykel aus Abbildung 29 (a)
keine Menge berandet, da dieser nicht blo Windungszahlen 0 und 1
annimmt.

Satz 5.10 (Das Null- und Polstellen zahlende Integral). Es sei f meromorph auf einer
offenen Menge U C C und nirgends lokal konstant. Ferner sei I" ein Zykel in U, welcher
eine Menge A C U berandet und dessen Spur weder Nullstellen noch Pole von f enthdlt.
Dann gilt

L[ fl), _
oy e dZ—Zordf(zo)

Zp€A
= #{Nullstellen von f in A} — #{Polstellen von f in A},

wobei Null- und Polstellen gemdys ihrer Ordnung zu zdhlen sind. (In der auftretenden
Summe iiber z, € A gilt ord;(z,) # 0 hochstens fiir endlich viele z,.)
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Beweis. Wir beweisen ein noch geringfiigig allgemeineres Ergebnis, welches besagt,
dass man in der Formel des Satzes auch eine beliebige holomorphe Gewichtsfunktion
einfligen darf. Es sei hierzu w: U — C holomorph. Dann behaupten wir

1 '(2)
ﬁJFW(Z)-;(ZZ) dz = ZOZE:AW(ZO)Ol’df(zo)-

(Die Aussage des Satzes entspricht offenbar dem Fall w = (z — 1).) Zum Beweis der
eben gemachten Behauptung bemerken wir zunédchst, dass man wie im Beweis des
Residuensatzes (Satz 5.5) sieht, dass A nur endlich viele Null- und Polstellen von f
enthélt und an anderen Punkten z, € A gilt ohnehin ord;(z,) = 0. (Fiir Polstellen
wurde dies im Rahmen von Satz 5.5 schon bewiesen. Die Aussage iiber Nullstellen
bekommt man hieraus allerdings auch, indem man 1/f statt f betrachtet.) Die
Holomorphie von h: z — w(z)f’(z)/f (z) steht in allen Punkten von U aul3er Frage,
wenn es sich bei diesen nicht um Pol- oder Nullstellen handelt. Ist nun z, eine Pol- oder
Nullstelle, so folgt aus Lemma 5.9 (siehe (5.3) und (5.4)) Res;(z,) = w(z,) ord, (20)-
Die Behauptung ergibt sich nun direkt aus dem Residuensatz. O

Korollar 5.11 (Null- und Polstellen zéhlende Windungszahl). Es sei f meromorph auf
einer offenen Menge U C C und y: [a, b] — U sei ein geschlossener Integrationsweg in
U, welcher eine Menge A C U berandet und tr(y) treffe weder Null- noch Polstellen von
f. Dann gilt

Ind;,, (0) = #{Nullstellen von f in A} — #{Polstellen von f in A},

wobei Null- und Polstellen gemdys ihrer Ordnung zu zdhlen sind.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 5.10 unter Beachtung von

1 1 1 (" 1 ,
Indfoy(0)=% foygd2= 277:i£ f(y(t))(fOY) (t)de
1 (" f/ o), 1 [ f'w)
“2m), fo’ O 2m) T -

Bemerkung. Die Aussage von Korollar 5.11 bleibt auch giiltig, wenn man y nur als
geschlossenen Weg voraussetzt. In diesem Fall muss man sich beim Beweis allerdings
etwas mehr Miihe geben, da man nicht von y’ sprechen kann. Wir verzichten auf die
Details.

Satz 5.10 und Korollar 5.11 bezeichnet man auch gelgentlich als Argumentprin-
Zip.
Satz 5.12 (Rouché). Es seien f,5: U — C holomorph auf einer offenen Menge U C C
und y: [a, b] — U sei ein geschlossener Integrationsweg in U, welcher eine Menge A C U

berandet. Ferner gelte |6(z)| < |f (2)| fiir alle z € tr(y). Dann haben f und f +6 in A
(mit Vielflachheit gezdhlt) gleich viele Nullstellen.
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Beweis. Wegen der Ungleichung |6(z)| < |f (2)| (fiir z € tr(y)) folgt, dass fiir solche
z die abgeschlossene Kreisscheibe B(f(z),|5(2)|) nicht den Nullpunkt enthilt (vgl.
auch die recht alte Abbildung 2 auf Seite 5 in Kapitel 1). Diese enthélt allerdings jede
Konvexkombination (1 —s)(f + 6)(z) +sf (z). Hieraus ergibt sich, dass es sich bei

H:[a,b]x[0,1] = C, (t,s) = (1=s)((f +8)oy)(t)+s(f oy)(t)

um eine Homotopie zwischen (f + 6) oy und f oy in C\ {0} handelt. Insbesondere
trifft tr(y) auch keine Nullstellen von f + 6 oder f. Aus der Homotopieinvarianz des
Wegintegrals (Satz 4.13) ergibt sich dann

1 1
Ind;5)0,(0) = f —dz = f 2 dz = Indy,,(0).
(f+6)oy for

Mit Korollar 5.11 folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Den Satz von Rouché (Satz 5.12) hétte man auch fiir Zykel I' beweisen
konnen, an denen nur Integrationswege beteiligt sind und die eine Menge beranden.
Hierzu ist der obige Beweis lediglich mit Linearitédt auf die beteiligten Integrations-
wege zu iibertragen. Ja, man hétte statt Integrationswegen sogar von allgemeinen
geschlossenen Wegen sprechen diirfen, wenn man Korollar 5.11 fiir solche Wege
bewiesen hitte.

Wir schlieRen mit einer anschaulichen Uberlegung zum Satz von Rouché bzw.
dessen Beweis. Fiir ein etwas theoretischeres Beispiel, siehe hingegen Abbildung 31.

Bemerkung (Hundeleinenlemma). Die im Beweis von Satz 5.12 benutzte Tatsache,
dass zwei Wege v, und y; mit

ly1(t)—7yo()| < |y,(t)] (t aus dem Parameterintervall)

in C\ {0} homotop sind, wird auch ,,Hundeleinenlemma*“ genannt. Hier interpretiert
man 7,(t) als die Position eines Hundes zum Zeitpunkt t und y,(t) als die Position
des zugehorigen Herrchens. Man stelle sich nun beide Wege als geschlossen vor
(Hund und Herrchen kehren nach ihrer Tour wieder an den Startpunkt zuriick) und
den Nullpunkt in C als ein uniiberquerbares Hindernis (z.B. einen Laternenmast).
Die obige Ungleichung besagt, dass sich der Hund (welcher vom Herrchen an einer
Leine gefithrt wird) nie so weit vom Herrchen entfernt, als dass er die Laterne treffen
konnte. Die Homotopie (in C\ {0}) der Wege von Hund und Herrchen impliziert nun,
dass Hund und Herrchen die Laterne genau gleich oft umlaufen.

5.5. Der Satz von Gauf3-Lucas und eine Vermutung von Sendov

In diesem Abschnitt besprechen wir interessante Eigenschaften von Polynomen,
deren Ableitung und der Verteilung ihrer Nullstellen. Fiir das weitere Verstdndnis der
Vorlesung ist dies nicht wichtig, allerdings ist es aus mathematischer Sicht sehr hiibsch
und hat, wie unten klar wird, auch in der aktuellen Forschung einige Relevanz.
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Abbildung 31. Illustration zum Beweis vom Satz von Rouché
(Satz 5.12) und der dort benutzten Homotopie H. Hier ist f(z) =
822+ 3iz, 6(2) = 2° —1—iexp(z) und y(t) = exp(2mit) parametrisiert
dD. Gezeichnet sind der Weg (f + &) oy (diinn) und der Weg f oy
(dick), sowie das Verhalten der Homotopie H, welche ((f + &) o y)(t)
(weilde Punkte) geradlinig in (f o y)(t) iibergehen ldsst. Man sieht
leicht, dass sich f oy genau zwei mal um den Nullpunkt windet. Sel-
biges gilt dann (wie man ebenfalls leicht sieht, aber auch durch den
Beweis von Satz 5.12 garantiert bekommt) auch fiir (f + &) o y. Insbe-
sondere haben f und f + 6 jeweils genau zwei Nullstellen in . Die
Nullstellen von f sind tatsdchlich genau O und —gi. Beim Versuch die
Nullstellen von f + 6 zu finden, liefert das Computeralgebrasystem
Mathematica die Fehlermeldung: , This system cannot be solved with
the methods available to Solve.“ Wir wissen aber dennoch(!) aus theo-
retischen Griinden, dass f + 6 genau zwei Nullstellen in D besitzt.

Der Beweis des folgenden Satzes basiert auf Eigenschaften der logarithmischen
Ableitung (siehe (5.3)), ist aber insgesamt vollig elementar und benutzt keine kom-
plexe Analysis. (Der Fundamentalsatz der Algebra, Satz 1.2, wird allerdings doch
gebraucht.) Fiir eine Illustration zur Aussage des Satzes, siehe Abbildung 32.
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Satz 5.13 (GauB-Lucas). Es sei P € C[Z] ein nichtkonstantes Polynom und P’ bezeichne
dessen Ableitung. Dann ist die Menge der Nullstellen von P’ enthalten in der konvexen
Hiille der Nullstellen von P.

Beweis. Es sei w eine Nullstelle von P’ und 2,...,32, bezeichnen die n = degP
Nullstellen von P. (Wir fordern hier nicht, dass die z;, paarweise verschieden sind.)
Bezeichnet a den Leitkoeffizienten von P so haben wir die Faktorisierung

P=a l_[(Z — 2;)-
k=1

Ist w = g, fiir ein k, so ist w trivialerweise in der konvexen Hiille der Nullstellen von
P enthalten. Darum sei nun P(w) # 0 angenommen. Dann ist

P/
——Z —

Einsetzen von w liefert

W_Zk
e I NI N =
w—2 |W 2|2 |lw— 2:|2 |W %

Darum schrelbt sichw = Alzl ...+ Az, mit
1 - 1
A= und 1=A,+...+A,.
‘ |W_Zk|2/;|w_2e|2 ' "
Also lasst sich w als Konvexkombination der Nullstellen von P schreiben. O

Wir betrachten nun Polynome P € C[Z] vom Grad n > 2, deren Nullstellen
vollstandig in der abgeschlossenen D Einheitskreisscheibe enthalten sind. (Diese
Bedingung ist im Wesentlichen eine Normalisierung; man kann aus jedem komplexen
Polynom ein derartiges Polynom gewinnen, indem man die auftretende Variable Z
durch aZ + b mit a, b € C geeignet, a # 0, ersetzt. Das verandert nicht die ,,Form“
der Nullstellenmenge, sondern verschiebt und skaliert diese nur in der komplexen
Ebene.) Laut dem Satz von Gaull-Lucas (Satz 5.13) liegen die Nullstellen von P’
dann auch in D. Da der Durchmesser von D gleich 2 ist, gibt es also zu jeder Nullstelle
z von P eine Nullstelle w von P’, mit Abstand |z —w| < 2.

Eine berithmte Vermutung von Blagowest Sendov behauptet, dass man tatsich-
lich sogar stets eine Nullstelle w von P’ mit |z —w| < 1 finden kann. Diese Vermutung
ist trotz der scheinbar geringen Verscharfung der Konstante 2 zu 1 und ihrer elemen-
taren Art (es geht ja ,,nur“ um Polynome und ihre Nullstellen!) bis heute ungelost.
Nichtsdestotrotz gelang Terence Tao [19] im Dezember 2020 ein wesentlicher Durch-
bruch; er konnte die Vermutung fiir alle hinreichend grofsen Grade n beweisen. Was
hier ,hinreichend grof3“ ist, wird in Taos Arbeit allerdings nicht ndher untersucht.
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Abbildung 32. Illustration zum Satz von Gauls-Lucas (Satz 5.13).

Gezeichnet sind die Nullstellen (weif3e Punkte) eines zufallig gewdhlten
Polynoms P vom Grad 20, deren konvexe Hiille (schraffiert) und die
Nullstellen von P’ (schwarze Punkte). Letztere befinden sich offenbar
samtlich in der schraffierten Menge.

109






KAPITEL 6

Folgen holomorpher Funktionen

Aus der reellen Analysis kennt man diverse Operationen, welche aus vorhandenen
Funktionen mit handhabbaren Eigenschaften (etwa Differenzierbarkeit) neue geba-
ren. Dabei gibt es eher banale Operationen, wie die punktweise definierte Summe
zweier Funktionen, aber auch diffizilere, wie die durch punktweise Grenzwertbildung
definierte Grenzfunktion einer konvergenten Funktionenfolge. Uber die Ubiquitit
und Niitzlichkeit dieser Operationen braucht hier wohl nicht viel gesagt werden und
es wirft sich sofort die Frage auf, welche Konvergenz-Eigenschaften von Funktionen-
folgen in der komplexen Analysis gute Dienste leisten. Den wichtigen Konvergenzsatz
von Weierstrafy (Satz 6.1) héatten wir schon in Kapitel 3 besprechen konnen (und
vielleicht auch sollen, um schneller mehr Beispielen fiir holomorphe Funktionen
habhaft zu werden). Im Lichte unserer mittlerweile allerdings weit entwickelten Un-
tersuchungen holomorpher Funktionen (siehe Kapitel 5), gelingt uns hier allerdings
auch gleich eine umfassendere Untersuchung diverser Eigenschaften, welche unter
dem geeigneten Grenzprozess bei Holomorphie erhalten bleiben. Spannende Anwen-
dungen der hier entwickelten Theorie besprechen wir in Kapitel 7 und Kapitel 8. Das
hier vorliegende Kapitel orientiert sich sehr stark an [10, Kapitel 8].

6.1. Kompakte Konvergenz

Es sei U C C ein Gebiet. Wir sagen, dass eine Folge (f,,), holomorpher Funktionen
f.: U — C kompakt konvergiert, falls fiir jedes kompakte K € U die Folge (f,|x),
gleichmifig konvergiert. Dies ist offensichtlich dquivalent dazu, dass (f,), lokal
gleichmdpfSig konvergiert, es also um jeden Punkt z, € U eine offene Umgebung
V C U gibt, fiir die (f,|,),, gleichmafig konvergiert. Ebenfalls einfach zu sehen ist,
dass lokal gleichmaf3ige Konvergenz (also kompakte Konvergenz) dquivalent dazu
ist, lokal gleichmdf3ig Cauchy zu sein.’

Die (punktweise definierte) Grenzfunktion einer kompakt konvergenten Folge
holomorpher Funktionen ist, da holomorphe Funktionen ja stetig sind, wie aus der
Analysis bekannt, sicher stetig. Ebenfalls aus der Analysis bekannt, ist der Weierstra/s-
sche Approximationssatz, der einem erlaubt jede stetige Funktion auf [0, 1] gleichmé&Rig
durch Polynome zu approximieren. Wendet man dies auf bekannte Beispiele von steti-
gen aber nirgends differenzierbaren Funktionen an (siehe Abbildung 12 auf Seite 44),

!Man betrachte es als eine Ubungsaufgabe zum Stoff der Analysis 1, die Definition der hier
angesprochenen Konvergenzbegriffe prizise zu formulieren und deren Aquivalenz zu zeigen.
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so wird klar, dass sich in der reellen Analysis Differenzierbarkeit iiberhaupt nicht gut
mit gleichmaliger Konvergenz zu vertragen braucht. Wie gewohnt, beschenkt einen
die komplexe Analysis hingegen in ihrer unerschopflichen Gnéadigkeit mit Besserem:

Satz 6.1 (Konvergenzsatz von WeierstraB). Sei f: U — C die Grenzfunktion einer
kompakt konvergenten Folge (f,),, holomorpher Funktionen f,: U — C auf einem Gebiet
U C C. Dann ist f holomorph.

Beweis. Wir bemiihen den Satz von Morera (Satz 3.6) zum Nachweis der Holomorphie
von f. Sei hierzu A ein (ausgefiilltes) Dreieck, welches ganz in U enthalten ist und
der Rand J A geeignet als geschlossener Weg parametrisiert. Dann ist

f f(z)dz =f lim f,(z)dz = lim J f.(z)dz =0,
oA an" e Jan

wobei die letzte Gleichheit wegen der Holomorphie von f, und dem Lemma von
Goursat folgt und die Grenzwertvertauschung mit dem Integral dadurch gerechtfertigt
ist, dass (f,|;1), gleichmélig konvergiert. (Man beachte, dass d A kompakt ist.) Der
Satz von Morera liefert also die Holomorphie von f. OJ

Proposition 6.2. Es sei (f,,), eine kompakt konvergente Folge holomorpher Funktionen
fu: U — C auf einem Gebiet U C C. Dann konvergiert auch (f)), kompakt.

Beweis. Es sei B(z,,2r) eine ganz in U enthaltene Kreisscheibe und K := B(z,, ). Es
reicht sicher zu sehen, dass (f/|), gleichmaRig konvergiert. Ist f die Grenzfunktion
von (f,),, so ist diese laut Satz 6.1 holomorph. Wir haben darum (siehe Satz 3.2)

ORISR
(z—10)?
fiir alle { € K. Die M-L-Abschitzung (Lemma 2.6) liefert hier
r If () — fu(2)]
— max ——————

27 2€0B(2q,21) r2

FO-FO=5- f
T ) 5B(z,,2r)

F()—£(DI <

und dies konvergiert fiir n —» oo wegen der gleichméal3igen Konvergenz der Folge
(fulaB(zo.2r)) gegen Null. O

Bemerkung. Der wichtige Punkt im Beweis von Proposition 6.2 war es, K mit posi-
tivem Abstand zum Rand dB(z,, 2r) zu wéhlen, da der (potenzierte) Cauchy-Kern
(z—{) fiir z und ¢ nahe bei einander sonst zu groR werden konnte. Selbstverstind-
lich tibertragt sich die Konvergenzaussage aus Proposition 6.2 iiber (f), auch auf die
Folgen (f™), horerer Ableitungen. (Man wende Proposition 6.2 induktiv an, oder
fithre die offensichtlichen Modifikationen im Beweis durch.)

Satz 6.3 (Blatterzahl der Grenzfunktion). Es sei (f,), eine kompakt konvergente Folge
holomorpher Funktionen f,: U — C auf einem Gebiet U C C. Aufserdem seien a € C
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und m € N gegeben und fiir jedes f, sei die mit Vielfachheiten gezdhlte Anzahl von a-
Stellen von f hochstens m:

!
Z ord;(zy—a) < m.
zo€f1({a})

Dann ist die Anzahl der a-Stellen der Grenzfunktion f entweder auch héchstens m oder
f ist konstant a.

Beweis. Man kann den Satz von Rouché (Satz 5.12) benutzen, um die Annahme, dass
f (mit Vielfachheiten gezahlt!) mindestens m + 1 viele a-Stellen besitzt, zu einem
Widerspruch zu fiihren. Die Details sind Aufgabe 12.1. O

Injektive holomorphe Funktionen nennt man auch schlicht (auch im Englischen,
aber dort manchmal auch ,univalent®). Aus Satz 6.3 erhilt man dann sofort das
folgende Ergebnis:

Korollar 6.4. Es sei (f,), eine kompakt konvergente Folge schlichter Funktionen auf
einem Gebiet U C C. Dann ist die Grenzfunktion f entweder auch schlicht, oder konstant.

Beispiele.

e Die Folge (f,), mit f,: C — C, z — z/n, ist eine Folge ganzer schlichter
Funktionen, welche kompakt gegen die Nullfunktion konvergiert.

e Die Folge (f,,), mit f,;: D — C, 2 — 2—(1—1/n), konvergiert auf D kompakt
gegen die Grenzfunktion z — z — 1, welche in D keine Nullstellen besitzt.
Allerdings besitzt jedes f, in D eine Nullstelle (ndmlich bei 1 —1/n). Die
Anzahl der a-Stellen in Satz 6.3 kann also abnehmen, indem a-Stellen
der Funktionen in der Folge (f,),, zum Rand des Definitionsbereichs hin
,2abwandern“.

6.2. Der Satz von Montel

Es sei U C C ein Gebiet. Eine Familie* & C #(U) heil’t lokal gleichmdf3ig
beschridnkt, falls es um jedem Punkt z, € U eine Umgebung V C U und ein C > 0
gibt, fiir welche die folgende Abschétzung gilt:

max{|f(2)|: feZ,z€V}<C.

Analog sagen wir von einer Folge (f,), holomorpher Funktionen f, € #(U), dass
diese lokal gleichmal3ig beschréankt sei, falls dies fiir die Familie { f, : n € N} zutrifft.

Eine Familie & C 5 (U) heil3t normal, falls jede Folge (f,), in % eine kompakt
konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 6.5 (Montel). Es sei U C C ein Gebiet. Dann ist jede lokal gleichmdSig beschrdnkte
Familie & C 5#(U) normal.

2Lies: Teilmenge. Es ist allerdings tiblich, hier von ,Familien“ zu sprechen.
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Bemerkung. Eine geeignete Umkehrung des Satzes von Montel gilt auch: jede nor-
male Familie & C s(U), die in einem Punkt beschrankt ist, ist notwendigerweise
lokal gleichmaf3ig beschrankt. Man kann den Raum 2#(U) auch mit einer geeigneten
Topologie ausstatten (die sogenannte Kompakt—Offen-Topologie), beziiglich derer
eine Folge (f,), in & genau dann (in dieser Toplogie) konvergiert, wenn sie kompakt
konvergiert. Der Satz von Montel (+ hier angesprochene Umkehrung) entpuppt sich
dann als ein Kriterium fiir relative Kompaktheit,® ist also eng verwandt mit dem
Satz von Bolzano—Weierstrald (bzw. Satz von Heine-Borel), der ja besagt, dass eine
Teilmenge X C R" genau dann relativ kompakt ist, falls diese beschrénkt ist.

Es ist erwdhnenswert, dass die Kompakt—Offen-Topologie in der hiesigen Situation
sogar metrisierbar ist; man wahle hierfiir eine kompakte Ausschépfung (K, ), von U
im Sinne von Aufgabe T1.3 und definiere den Abstand d(f, g) zweier Funktionen
f,g € 5(U) durch

= gl
d(f,8) .—Zm mit  [|hll, = maxlh(z).

n=1
Dann ist d eine Metrik auf > (U) und stattet . (U) also mit einer Topologie aus
(sogar mit der Struktur eines vollstindigen Fréchet-Raumes, wenn man die C-Vektor-

raumstruktur auf #(U) miteinbezieht). Diese stimmt mit der oben angesprochenen
(allerdings hier nicht definierten) Kompakt—Offen-Topologie iiberein.

Zum Beweis von Satz 6.5 bemiihen wir ein Lemma:

Lemma 6.6. Es sei (f,,), eine lokal gleichmdfsig beschrdnkte Folge holomorpher Funk-
tionen f,: U — C auf einem Gebiet U C C und diese konvergiere (punktweise) auf einer
in U dichten Menge. Dann konvergiert die Folge (f, ), bereits kompakt.

Beweis. Wie zu Beginn dieses Kapitels angemerkt wurde, geniigt es zu zeigen, dass
(f.)n lokal gleichmdfSig Cauchy ist, d.h. wir wollen Folgendes zeigen:

V2o €U 3r>0Ve>03IN eNVm,n =N Vi €B(zy,1): |fo(O)—fu(D] <e.

Nun zur Sache. Es sei z, € U fixiert und € > 0 beliebig. Vermdge lokal gleichmél3iger
Beschranktheit, finden wir ein r > 0 so klein, dass die gesamte abgeschlossene
Kreisscheibe B(z,,2r) in U enthalten sei und auf dieser |f,| (n = 1,2,...) durch
ein C > 0 beschrinkt bleibt. Fiir n € N und {,a € B(z,,r) ist dann wegen der

3Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heift bekanntlich relativ kompakt, falls ihr topolo-
gischer Abschluss kompakt ist.
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Cauchyschen Integralformel und der M-L-Abschédtzung

) =2 fuz) _ fuz)
(0~ f@)] = LB(ZO’ZF)(Z_ . Z_a)dz'

27
_la={¢] J f2) ‘
= ———dz
(6.1) 27 | ) apgag2ry B — 0Nz —a)
B { D GO
2T 2€0B(z0,2r) |2 — ||z — a
— c 2C
Sla C|-2n2r-—:—|a—§|_
21 r2 r

Da die Menge der Punkte, auf denen (f,.), konvergiert, laut Annahme dicht in U
(insbesondere in B(z,, 1)) liegt, gibt es endlich viele* solche Punkte aj, ..., a; € B(2,,T)
mit
— k €r
B(z,,7) € B(z,,7) € B(a,——).
(zorr) € Blao ) € B4 55
Wir wihlen nun N € N hinreichend grof3, sodass

|fn(a€) _fn(a€)| < %6

fir allen> N und alle £ = 1,..., k gilt. Es sei nun { € B(z,, ) beliebig. Dann gibt es

ein a € {ay,...,a;} mit |{ —a| < 55;. Die Dreiecksungleichung liefert dann

/(0 = fu(D] < 1fa(0) = fu(@)] + |fo(@) = frn(@)] + | fn(@) = (D)

2C 1 2C
<—la={|+-e+—la—{|<e€
r 3 r

firallen,m>N. O

Beweis vom Satz 6.5. Es sei (a,), eine dichte Folge in U. (Eine solche erhélt man
etwa, indem man sich auf die Abzdhlbarkeit von U N (Q + iQ) beruft.) Wegen der
lokal gleichméRigen Beschrénktheit der Familie & gibt es eine Folge (f; ,), in &, die
im Punkt a; konvergiert. (Hier geht der Satz von Bolzano-Weierstraf3 ein!) Gleichsam
findet man eine Teilfolge (f,,), von (f;,),, die auch in a, konvergiert. Induktiv
wahlt man nun je eine Teilfolge (f; ,), von (f;_1,), derart, dass diese auch in q;
konvergiert.

f1,.3 f1,1 f1,2 f1,3 f1,4 f1,5
fz,.3 f2,1 f2,2 f2,3 f2,4 f2,5
f3,.1 f3,1 f3,2 f3,3 f3,4 f3,5
f4,.1 f4,1 f4,2 f4,3 f4,4 f4,5

r

“4Zur Endlichkeit: man wahle zu der offenen Uberdeckung Uaeg(z(),r) B(a, §5=) 2 B(z,, ) vermége
Kompaktheit von B(z,, r) eine endliche Teiliiberdeckung.
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Die Diagonalfolge (f, ), konvergiert dann allerdings auf der in U dichten Menge
{a, : n € N} (punktweise) und also (dank Lemma 6.6) iiberhaupt schon kompakt.
Also ist % normal. O

Bemerkung. Hinter dem hier gefiihrten Beweis zum Satz von Montel (inklusive
Lemma 6.6) verbirgt sich ein allgemeiner Satz aus der Funktionalanalysis, der Satz von
Arzela—Ascoli. Dieser stellt ein Kompaktheitskriterium ein Radumen stetiger Funktionen
dar und findet z.B. in der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen beim
Beweis des Existenzsatzes von Cauchy Anwendung. Eine wichtige Bedingung hierzu
ist die sogenannte gleichgradige Stetigkeit der betrachteten Funktionenfolge. Diese
haben wir in (6.1) aus der Cauchyschen Integralformel und lokaler Beschranktheit
gewonnen. Wir verzichten darauf, weiter auf diesen Satz einzugehen.

Korollar 6.7 (Satz von Vitali, Haufungspunkt-Kriterium). Es sei (f,,), eine lokal gleich-
mdfsig beschrdnkte Folge holomorpher Funktionen f,: U — C auf einem Gebiet U C C
und diese konvergiere (punktweise) auf einer Menge, welche einen Hdaufungspunkt in U
besitzt. Dann konvergiert die Folge (f, ), bereits kompakt.

Beweis. Wegen Lemma 6.6 geniigt es sicher zu sehen, dass (f,,), punktweise kon-
vergiert. Es sei darum z € U fixiert. Es seien (f,, ), und (f, )x nun zwei beliebige
Teilfolgen von (f,), derart, dass diese bei z konvergieren. (Solche Teilfolgen kann man
dank des Satzes von Bolzano-Weierstraf3 sicher wahlen zumal (f,(2)), ja beschrankt
ist.) Wenn wir

(6.2) klim [ (2) = klim fin (%)

nachweisen konnen, so folgt, da die Teilfolgen beliebig waren, dass (f,,(2)), iberhaupt
nur einen Haufungspunkt besitzt und darum (man beachte abermals die Beschrankt-
heit von (f,(2)),) konvergiert.

Der Satz von Montel (Satz 6.5) gewahrleistet, dass man Teilfolgen von (f,,, ), bzw.
(fin, )k findet, die kompakt konvergieren. Deren Grenzfunktionen seien mit f und g
bezeichnet. Da nach Voraussetzung die urspriingliche Folge (f,), allerdings schon als
auf einer Menge mit Haufungspunkt in U konvergent angenommen war, stimmen f
und g auf jener Menge iiberein und dann laut dem Identitétssatz (Satz 3.7) schon auf
ganz U: f = g. Also gilt (6.2) und es folgt die punktweise Konvergenz von (f,),. [

Korollar 6.8 (Ableitungskriterium). Es sei (f,), eine lokal gleichmdfsig beschrdnkte
Folge holomorpher Funktionen f,: U — C auf einem Gebiet U C C. Ferner sei z, € G ein
Punkt derart, dass fiir jedes k > 0 die Folge ( fn(k)(zo))n konvergiert. Dann konvergiert
die Folge (f,), bereits kompakt.

Beweis. Man kann den Beweis von Korollar 6.7 quasi wortlich iibernehmen. An der
Stelle wo wir uns dort auf den Identititssatz berufen hatten (genauer: die dort
behauptete Aquivalenz »,(1)&=(2)), benutze man stattdessen ,,(1) < (3)“ angewandt
auf den Punkt z, aus der Voraussetzung. OJ



KAPITEL 7

Der Riemannsche Abbildungssatz

In der linearen Algebra studiert man Eigenschaften linearer Abbildungen zwischen
abstrakt definierten Vektorrdumen (vornehmlich von endlicher Dimension). Die
generelle Strategie ist hierbei, fiir eine lineare Abbildung f: V — W zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen, zunachst Basen von V und W zu wéhlen. Diese
induzieren K-Vektorraumisomorphismen V = K™ und W = K" (m = dimy V, n =
dim; W) und liefern sodann ein kommutatives Diagramm1

V%W

| |

Km v—Ay Kn

mit einer geeigneten Matrix A € K™™ (der Darstellungsmatrix von f beziiglich der
zuvor gewahlten Basen). Das Studium von f reduziert sich dann auf das Studium der
Matrix A und Fragen iiber Matrizen lassen sich oft bequem kalkiilartig durch Rechnen
l6sen. Diese Strategie ist sehr effektiv, da man die linearen Abbildungen K™ — K"
sehr konkret kennt und darum angemessen gut versteht.

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, die obige Strategie auch fiir
die komplexe Analysis brauchbar zu machen. Zu gegebener holomorpher Funktion
f: U — G zwischen Gebieten U, G C C wollen wir also biholomorphe® Abbildungen
U = D und G = E finden und hoffen dann das Abbildungsverhalten von f durch
Betrachtung der unteren Abbildung in dem folgenden kommutativen Diagramm zu
verstehen:?

IAlle hier auftretenden Pfeile sind natiirlich K-lineare Abbildungen.

2Manche Autoren sprechen hier auch von , konformen Abbildungen von U auf D“ (man beachte
das Wort ,,auf“, welches auf Surjektivitdt hinweist) und verstehen dann unter , konform*“ eine schlichte
Abbildung. Das kann allerdings zu Verwirrung fiihren, da z.B. die Exponentialfunktion eine auf C
nirgends verschwindende Ableitung hat (also konform im Sinne von § 1.3 ist), aber selbst nicht schlicht
ist. Wir ziehen hier also die Benutzung des Begriffes ,biholomorph“ vor.

3Alle hier auftretenden Pfeile sind natiirlich holomorphe Funktionen.
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(Den gestrichelten horizontalen Pfeil bekommt man durch Umkehrung der Isomor-
phismen und Verkettung in offensichtlicher Art.) Diese Uberlegung reduziert dann
das Studium von f auf das Studium der holomorphen Funktionen D — E.

7.1. Der Satz und einordnende Besprechung

Der folgende phédnomenale Satz proklamiert, dass man, wenn U und G einfach
zusammenhéangend sind, D und E in der obigen Uberlegung stets als die Einheits-
kreisscheibe D = B(0, 1) wéahlen kann!

Satz 7.1 (Riemannscher Abbildungssatz). Es sei U C C ein nichtleeres, einfach zusam-
menhdngendes Gebiet, welches nicht gleich C ist. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Es gibt eine biholomorphe Abbildung ¢: U — D.
(2) Fiir jeden beliebig gewdhlten Punkt z, € U kann man tiiberdies ein biholo-
morphes ¢: U — D mit ¢(z,) = 0 und ¢’(z,) € R, finden und jenes ¢ ist
eindeutig bestimmt.

Man beachte, dass die symmetrische Gestalt von D es besonders bequem macht,
die holomorphen Funktionen D — DD zu studieren. Wir erinnern zur Substanziierung
dieser Behauptung etwa an das Lemma von Schwarz-Pick aus Aufgabe 6.1 oder die
Tatsache, dass in Aufgabe 13.1 (a) alle biholomorphen Selbstabbildungen von D
explizit als gewisse MoObius-Transformationen bestimmt werden.

Abbildung 33. Ein einfach zusammenhingendes Gebiet. GemaR des
Riemannschen Abbildungssatzes (Satz 7.1) lésst sich dieses konform
auf die Einheitskreisscheibe abbilden. (Zeichnung von Christina Ost-
wald; adaptiert nach dem Deckenfresko ,,Die Erschaffung Adams* von
Michelangelo in der Sixtinischen Kapelle.)
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Bemerkungen 7.2.

)

(2)

(3)

4)

)

Offensichtlich lasst sich keine biholomorphe Abbildung C — D finden, da
eine solche (als beschrankte ganze Funktion) ja laut dem Satz von Liouville
(Satz 3.5) konstant wéare und somit doch nicht biholomorph sein kann.

Da jeder Biholomorphismus natiirlich ein Homéomorphismus ist, impliziert
der Riemannsche Abbildungssatz insbesondere, dass jedes einfach zusam-
menhéngende Gebiet U C C hom6éomorph zur Einheitskreisscheibe D ist.
(Es ist nicht unmittelbar klar, wie man zu dieser Erkenntnis gelangen wiirde,
ohne von komplexer Analysis Gebrauch zu machen.) Umgekehert iiberlegt
man sich auch leicht, dass Homéomorphismen den einfachen Zusammen-
hang erhalten. Ist D also homdomorph zu einer offenen Teilmenge U von
C, so ist U automatisch ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und damit
sogar biholomorph auf D abbildbar sofern U nicht ganz C ist.

Es lage freilich auch nahe, eine Version des Riemannschen Abbildungssatzes
fiir nicht einfach zusammenhédngende Gebiete zu besprechen, jedoch ist
die Theorie hierzu deutlich komplizierter und wiirde den Rahmen dieser
Vorlesung sprengen.

Der noch zu fithrende Beweis von Satz 7.1 gibt keinen Aufschluss darauf,
die eine biholomorphe Funktion U — D zu finden sei. Fiir geometrisch sehr
einfache Gebiete kann man manchmal noch sehr iiberschaubar aussehende
Formeln fiir derartige Funktionen hinschreiben (siehe etwa Aufgabe 13.2
und Aufgabe 13.3), aber im allgemeinen Fall funktioniert dies nicht mehr.
Fiir gewisse Anwendungen geniigt es auch, das Gebiet, fiir welches man
sich interessiert, durch ein konvexes Polygon zu approxiemieren und nach
einer biholomorphen Abbildung des fraglichen Polygons auf D zu suchen.
(Letzteres ist jedenfalls numerisch mittlerweile ausreichend verstanden.)
Uber der Verhalten von biholomorphen Funktionen bei Annidherung an
Punkte auf dem Rand ihres Definitionsbereiches gibt es viel zu sagen. Es
stellen sich die offensichtlichen Fortsetzbarkeitsfragen. Einen kleinen Vor-
geschmack gibt Aufgabe 13.4, aber fiir mehr fehlt in dieser Vorlesung die
Zeit.

Durch Betrachtung von ¢! in Satz 7.1 sieht man, dass sich D biholomorph auf
alle einfach zusammenhéngenden Gebiete abgebildet werden kann. Man fiihrt hierzu
noch gerne zwei Normierungsbedingungen ein, ndmlich, dass 0 auf 0 abgebildet wird
(das lasst sich durch eine Verschiebung des Bildgebietes erreichen) und die Ableitung

von ) =

¢! bei 0 gleich 1 sei (das lisst sich durch eine Skalierung und Drehung

des Bildgebietes erreichen). Dann definiert man* die Klasse & durch

& := {schlichte Funktionen 1: D — C mit 1(0) = 0 und 2'(0) = 1}.

4Das Wort ,Klasse“ sollte man hier als ,Menge“ lesen. Diese altertiimlich wirkende Bezeichnung
ist dem Alter der hier betrachteten Thematik geschuldet und hat sich bis heute nicht abgeschliffen.
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Diese liefert gewissermaflen eine analytische Sicht auf alle® einfach zusammenhén-
genden Gebiete. Die nach Paul Koebe benannte Koebe-Funktion
2
-_—
(1—2)>

ist ein Element von . Sie bildet die Einheitskreisscheibe D biholomorph auf das
Schlitzgebiet C \ (—oo,—1/4] ab (siehe Abbildung 34).° Ist

z+a222+a323+a4z4+...

o0
k:D—C, z =an”:z+222+323+4z4+...
n=0

die Potenzreihenentwicklung einer Funktion aus der Klasse ., so bewies Ludwig
Bieberbach [4] in 1916 die Ungleichung’ |a,| < 2 und mutmafte, dass vielleicht schon
allgemein |a,| < n (n=2,3,...) gelten miisste. Diese sogenannte Bieberbachsche
Vermutung wurde erst 1985 von Louis de Branges bewiesen [5].

Koebe-Funktion k

Abbildung 34. Abbildungsverhalten der Koebe-Funktion k.

7.2. Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Im ganzen hier vorliegenden Abschnitt bezeichne U C C ein fest gewahltes,
einfach zusammenhéngendes Gebiet, welches nicht gleich C ist und z, € U sei
beliebig, aber ebenfalls fixiert (insbesondere ist U # (). Wir betrachten dann die
Menge

(7.1) Z = {schlichte Funktionen ¢: U — D mit ¢ (z,) = 0}.

SUnter Beachtung der oben angesprochenen Normierungen: Verschiebung, Skalierung und
Drehung.

®Dass dies so ist, kann man sich sehr einfach iiberlegen, wenn man Aufgabe 13.2 (b) gelost hat
und mit der Lésung davon probiert, eine biholomorphe Abbildung D — C \ (—o0,—1/4] zu bauen.

’Die Extremalfunktionen in ., welcher hier Gleichheit realisieren sind genau die Koebe-Funktion
k und ihre Rotationen z — £ 'k(Ez) mit £ € 3D. (Der vielleicht ungewodhnlich wirkende Vorfaktor
&1 ist hier notwendig, um die Normierung der Ableitung im Nullpunkt wiederherzustellen.)
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Lemma 7.3. Die in (7.1) definierte Menge & ist nicht leer.

Beweis. Es gilt eine schlichte Funktion ¢: U — D mit ¢ (z,) = 0 zu konstruieren. Zur
Motivation der Beweisidee sei zunédchst davon ausgegangen, dass U eine Umgebung
von 0 nicht enthilt. Dann bildet die Inversion g — 1/z das Gebiet U schlicht auf
ein beschrianktes Gebiet ab und durch Skalierung lasst sich erreichen, dass dieses
in D enthalten ist. Durch Voranstellung einer Verschiebung lasst sich ganz analog
schlieen, wenn das Komplement von U irgendeinen inneren Punkt enthélt. Proble-
matisch sind demnach hochstens solche Gebiete U, deren Komplement keine inneren
Punkte enthéalt? Man sollte sich solche Gebiete als ,,Schlitzgebiete“ vorstellen (siehe
Abbildung 35). Es stellt sich die Frage, ob man auch solche Gebiete stets schlicht
auf ein Gebiet abbilden kann, dessen Komplement eben doch einen inneren Punkt
enthélt. Dieser Aufgabe stellen wir uns nun; wir werden sie mittels der Existenz
holomorpher Wurzeln 16sen konnen.

: ; ; AN RGN NN

Schlitzgebiet V . 7SN NN
NOANNNNNNNNN Wurzelfunktion w NINWON N L

NOANNNNNNNNN WONAUNN A . .
NONN NN NN NN INCON NN Inversion z—
NANNNNNNNNN AONRTINN
//\%\50\\ SONNNN NN

NN N B(—w,e) NONNNN N
NANNNNNNNNN TN NONN NN N
NANNNNNNNNN K NANNNN N

NOANNNN NN NN i o ONNN N NN

NONNNNNN N NN VL —w ONNN N NN
NANNNNNNNNN Ny / NN wo (V)

NN N N NN NN NN S——- ANAN NN

Abbildung 35. Zum Beweis von Lemma 7.3: Ein einfach zusammen-
héngendes Schlitzgebiet V wird durch eine Wurzelfunktion w, ,,aufge-
klappt“. Im Komplement des zugehorigen Bildgebiet findet man dann
einen inneren Punkt —w und durch Inversion und Skalierung lasst sich
dann schlicht auf ein in der Einheitskreisscheibe enthaltenes Gebiet
abbilden.

Wegen U # C gibt es eine komplexe Zahl ¢, die nicht in U enthalten ist. Wir setzen
V := U — . Durch Anwendung von Korollar 4.11 (Existenz holomorpher Wurzeln)
erhalten wir nun die Abbildung w, im folgenden kommutativen Diagramm:

C\ {0}
A
Wz,f/ lpz:z»—mz
g—z—(

U v E—— c\{0}.

Wir wihlen nun einen beliebigen Punkt w € w,(V). Laut dem Satz von der Gebiet-
streue (Satz 3.12) ist w,(V) offen. Es gibt also eine offene Kreisscheibe B(w, 2¢) um
w, die ganz in w,(V') enthalten ist.
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Da id, = p, o w, injektiv ist, ist auch schon w, injektiv. Wegen p,(z) = p,(—=2)
muss dann aber —B(w, €) = B(—w, €) disjunkt zu w,(V') sein. Die durch Verkettung
der offensichtlichen Funktion im folgenden Diagramm erhaltene Funktion ¢: U — D
ist (als Verkettung schlichter Funktionen) sicher schlicht:

wo (V) oo
V lpﬂwzm

V — C\ {0} D.

___________________________________________

Durch Verkettung von ¢ mit der biholomorphen Abbildung (siehe Aufgabe 6.1)

D —D, s W_(/)(zo),
1—¢(z0)w
gewinnt man eine schlichte Funktion ¢: U — D mit ¢(z,) = 0. O

Lemma 7.4. Fiir die in (7.1) definierte Menge & gilt: bildet ¢ € F nicht surjektiv auf
D ab, so gibt es ein ® € F mit |®'(z)| > |P’(20)I-

Abbildung 36. Illustration zum Beweis von Lemma 7.4. Dass sich hier
die Ableitung bei dem Punkt z,, welcher von ¢ auf 0 abgebildet wird,
vergroRert hat, also |(T o w,) (2,)] > |¢’(2,)] gilt, ist vielleicht nur mit
geschultem Auge ersichtlich.

Beweis. Es sei ¢ ein Element der in (7.1) definierten Menge % . Ferner sei ¢ nicht
surjektiv und n € D\ ¢(U) beliebig. Wir betrachten die biholomorphe Abbildung

T:-D->D,w— % (siehe Aufgabe 6.1). Dannist To¢: U — D eine nullstellenfreie
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holomorphe Abbildung auf dem einfach zusammenhingenden Gebiet U und besitzt
damit eine holomorphe Quadratwurzel:

D
(7.2) / LWHZz
U D D.

) T

(Eine solche Abbildung bekommt man leicht mittels eines durch Aufgabe 9.4 beschaff-
ten holomorphen Logarithmus von T o ¢ und dem Argument aus dem Beweis von
Korollar 4.11.) Da p,ow, = T o¢ schlicht ist, muss auch w, schlicht sein. Die schlichte
Funktion w,: U — D muss zwar g, nicht auf 0 abbilden, aber durch Verschaltung mit
der Mobiustransformation

F DD, ge 2 2E)

1—wy(2)z ’

lasst sich dies doch erreichen. Also ist ® := (T ow,) € &. Mit der Kettenregel und
dem Satz iiber die Ableitung inverser Funktionen (siehe (7.2)) erhélt man

T'(¢(20))¢"(20)
py(wa(20))

Durch Berechnung der Ableitungen der auftretenden Mobiustransformationen folgt
dann weiter

®'(z0) = T/(Wz(zo))wlz(zo) = T/(Wz(zo))

SO 2 Ch SRS T 1 G 4 C
(1 —wy(z4)W,(20))2 (1 =M (20))? p5(w,(20))
__ 1-m* ¢'(z) _ 1+In| (20
1—|(T o )(zo)l 2wa(z)  2wy(zo)
Also ist
19/ (z0) = —=1 1oy = 0 e > 1901, =

24/ |wy(20)?] ZN/W

Beweis von Satz 7.1. Wir beweisen lediglich die Teilaussage (1); Teil (2) ist Aufga-
be 13.1 (b). Da U offen ist, gibt es eine Kreisscheibe B(z,, 2¢), die ganz in U enthalten
ist. Fiir jedes ¢ € Z folgt dann mit der Cauchyschen Integralformel (siehe Satz 3.2)
und der M-L-Abschétzung

1 (zo)| = |— f () 4,
a

2mi Blzg.e) 20

1 1 1
< —2me— = —.
27 €2 €

Da % dank Lemma 7.3 nicht leer ist, ergibt sich aus der obigen Uberlegung die
(eigentliche) Existenz des Supremums

so = sup{[¢(z)|: ¢ € F} < 0.
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Wir wéhlen nun eine Folge (¢,), in & fiir die [¢/(z,)| gegen s, konvergiert. Da jede
Funktion ¢, nur Werte in der (beschriankten!) Menge D annimmt, ist (¢,,), (lokal)
gleichmaf3ig beschrankt und der Satz von Montel (Satz 6.5) liefert die Existenz einer
kompakt konvergenten Teilfolge mit Grenzfunktion ¢. (Wegen dem Konvergenzsatz
von Weierstral3, Satz 6.1, ist ¢ natiirlich holomorph.) Da wegen Proposition 6.2 die
Folge der Ableitungen gegen ¢ konvergiert, gilt |¢’(2,)| = so. Da ¢ also nicht konstant
sein kann, liefert Korollar 6.4, dass ¢ (als Grenzwert einer kompakt konvergenten
Folge schlichter Funktionen) selbst schlicht ist. Uberdies ergibt sich natiirlich auch,
dass ¢ hochstens auf Punkte in D abbilden kann. Das Offenheitsprinzip (Satz 3.12)
liefert dann allerdings sogar ¢(U) C D. Also ist ¢ € &. Mit Lemma 7.4 folgt nun
aber sogar ¢(U) = D und wir sind fertig. O

Bemerkung. Man beachte die Funktionsweise des hier gefiihrten Beweises von
Satz 7.1: zunéchst iiberlegt man sich, dass man U tiberhaupt schlicht auf eine offene
Teilmenge von D abbilden kann und dann versucht man eine dertige Abbildung zu
finden, deren Bildgebiet moglichst grof$ ist (in der Hoffnung, dass jenes Bildgebiet
dann automatisch gleich D ist). Hierbei fungiert |¢’(z,)| als Mal3zahl fiir die GroRRe
des Bildgebietes ¢ (U); dies kann man sich so plausibel machen, dass ¢ lokal bei
2, eine ,infinitesimale Kreisscheibe“ auf eine um einen Faktor |¢’(z,)| gestreckte
yinfinitesimale Kreisscheibe“ um den Nullpunkt abbildet. Dass ein Maximieren von
|¢p’(2,)| fir ¢ € F genau die surjektiv auf D abbildenden ¢ auswihlt, ist Aussage
von Lemma 7.4.



KAPITEL 8

Interpolationsprobleme

In diesem letzten Kapitel untersuchen wir die Null- und Polstellenverteilung
meromorpher Funktionen auf C. Es sei f eine auf einem Gebiet U € C holomorphe
Funktion (die Polstellen von f mégen auch in U liegen; U ist also streng genommen
nicht der Definitionsbereich von f). Wir wissen bereits, dass sich die Nullstellen von f
nicht in einem Punkt auf deren Definitionsbereich hdufen konnen (siehe Satz 3.7), ja
auch nicht zu den Polstellen hin (denn dort strebt der Betrag von f gegen +00). Dass
sich die Polstellen von f nicht in U héufen ist Teil der Definition von ,,meromorph®.
Wir werden sehen, dass dies fiir U = C die einzigen Einschréankungen sind, denen die
Null- und Polstellenverteilung von f unterworfen ist. Analoge Aussagen gelten auch
fiir beliebige andere Gebiete und lassen sich im Wesentlichen mit denselben Methoden
beweisen. (Die Situation ist dann aber trotzdem etwas subtiler. Fiir die Details sei
auf [3, Kapitel III, §§ 7-8] verwiesen. In [17] findet man auch die allgemeinen
Resultate, dafiir allerdings mit Beweisen, die mehr auf hier nicht entwickelte Theorie
zuriickgreifen.)

8.1. Der Satz von Mittag-Leffler

Satz 8.1 (Satz von Mittag-Leffler fiir C). Es sei (a,), eine (endliche oder unendliche)
Folge paarweise verschiedener Punkte in C, die keinen Hdufungspunkt in C hat. Fiir jedes
n sei ein Polynom P, positiven Grades mit verschwindendem konstanten Term gegeben.
Dann gibt es eine auf C meromorphe Funktion f, die genau in den Punkten a, Polstellen
besitzt und dort als Hauptteil ihrer Laurententwicklung' gerade z — P,(1/(z —a,,)) hat.

Wir probieren den Beweis des obigen Satzes zu motivieren, indem wir den Fall
a, =—n und P, = Z € C[Z] betrachten. Dann lége es nahe,

-— S —_ == S 1
()= ;Pn(l/(z a,)) = Z —

IMit Blick auf Aufgabe 7.2 stellt man fest, dass diese Sprechweise nicht ganz prizise ist; gemeint
ist die Laurententwicklung um einen kleine punktierte Kreisscheibe um a,, welche sonst keine anderen
Punkte der Folge (a,,),, enthélt.

125
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zu setzen. Das Problem hier ist: die obige Reihe konvergiert fiir kein 2! Um dies zu
beheben, schreiben wir

i ——iz+l22:|:...

z+n

und betrachten dann
o o

Z( LI 1) )
“\z+n n) “n(z+n)
Von dieser Reihe sieht man leicht, dass sie (d.h. ihre Partialsummenfolge) auf C \
{—=1,—2,...} kompakt konvergiert. Die Reihe stellt also eine meromorphe Funktion

auf C dar, hat Pole genau in den negativen ganzen Zahlen und die Hauptteile der
dortigen Laurententwicklungen sind genau 1/(z + n).

Beweis von Satz 8.1. Wir diirfen den Beweis unter der Annahme fiihren, dass keines
der Folgenglieder a, verschwindet, da man zum Schluss ja immer noch einen Term
P, (1/z) addieren kann. AuBerdem diirfen wir davon ausgehen, dass (a,), eine
unendliche Folge ist (ansonsten wéhle f einfach als die (endliche!) Summe der
gewiinschten Hauptteile). Die Funktion z — P, (1/(2z—a,)) ist holomorph auf C\ {a,,}.
Thre Potenzreihenentwicklung konvergiert daher gleichméaf3ig auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B(0, |a,|/2) und wir finden darum ein Polynom T, € C[Z] mit

(8.1) max |P,(1/(z—a,))—T,(z)| <2™.

lzl<la,l/2

Wie in unserer Voriiberlegung sieht man nun, dass die (Partialsummenfolge der)
Reihe

f@) = (P(1/(z—a,))— T,(2))

auf C\ {a, : n € N} kompakt konvergiert; die Reihe stiftet dort nach dem Konver-
genzsatz von Weierstral® (Satz 6.1) also eine holomorphe Funktion. Zum Beweis der
kompakten Konvergenz beachte man, dass offensichtlich |a,| — oo gilt. Es gibt also
zu jeder beschréankten Teilmenge K von C \ {a,, : n € N} a-priori hochstens endlich
viele Indizes n mit K ¢ B(0, |a,|/2). Ist also N hinreichend groR (abhingig von K),
so greift (8.1) fiir alle n > N und wir erhalten

)Z(Pu/(z @)~ T,()| < Zz- ~ 2

-N N—ooo

— 0.

Da nun aber fiir jedes fixierte n auch

Fo(2) = To(2) + ) (Pu(1/(z—a,) — T,,(2))
mn
in einer Umgebung von a, holomorph ist, folgt wegen f(z) —F,(z) = P,(1/(z —a,)),
dass f in a, eine Laurententwicklung mit Hauptteil P,(1/(z —a,)) besitzt. O
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Bemerkung. Man kann die obige Beweisidee auch fiir beliebige Gebiete U C C und
beliebige Folgen (a,), ohne Haufungspunkte in U zum Ziel fithren. Dann muss man
aber vorsichtiger sein, wenn (a,), sich bei Randpunkten von U hé&uft. Die Idee ist es
dann, die Rolle des Mittelpunktes 0 in den obigen Kreisscheiben B(0, |a, |/2) durch
einen Randpunkt von U (anhéngig von a,) spielen zu lassen. Weiteren wesentlich an-
deren Ideen bedarf es dann nicht, aber die Durchfiihrung ist dennoch etwas technisch.
Wir verweisen auf [3, Kapitel III, § 7] fiir die Details.

Man kann sich fragen, ob man auch meromorphe Funktionen auf C (oder einem
anderen Gebiet) mit iiberabzdhlbar vielen Polstellen konstruieren kann. Das geht
allerdings auf Grund topologischer Einschrankungen nicht:

Proposition 8.2. Es sei U C C ein Gebiet und ./ C U eine iiberabzdhlbare Menge von
Punkten in U. Dann besitzt .¢f einen Haufungspunkt in U.

Beweis. Wir zeigen: ist ./ C U eine Menge ohne Haufungspunkt in U, so ist .&/
hochstens abzdhlbar. Hierzu wahle eine kompakte Ausschopfung (K,), von U im
Sinne von Aufgabe T1.3. Dann enthilt jedes K, hochstens endlich viele Punkte von
/. Man erhilt nun eine Abzdhlung von .«/ wie folgt: erst durchlaufe alle Punkte von
o/ NK; in irgendeiner Reihenfolge, dann tue dies mit . NK,; \ K, firn=1,2,...;
wegen USZI K, = U erreicht man damit auch jeden Punkt von .</. O

8.2. Partialbruchzerlegung

Der Beweis des Satzes von Mittag-Leffler (Satz 8.1) liefert sogar eine Metho-
de, um sich meromorphe Funktionen mit vorgegebenen Polstellen zu beschaffen.
Beispielsweise fiir doppelte Pole in allen ganzen Zahlen:

1
f@)=>] Em—r

nez

(Hier hat man bereits absolute und kompakte Konvergenz, ganz ohne die konver-
genzverbessernden Summanden T, aus dem Beweis von Satz 8.1 heranziehen zu
miissen.)

Allerdings kennt man noch eine auf C meromorphe Funktion mit doppelten Polen
in den ganzen Zahlen, ndmlich

1

g —.
sin(7z)?2

Multipliziert man noch mit einem Faktor 72, so kann man sich sogar iiberlegen,
dass die zugehorigen Hauptteile der Laurenzreihen der obigen Funktion und f in
Kreisscheiben B(n, 1) iibereinstimmen. Es stellt sich daher die naheliegende Frage,

die auf C holomorphe(!) Funktion

Zo lim(TC—2 —f(z))

2>20\ sin( 7z )2
2#2,
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zu bestimmen.

Satz 8.3. Fiirz€ C\Zi t—

z ue \Zis sin(7z)?2 Z - (z — n)2

Beweis. Es bezeichne h(z) die holomorphe Fortsetzung (auf C) der Differenz beider
Seiten. Dabei handelt es sich offensichtlich um eine 1-periodische Funktion. Fiir
Zz=Xx+1y ist

) 1 ) ) 1 . .
sin(z) = Z(eXp(IZ) —exp(—iz)) = Z(GXP(IX) exp(—y) —exp(—ix) exp(y)).
Fiir |y| = 1 ist darum
2 _ 272
|sin(7t(x +iy))3?| N lexp(irtx) exp(—my) —exp(—imx)exp(my)|?
< 2m? lylsoo
lexp(7t|y|) —exp(—=|y[)I|?

Andererseits ist aber auch fiir | y| >1

’Z (x+1y—n)2

Dies konvergiert fiir |y| — oo aber offensichtlich auch gegen 0. (Die Reihe {iber
In| > N lasst sich durch geeignet gro3e Wahl von N (unabhéngig von y!) beliebig
klein machen und die endlich vielen iibrigen Terme zu |n| < N konvergieren fiir
|y| = oo gegen Null.) Also ist h auf {x +iy : x €[0,1],|y| = 1} beschrinkt, wegen
der Kompaktheit von { x +iy : x €[0,1],|y| <1} sogar auf { x +iy : x €[0,1]} und
wegen 1-Periodizitat schlieBlich auf C. Der Satz von Liouville (Satz 3.5) zeigt, dass h
konstant ist. Wegen h(iy) — O fiir |y| — oo ist dann aber h konstant Null. Das war
zu zeigen. U

0.

1
<Z(x—n)2+y2'

nez

Formeln wie die in Satz 8.3 bezeichnet man wegen ihrer Ahnlichkeit zur Partial-
bruchzerlegung rationaler Funktionen oft auch als Partialbruchzerlegung.
2
Korollar 8.4. n——1+l+l+l+
8 32 52 7
Beweis. Das folgt durch Einsetzen von z = 1/2 in Satz 8.3 nach Zusammenfassen
einiger Summanden:

(e0)

1 8
1_ Z:(1/2—11)2_2(( 1/2—m)? (1/2+m)2) Z:;(Zm+1)2'

nez

Als weitere Anwendung der obigen Partialbruchzerlegung (Satz 8.3) zeigen wir
die folgende Partialbruchzerlegung des Kotangens.

Satz 8.5. Furze(C\letncot(nz)——+Z 5
22—n
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Beweisskizze. Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert kompakt auf C \ Z (Nach-
rechnen, wie im Beweis von Satz 8.3); ihre Ableitung ist
1 —2(n®+22 2 d
= —(n ) = _Z = —mcot(mz).

2 2 _n2)2 — 2 2
22 = (z2—n?) (2 n) sin(nz)? dz

Die Differenz der beiden Seiten der im Satz behaupteten Gleichung ist also konstant.
Da beide Seiten aber fiir Argumente z = x +iy mit |y| — oo gegen Null konvergieren
(nachrechnen!), muss diese Konstante gleich Null sein. O

Einen Hinweis auf die Niitzlichkeit von Satz 8.5 liefert Aufgabe 10.3, obgleich die
Formel in Satz 8.5 streng genommen nicht direkt fiir die genannte Aufgabe benoétigt
wird.

Bemerkung. Die Formel in Satz 8.5 kann man etwas symmetrischer in der Form

oo N

1 1 1 1
V4 —\Z—n z+n N—oo — Z2—n
n=1 n=—N

schreiben. Man mochte den letzten Ausdruck vielleicht als unendliche Reihe

E 1 «
»
zZ—n

n=—

mcot(mz) =

schreiben, sollte hier allerdings beachten, dass es sich hierbei nur um eine bedingt
konvergente Reihe handelt und deren Wert mittels symmetrisch summierter Partial-
summen zu bestimmen ist (siehe obigen Limes).

8.3. Unendliche Produkte

Als néchstes Ziel fassen wir es in Auge, ein Analogon zum Satz von Mittag-
Leffler (Satz 8.1) fiir die Verteilung von Nullstellen holomorpher Funktionen zu
beweisen. (Dies konnte man auch fiir allgemeine Gebiete tun, allerdings beschranken
wir uns hier der Bequemlichkeit wegen auf die komplexe Zahlenebene C.) Anders
als die zuvor benutzten unendlichen Reihen sind hier Produkte und ihre unendlichen
Varianten freilich das Mittel der Wahl. Argerlicherweise fillt hier allerdings die
Konvergenztheorie geringfiigig komplizierter aus. Wir folgen hier und im nachsten
Abschnitt weitesgehend Rudin [17].

Fiir eine Folge (a,), komplexer Zahlen betrachte man die Folge (py)y von Parti-

alprodukten
N

“a

n=1

Wir sagen, dass das unendliche Produkt 1_[:21 a, konvergiert, falls die diesem zuge-
ordnete Folge (py )y von Partialprodukten konvergiert. Im Konvergenzfall schreiben
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wir dann auch?

(%) N
[ [awi= Jim pw = Jim [ ]an.
n=1 n=1
Beispiele.
D [ ] 0, l_[ 1 und l_[ n sind konvergent, mit jeweiligen Werten 0, 1, bzw. 0.
n=1 n=1 n=0
o
(2) n konvergiert nicht.
=1
= 1 n—1 1
3 1—— | = = lim —=0. Telesk dukt!
()_( n) Un N1_)ngoN (Teleskopprodukt!)
n=2 n=2
o0
— 1 N+1 1
4 (1——)= lim —— = —.
il n2 N—oco 2N 2

Wir betrachten nun fiir z € C (ohne grof3e Konvergenziiberlegungen anzustellen)
das Produkt

(8.2) f(z) = ]_[(1 —z/n).

Es wire freilich schon, wenn hierdurch (dort wo das Produkt konvergiert) eine holo-
morphe Funktion mit Nullstellen genau in 2, 3,4, ... (den Nullstellen der Faktoren im
Produkt!) definiert wiirde. Nun gilt allerdings, wie oben gesehen, f(1) = 0, obgleich
keiner der am Produkt beteiligten Faktoren fiir z = 1 verschwindet. Derartige Beispie-
le mogen als Grund verstanden werden, weshalb die hier gleich noch zu besprechende
Konvergenztheorie unendlicher Produkte (insbesondere die noch einzufiihrende abso-
lute Konvergenz von diesen) so aufgezogen wird, wie man sie eben aufzieht. Unsere
Darstellung orientiert sich an Rudin [17].

Produkte sind Ergebnis der Multiplikation und eben jene ist oft komplizierter
zu verstehen, als die Addition und die daraus gebildeten Summen. Addition und
Multiplikation sind in C jedoch mittels Exponentialfunktion und Logarithmen eng
miteinander verwoben und es scheint naheliegend, unsere Fragen zu Produkten in
Fragen zu Summen verwandeln. Das nédchste Lemma leistet dies.

Lemma 8.6. Sind ug,...,uy komplexe Zahlen und

N N
pv=] [a+u), pi=]]a+.
n=1 n=1

2Wie auch schon bei Reihen iiblich, hat das unendliche Produkt ,,]_[sil a,“ eine doppelte Bedeu-
tung: einerseits meint man damit formal einen Ausdruck, aus dem man die Folge (a,,), herauslesen
kann, andererseits ist auch der Grenzwert von (py )y gemeint, falls dieser existiert.
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so gilt

N
py < eXP(Z|Un|) und |py—1|<py—1.
n=1

Beweis. Wir bemiihen sogleich fiir x > 0 die Ungleichung
1
1+x< 1+x+Z—x” = exp(x).
~n!

(Diese gilt bekanntlich sogar fiir alle x € R, was uns hier aber nicht zu interessieren
braucht.) Damit folgt auch schon die erste im Lemma behauptete Ungleichung:

N N
ol <[ Jexp( +1u,) = exp(Z|un|).
n=1 n=1

Die zweite behauptete Ungleichung zeigen wir mittels Induktion. Fiir N = 1 ist diese
trivial und fiir den Induktionsschritt N — N + 1 beachte

P — 1 = (1 + uya)oy — U = [(1 + g )(py — 1) + uysal
<11+ uy)(py — DI+ [uyql
< (1 + luy1 Dy — 1) + luy
=p;,+1—1. O

Aus der Analysis wissen wir bereits, dass normale Konvergenz von Funktionen-
reihen ein guter Begriff ist, welcher vertraglich mit diversen Operationen, wie etwa
Differenzierbarkeit ist. Das nichste Lemma zeigt, dass sich ein unendliches Produkt
iiber Funktionen 1 + u,, bei normaler Konvergenz der Reihe iiber u, ebenfalls gut
verhélt: die Konvergenz des Produktes ist gleichméf3ig, die Grenzfunktion hat nur
die Nullstellen, die man erwartet und bei der Produktbildung kommt es nicht auf die
Reihenfolge an.

Lemma 8.7. Es sei U C C eine beliebige Menge® und (u,), bezeichne eine Folge be-
schrdnkter Funktionen u,;: U — C mit

oo

(8.3) Zsuplun(z)l < 0.

=1 zeU

Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Das unendliche Produkt (prdziser: die zugehdrige Partialproduktfolge)

F@ =] Ja+u.)
n=1

konvergiert gleichmdfSig auf U.

3wir wihlen U spiter in Anwendungen oft nur als eine kompakte Teilmenge des eigentlichen
Definitionsbereichs unserer Funktionen u,,.
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(2) Fiir z, € U ist f(z,) = 0 genau dann wenn 1+ u,(z,) = O fiir ein n € N gilt.
(3) Ist o: N — N eine beliebige Permutation, so gilt iiberdies

F@ =] [+ )

fiir alle z € U. (D.h. man kann die Faktoren in obigem unendlichen Produkt
beliebig umordnen.)

Beweis. Aus (8.3) und Lemma 8.6 schliefen wir, dass

N
pu(@) =] [(1+u,(2))
n=1

unabhingig von z € U beschrankt bleibt, etwa sup, . |py(2)| < C fiir eine geeignete
Konstante C > 0 und alle N € N.
Fiir € € (0,1/4) existiert nun ein N, € N mit

oo

(8.4) Z suplu,(z)| < €.

n=N, z€U

Es sei nun o: N — N eine beliebige Permutation und N > N, gegeben. Fiir M >
maxo}({1,...,N}) < oo gilt dann

{c(),...,ocM)}={1,...,N}u AN
mit einer geeigneten endlichen Menge A C {N, + 1,N, + 2,...}. Fiir

M
p]?/[ = l_[(]- + ua(m))
m=1

ergibt sich dann*

Py —DPn = pN(l—[(l +u,)— 1)
neAt
Unter Anwendung von Lemma 8.6 und (8.4) kommt
Ipy; — Pl < Ipyl(exp(e) —1) < |py|2€ < 2Ce.

Speziell im Fall o = idy zeigt dies, dass py gleichméallig gegen f konvergiert. Die
Aussage, dass man die Faktoren im f -definierenden Produkt beliebig umordnen darf,
ohne den Produktwert zu verdndern, folgt dann auch sofort, indem man o wieder
beliebig sein lasst.
Zur Aussage liber das Nullstellenverhalten von f beachte man
|py — Pwl < Ipnl2€

fir M > N > N, und somit, dank der umgekehrten Dreiecksungleichung,
Ipml = (1—2€)|pyl = %|p1\1|-

“*Wir lassen der Bequemlichkeit halber im Folgenden eingige Male das Argument z weg.
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Durch Grenzwertbildung erhalten wir also

|f (20)| = 31w, (20)]
und somit f(z,) = 0 genau dann wenn das endliche(!) Produkt py (z,) verschwindet.
Damit ist alles bewiesen. 0

Proposition 8.8. Es sei (f,), eine Folge holomorpher Funktionen auf einem Gebiet
U C C. Uberdies sei keine der Funktionen f, identisch Null und die Reihe

D> I1— £l

konvergiere kompakt auf U. Dann konvergiert auch das Produkt

f@=] £
n=1

kompakt auf U. (Insbesondere ist f: U — C holomorph.) Uberdies gilt
ord;(z,) = Z ord; (),
n=1

wobei auf der rechten Seite hochstens endlich viele Terme von Null verschieden sind.

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus Lemma 8.7, wenn man U dort als kompakte
Teilmenge des hiesigen U wahlt. Fiir die Aussage iiber die Nullstellen von f seiz, € U
beliebig und K C U eine abgeschlossene Kreisscheibe um z, mit positivem Radius. Da
oo
Z| 1— fn |K |
n=1
gleichmél3ig konvergiert, kann es hochstens endlich viele n geben, sodass f, auf K
eine Nullstelle besitzt. O.B.d.A. seien diese n alle kleiner als N € N. Dann ist

f@) = @jfﬂ(z)) E[an(Z),

wobei das zweite Produkt laut Lemma 8.7 keine Nullstellen auf K besitzt. Wir haben
nun

N—-1 [ele)
ord;(zy) = Z ord; (zo) = Z ord; (). O
n=1 n=1

Wir schlief3en diesen Abschnitt mit eingr hiibschen Formel fiir den Sinus. (Man
vergleiche dies insbesondere mit unseren Uberlegungen aus § 8.2 im Anschluss an
den Satz von Mittag-Leffler.)

oo 2
Korollar 8.9 (Euler, 1734). Fiir z € C ist sin(nz) = 1z l_[(l — Z—Z)
n
n=1
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Beweisskizze. Bezeichne das Produkt auf der rechten Seite der behaupteten Gleichung
durch f. Laut Proposition 8.8 ist f eine ganze Funktion und diese hat wegen

22 2 2
1--:(1+—)(1——)
n2 n n

und Proposition 8.8 einfache Nullstellen in den ganzen Zahlen. Mittels kompakter
Konvergenz und Lemma 5.9 rechtfertigt man

flz) 1 f 1 1
f(2) _;+;(z+n+z—n)’

Aus Satz 8.5 (siehe auch die Bemerkung auf Seite 129) ergibt sich dann

f'(z) (sin(nz))’
= t =
f(z) mco(mz) sin(7tz)
Es folgt, dass sich h: z — sin(mz)/f (z) zu einer ganzen Funktion mit verschwindender

logarithmischer Ableitung fortsetzt. Also ist h konstant. Allerdings ist diese Konstante
gleich 1, wie man durch durch Betrachtung der Ableitung bei z = 0 einsehen kann. [

Durch Einsetzen von 1/2 fiir z in Korollar 8.9 (und Division durch ]_[:Zl) erhalten
wir die folgende bekannte Formel (man vergleiche mit dem Beweis von Korollar 8.4):

2 2 6 6 2
Korollar 8.10 (Wallis, 1655). r_2244560 = l_[ k
2 2n—12n+1

8.4. Weierstraldscher Produktsatz

Es sei nun (a,), eine Folge nichtverschwindender komplexer Zahlen ohne Héu-
fungspunkt in C. Wir wollen nun, wie schon zuvor angekiindigt, eine ganze Funktion
f: C — C mit Nullstellenmenge f~({0}) ={a,:n€N} und

ords(z,) = #{n€N:a, =32}
konstruieren.

Der Ansatz

S@ =] [a-2/a)

muss hier i.Allg. aber leider nicht zielfiihrend sein, da wir die zur Anwendung von
Proposition 8.8 benotigte kompakte Konvergenz von

(8.5) D 1—(—z2/a,)
n=1

nicht sicherstellen konnen. (Dass hier nicht blof$ die reine Anwendbarkeit von Pro-
position 8.8 scheitert, sondern auch wirklich ein Problem vorliegt, hatten wir auch
schon bei der Betrachtung von (8.2) erkannt.) Motiviert durch die Beweisidee vom
Satz von Mittag-Leffler (Satz 8.1) sind wir nun bemiiht, die Faktoren 1 —z/a, noch
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mit einem weiteren Faktor h,(z) zu multiplizieren, der diese ,ndher an 1 riickt®,
sodass die kompakte Konvergenz des Pendants

(8.6) > 1= —z/a,)h, ()
n=1

zu (8.5) gewihrleistet werden kann. Die Forderung®
(8.7) 1~ (1—2/a,)h,(2)
impliziert offenbar

1
1—z/a,

Wir pausieren an dieser Stelle, um zu betonen, dass man natiirlich sofort in (8.7)
Gleichheit erwirken kann, indem man h,,(z) einfach als die rechte Seite von (8.8) wdhlt.
Selbstverstdndlich gelangt man hiermit aber zu keiner Losung unseres urspriinglichen
Problems, da hiermit zwar die Konvergenz von (8.6) (und also die des zugehorigen
unendlichen Produkts) sichergestellt wird, man jedoch insgesamt (nach Hebung
aller Singularitidten) nur die konstante 1-Funktion erhilt, welche tiberhaupt keine
Nullstellen besitzt. Damit der hier vorgestellte Ansatz also zielfithrend sein kann, ist
es wichtig, dass in (8.8) zwar ungefdhr Gleichheit, aber eben nicht exakt Gleichheit
gilt.

Der obige Einschub legt nun nahe, die Faktoren h,, als Approximationen an (8.8)
zu wahlen. Um unerwiinschte Singularitdten zu vermeiden, liegt es nahe, die h,, als
ganze Funktionen wihlen zu wollen. Taylor-Polynome wie im Satz von Mittag-Leffler
lagen hierfiir freilich nahe, doch bringen diese oft zuséatzliche Nullstellen mit sich,
welche es zu vermeiden gilt.

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass wir eine nullstellenfreie, ganze
Funktion h, mit (8.8) suchen. Ungeachtet dessen, dass wir noch keine Idee haben,
wie eine solche Funktion zu beschaffen sei, lasst sich jedenfalls folgendes bemerken:
Jede solche Funktion h,, schreibt sich laut Aufgabe 9.4 in der Form h, = exp oL,, mit
einer geeigneten ganzen Funktion L, (siehe auch Proposition 4.10):

C

/71
L, - le"p

c Z— c\{o}.

(8.8) h,(z) ~

Mit Blick auf .
L N —.
xp(L, () % 7

°Das Symbol ,,~“ soll hier als ,,ungefihr gleich“ gelesen werden. Da unsere hier gefiihrten Uber-
legungen noch spéter prazisiert werden und hier nur zur Motivation dienen, kiimmern wir uns an
dieser Stelle nicht darum, dem hier benutzten Symbol eine rigorose Bedeutung zuzuweisen.
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liegt es darum nahe, L,(z) als (holomorphen) Logarithmus von 1/(1 —z/a,) zu
wiahlen, aber in Ermangelung der Existenz eines solchen auf ganz C, tun wir das
nachst bessere und wéhlen L, als Taylor-Polynom eines solchen, lokal definierten
Logarithmus. Da wir uns |a,| als gegen oo strebend vorstellen, wird z/a, fiir fast
alle n ja nahe bei O sein und somit stellt sich auch die Wahl eines Logarithmus mit
groflem Definitionsbereich als unnoétig heraus.

Unsere obigen Ausfiihrungen motivieren die Betrachtung der folgenden Funktion
E,: C — C, gegeben durch

E(2)=(1—2) exp(z + %22 +...+ %z”).
Diese Ausdriicke bezeichnet man auch gelegentlich als Elementarfaktoren; diese
haben eine einfache Nullstelle bei 1 und sind ansonsten nullstellenfrei. Fiir a # 0
kann man daraus durch z — E,(z/a) die Nullstelle auch auf a verschieben, was gleich
noch in Satz 8.12 eine Rolle spielen wird.
Das néchste Lemma liefert eine Prazisierung von (8.7) (im Fall a, = 1) fiir die
eben definierten Elementarfaktoren:

Lemma 8.11. Fiir |z] < 1/2 und v € N, gilt |1 —E, ()| < 12|z|"*..
Beweis. Fiir |z| < 1 ist (siehe Aufgabe 1.2)

o -1 n+1 e 1 1
exp(z ( r3 z”) =1+2z und also exp(z ;z") =1
n=1 n=1

Speziell fiir |z] < 1/2und g := Y. __ <z" ergibt sich damit

1=E,(z)exp(e) = E,(2) + E,(2)(exp(g) — 1)

Umstellen liefert wegen |p| <1

|1—E,(2)| = |E,(2)| - lexp(e) — 1| = |E,(2)] - 2|g|
|z|v+1 r+1
SIEG) 27 <4IEG) - J=l.

Mit der trivialen Abschétzung
3 _
|E,(2)| < 5 exp(—log(1/2)) =3
ergibt sich sodann die behauptete Ungleichung. OJ

Satz 8.12 (WeierstraBscher Produktsatz). Es sei (a,),, eine Folge nichtverschwindender®
komplexer Zahlen, die keinen Hdufungspunkt in C besitzt. Ferner sei (v,,), eine Folge in

®Die Null kann man leicht mit einbeziehen, indem man zu der hier konstruierten Funktion f noch
einen Faktor z — z* hinzu-multipliziert. Wir miissen die Null hier leider gesondert miteinbeziehen, da
wir in keinem Ausdruck ,z/a,“ durch Null teilen wollen.
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N, mit

Oo( r )vn+1
() <o
n=1 |an|

fiir jedes r > 0. Dann ist durch

f:C—>C, z~— l_[En(z/an)
n=1

eine ganze Funktion mit ord;(z,) = #{n € N : a, = z, } gegeben.

Beweis. Es sei K C C eine bliebige kompakte Menge. Wegen |a,,| — oo fiir n — oo
und der Beschranktheit von K folgt, dass max{ |z|/|a,| : 2 € K } fiir alle bis auf endlich
viele n durch 1/2 beschrankt ist. Darum folgt mittels Lemma 8.11 die gleichmaf3ige
Konvergenz der Reihe

00 ) L FeKk v, +1
le—Evn(z/an)l < {const.}+122 max{|e]: & )
n=1 n=1 an

Aus Proposition 8.8 folgt nun die Behauptung des Satzes. U

Es sollte nicht vergessen werden, dass in Satz 8.12 eine Funktion mit den ge-
wiinschten Nullstelleneigenschaften explizit angegeben wird. Um diesen Sachverhalt
zu unterstreichen, extrahieren wir einige Spezialflle.

Bemerkung 8.13. In der Situation von Satz 8.12 gilt |a, | > 2r fiir alle bis auf endlich
viele n. Man kann daher stets v, := n wahlen, mochte in der Praxis v, aber eigentlich
so klein wie moglich wéahlen (vgl. Korollar 8.9); im Beweis vom Satz von Mittag-
Leffler hatten wir zwar ja auch ein geeignet hochgradiges Taylor-Polynom T, zur
Gewdhrleistung von (8.1) hergenommen, aber in der Praxis hatten uns deutlich
schwichere Abschatzungen auch (8.1) gereicht — siehe § 8.2.

(1) Ist Z:Zl 1/|a,| < oo, so konnen wir v, = 0 wéhlen. f(z) aus Satz 8.12
nimmt dann folgende Gestalt an:

@)= ﬁ(l—ai)

(2) Ist > -0 1/la,]* < 0o, so kénnen wir », = 1 wihlen. f(z) aus Satz 8.12
nimmt dann folgende Gestalt an:

Beispiel. Das unendliche Produkt ]_[:Zl(l — z/n!) stiftet eine ganze Funktion, deren

Nullstellenmenge durch {n! : n € N} gegeben ist. Uberdies sind alle auftretenden
Nullstellen einfach.
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Korollar 8.14 (WeierstraBscher Faktorisierungssatz). Es sei f : C — C eine gange, nicht
konstante Funktion und (a,,),, sei eine Aufzdhlung’ der von Null verschiedenen Nullstellen
von f, wobei diese ihrer Vielfachheiten entsprechend hdufig vorkommen mogen. Dann
gibt es eine (ggf endliche) Folge (v,), in N, und eine ganze Funktion g mit

£ @) =exp(g(2)z"Y O] [E, (z/a,).

Beweis. Wie bereits bemerkt, kann man etwa v, = n setzen und erhélt dann durch

Il: g — 24O l_[Evn(z/an)

eine ganze Funktion, welche (mit Vielfachheiten!) dieselben Nullstellen wie f besitzt.
Die Funktion z — f(2)/I1(z) hat dann in & = {a, : n} W {0: f(0) = 0} nur hebbare
Singularitdten (beachte die in § 3.7 auf Singularititen tibertragenen Rechenregeln
aus Bemerkung 3.8) und setzt sich zu einer nullstellenfreien(!) ganzen Funktion
q: C — C fort. Proposition 4.10 liefert die Existenz einer ganzen Funktion g mit

q = expog:

C
3 g ///”’
s
C exp
N
& /i C\ {0}.
Hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Korollar 8.15. Jede auf C meromorphe Funktion f ldsst sich als Quotient zweier ganzer
Funktionen schreiben.

Beweis. Dank Satz 8.12 gibt es eine ganze Funktion g, deren Nullstellen genau die
Pole von f sind (mit Vielfachheiten). Dann sind alle Singularitdten von q f hebbar und
diese Funktion setzt sich zu einer ganzen Funktion p fort. Wir haben dann f =p/q,
wie gewiinscht.® O

Das obige Korollar 8.15 eroffnet einen neuen Blickwinkel auf die auf C meromor-
phen Funktionen. Tatsdchlich gilt allgemeiner: jede auf einem Gebiet U meromorphe
Funktion lasst sich als Quotient zweier auf U holomorpher Funktionen schreiben
(siehe etwa [17, 15.11 und 15.12]).° Daraus (und aus der Tatsache, dass der Quotient
zweier auf einem Gebiet holomorpher Funktionen genau dann die Nullfunktion ist,

"Man beachte, dass f hochstens abzahlbar viele Nullstellen besitzen kann, da diese sich anderen-
falls dank Proposition 8.2 haufen miissten und f also geméa® Satz 3.7 konstant wére.

8Man beachte, dass zum Folgern der letzten Gleichung wichtig ist, dass q iiberall wo f definiert
ist nullstellenfrei ist, da wir sonst nicht durch g teilen diirften; ansonsten hétte der Beweis ja auch mit
q = (z — 0) funktioniert (tut er aber offensichtlich i.Allg. nicht).

Von einem Beweis davon sind wir an dieser Stelle gar nicht weit entfernt.
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wenn die ,,Zahlerfunktion®“ die Nullfunktion ist) folgert man leicht, dass der Korper
der auf U meromorphen Funktionen'® in offensichtlicher Art und Weise isomorph zum

Quotientenkorper Quot(s#(U)) des Rings s (U) der auf U holomorphen Funktionen
ist.

1OStreng genommen muss man hier zwei auf U meromorphe Funktionen f, g identifizieren, wenn
es eine auf U meromorphe Funktion h gibt, deren Definitionsbereich die Definitionsbereiche D; und
D, von f und g umfasst und h| D, = f sowie h| p, =& gilt.






ANHANG A

Ubungsaufgaben

1. Ubung

1.1. (Kettenregel und Umkehrregel) (4 Punkte)
(a) Beweisen Sie die (komplexe) Kettenregel: Es seien U,V C C zwei offene
Mengen, f: U — V und g: V — C zwei Funktionen, und f seiin z, € U
komplex-differenzierbar, sowie g in f(z,). Dann ist auch go f: U — C in

%, komplex-differenzierbar und es gilt (g o f)'(z,) = 2'(f (20))f ' (20)-

(b) Beweisen Sie die folgende Umkehrregel: f: U — C sei holomorph auf einer
offenen Menge U C C und f’: U — C \ {0} sei stetig und stets von Null
verschieden. Dann gibt es zu jedem z, € U eine offene Umgebung V auf der
f injektiv ist und die Umkehrfunktion f~!: f(V) — V von f|,: V — f(V)
im Punkt w, = f(z,) komplex-differenzierbar ist und (f ') (w,) = 1/f"(20)
erfiillt.

(Hinweis: Die schwierige Kern dieser Aussage ist IThnen bereits aus der
reellen Analysis als Satz iiber lokale Umkehrbarkeit bekannt. Hauptaufgabe
ist es hier also nur noch zwischen C und R? geeignet zu iibersetzen.)

1.2. (Logarithmus)

Beweisen Sie eXP(Z:; @z”) =143z fiir z € C mit |z] < 1.
(Hinweis: Bestimmen Sie die Ableitung des Quotienten beider Seiten.)

1.3. (Spiegelung) (4 Punkte)
Es sei U offen, U = {z : z € U } das Bild von U unter der komplexen Konjugation
“:C—>C,x+iy — x—iy und f: U — C holomorph. Betrachten Sie die
Abbildung f: U — C gegeben durch f(z) = f (z):

U;C
TT N l?
ﬁ%c.

Zeigen Sie, dass f holomorph ist. (Hinweis: Reelle Kettenregel in C = R2.)
1.4. (Mobbius-Transformationen)
Fiir ein Symbol co ¢ C setze man ¢ = Cu{oo}. Fiir komplexe Zahlen a, b,c,d €

141
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C mit ad — bc # 0 nennt man die Abbildung

az—-i_i-s falls z ¢ {—d/c, o0},
ab. A a cz
T=T7:C-C, z-1s falls z = —d/c,

a/c falls 2 = oo

eine Mobius-Transformation. (Im Fall ¢ = 0 sind in der obigen Definition und im
Rest der Aufgabe —d/c und a/c jeweils als oo zu verstehen.) Zeigen Sie:
(a) Fiir geeignete a, 3,y € Chatman T = T(ff Lo TE ’01 o Tol’ 1/5 , also ein kommuta-
tives Diagramm

¢ ! C.

Tol,’lﬁz(zwm @ Ti)’bl:(zvﬁl/z) ("C 4:(2»—>az+y)

(b) T bildet ¢ bijektiv auf C ab.

(©) Tleyiasey: C\{—d/c} = C\ {a/c} ist holomorph mit nirgends verschwin-
dender Ableitung.

(d) Unter einer Kreislinie £ verstehen wir den Rand einer Kreisscheibe und
unter einer Geraden £ mit oo verstehen wir die Vereinigung von einem
eindimensionalen affinen R-Untervektorraum von C mit {oo}. Dann in-
duziert T eine Selbstabbildung der Menge von Kreislinien und Geraden;
Praziser gilt fiir € {4, £}

Kreislinie falls —d/c ¢ &,
Gerade mit oo falls —d/ce Z.

T(Z) ist eine {

A
_ ~
Ta,b R N
c,d 7 \
- 4 \
4 \
/ \
! \
1
. e
> T >
\ \ !
N \
. \
\ \
\ \
\ \\
\ K
\ AN .
\ S~ L -~
N ~—-A_-
\
\
N
\ I
\
\
\

(Hinweis: Uberzeugen Sie sich, dass es dank der ersten Teilaufgabe im We-
sentlichen gentigt, den Fall (a, b,c,d) =(0,1,1, 0_) genauer zu untersuchen;
Hierbei hilft vielleicht die Kreisgleichung zz +zf8 + fz+r =0.)
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2. Ubung

(Fundamentalsatz der Algebra) (4 Punkte)
Esseif: C— C,z— z"+a, 2" '+...+a;z+a, eine Polynomfunktion (mit n €
N und Koeffizienten a,, a,, . ..,a,_; € C). Beweisen Sie den Fundamentalsatz der
Algebra (Satz 1.2), indem Sie nacheinander die folgenden Aussagen beweisen:
(a) Die reellwertige Funktion [f|: C — R.,, 2 — |f(2)| nimmt ein Minimum
an.
(Hinweis: Kompaktheit konnte helfen, aber leider ist C nicht kompakt...)
(b) Fiir jedes 2, € C mit f(z,) # 0 gibt es ein { € C mit |f (2, + )| < |f (20)I-
(Hinweis: Schreiben Sie f(z, +{) = f(zo) + b l*+ ...+ b, "1+ ("
mit geeigneten k € {1,...,n} und Koeffizienten b,,...,b,_;,b, € C und
beachten Sie f(z,+ {) ~ f(z,) + b " fiir sehr kleine |{|. — Welche Wahl
von ( bietet sich nun an, um die Behauptung zu zeigen? Beachten Sie
Korollar 1.8.)
(c) Es gibt ein z, € C mit f(z,) = 0.
(Beweisen oder widerlegen) (4 Punkte)
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Ist f: C — C holomorph, so auch z — |exp(f (2))|.
(b) Fiir z € C ist sin(7tz) = 0 genau dann wenn g € Z.
(c) Jede Bildmenge {sin(z) : 2 € C, Im(z) =c}, c € R\ {0}, ist ein Kreis.
(C-Linearitit des Wegintegrals)
Es sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg und f und g zwei stetige auf tr(y)
definierte komplexwertige Funktionen, sowie A € C. Zeigen Sie

J(f(z) +Ag(z))dz = f f(z)dz + Af g(z)dz.
Y Y Y

(Windungszahl fiir einen Kreisweg)
Fiirz, € Cund r > 0sei { € B(zy,r) und y: [0,1] = C, t — 2, +rexp(2mit) der
bekannte Kreisweg. Zeigen Sie die bereits aus Korollar 2.10 bekannte Formel

1 (o

dz=1
2mi YZ—C

Ind, () ==

durch eine alternative Rechnung, indem Sie 1%0 in eine geometrische Reihe
Z—ZO

entwickeln und sich iiberlegen, dass Sie gliedweise integrieren diirfen.
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3. Ubung

3.1. (Windungszahl) (4 Punkte)
Die folgenden Abbildungen zeigen (bei gutwilliger Interpretation) zwei geschlos-
sene Wege: y; und y,.

v NS

AN (OO

Berechnen Sie Ind, (2,) fiir alle z, € C \ tr(y) und k € {1, 2}.
3.2. (Zum Lemma von Goursat) (4 Punkte)
(a) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Aussage vom Lemma von Gour-
sat (Lemma 2.12) i.Allg. falsch wird, wenn man in dessen Formulierung
(siehe Skriptum!)

»f: U — C sei [... ] holomorph auf U \ {p}“
durch
»f 1 U— C sei [... ] reell total-differenzierbar auf U \ {p}“

ersetzt.

(b) Erklaren Sie, wo der in der Vorlesung besprochene Beweis von Lemma 2.12
schief geht, wenn man die Ersetzung aus der vorherigen Teilaufgabe vor-
nimmt.

(Hinweis: Natiirlich wird es dort scheitern, wo man sich auf Holomorphie
berufen mochte; Freilich sollen Sie aber auch erkldren konnen, weshalb
reelle totale Differenzierbarkeit i.Allg. als Ersatz nicht hinreicht.)
3.3. (Ein reelles Integral)
Zeigen Sie, dass das folgende reelle Integral existiert und berechnen Sie dessen

Wert:
* 1—cos
J 1—cos(x)
0 X2
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Vielleicht mag es helfen zunéchst fiir Parameter 0 < € < R das komplexe Wegin-
tegral mit Integrand (1 — exp(iz))/z? iiber den folgenden Weg zu berechnen:

N

—R —€ € R

(Hinweis: Sie konnen sich an Beispiel 2.13 orientieren. Falls Sie keine Dreiecke
sehen, rektifizieren Sie!)

3.4. (Satz von Cauchy fiir Kreiswege mittels Green/Stokes)
Es sei U C C offen, f: U — C in jedem Punkt von U n-mal stetig komplex-
differenzierbar (mit n € NU {oo} so klein wie Thnen moglich, aber so grofd wie
sie mochten). Ferner sei B(z,,7) C U eine abgeschlossene Kreisscheibe in U und
y:[0,1] = U, t — 2, + r exp(27it) der bekannte Kreisweg. Zeigen Sie dann

ff(Z)dZ=0,
Y

indem Sie Real- und Imaginérteil des fraglichen Wegintegrals mit dem Integral-
satz von Green berechnen.

(Hinweis: Nach Anwendung des Integralsatzes von Green mogen ggf. die Cauchy—
Riemannschen Differentialgleichungen helfen. Besonderen Ruhm und Ehre
bekommen Sie, falls Sie die Aufgabe in die Sprache der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten iibersetzen, f (z)dz passend als komplexwertige Differentialform
interpretieren und mit dem allgemeinen Integralsatz von Stokes—Cartan arbeiten.
Sie sollten sich natiirlich auch jeweils {iberlegen, ob dies erlaubt ist.)

4. Ubung

4.1. (Satz von Cauchy fiir Sterngebiete) (4 Punkte)
Eine Menge U C C heil3t sternformig, falls es einen Punkt z, € U gibt derart,
dass fiir jedes z € U das gesamte Geradenstiick [z,,z] ={(1—t)z,+tz€C:t e
[0,1]} in U enthalten ist. (Einen Punkt z, mit der eben genannten Eigenschaft
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4.4.
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nennt man auch Sternpunkt von U.)

Zeigen Sie, dass Satz 2.14 auch giiltig bleibt, wenn man die Voraussetzung
Lkonvex“ durch ,sternformig® ersetzt, d.h. sei U C C offen und sternférmig und
f: U — C stetig auf U und holomorph auf U \ {p} fiir ein p € U. Zeigen Sie,
dass ein holomorphes F: U — C mit F' = f existiert.

(Variante vom Satz von Liouville) (4 Punkte)
Es sei f: C — C holomorph. Zeigen Sie, dass entweder f(C) dicht in C liegt,
oder f konstant ist.

(Legendre-Polynome)
Die Legendre-Polynome P, sind definiert durch
1 4a°
P(x)=—— 21,
)= e D

Zeigen Sie fiir x € (—1, 1) die Integraldarstellung
1(" n
P,(x)= —f (x +iv1—x2 cos(t)) dt.
T
0

(Hinweis: P, ist beinahe schon als Taylor-Koeffizient einer gewissen Funktion
definiert. Wie man an so etwas mittels Integration ran kommen kann, sollte Thnen
aus Kapitel 3 bekannt sein. Anschliefend hilft nur noch stoisches Rechnen...)
(Anwendungen der Cauchyschen Abschatzungen)
Zeigen Sie fiir n € N die folgenden beiden Ungleichungen:
(@) n!'>(n/e)", mit e :=exp(1);
o) (%) <4
(Historische Notiz: Die vorliegende Ungleichung war instrumental in einem
frithen Durchbruch in der Theorie der Primzahlverteilung durch Cebysév,
dem es 1851/52 mittels der Beobachtung, dass (zn“) von allen Primzahlen
im Intervall (n, 2n] geteilt wird, zu zeigen gelang, dass fiir die Anzahl 7t(x)
aller Primzahlen < x eine Ungleichungskette clo’;x < 7m(x) < Clo’éx mit
geeigneten Konstanten 0 < ¢ < C besteht.)
(Hinweis: Man sollte fiir die Ungleichung relevante Zahlen als Taylor-Koeffizien-
ten einer holomorphen Funktion auffassen. Der Rest vom Hinweis steht dann
im Titel.)
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5. Ubung
5.1. (Spiegelung, II) (4 Punkte)
Es sei f: C — C eine ganze Funktion mit f (R) C R. Zeigen Sie f(2) = f(z) fir
alle z € C.
5.2. (Eine interessante Ungleichung) (4 Punkte)

Bestimmen Sie simtliche nullstellenfreien, ganzen Funktionen f: C — C\ {0},
welche fiir alle z € C der Ungleichung |f (112)| < 2020|f (z)| geniigen.
5.3. (Harmonische Funktionen)
Im Folgenden wird mehrfach stillschweigend von der Identifikation C = R?
Gebrauch gemacht. Es sei G € R?> = C offen und zusammenhingend und
u: G — R harmonisch, d.h. u sei zwei mal stetig partiell differenzierbar und
Uy, +u,, seidie Nullfunktion auf G. (Hier bezeichnen u,, und u,, die zweite
partielle Ableitung von u nach der ersten respektive zweiten Variablen.) Ferner
sei f: G — C eine holomorphe Funktion. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Re(f) ist harmonisch.
(b) u lasst sich auf jeder offenen Kreisscheibe B C G als Realteil einer holomor-
phen Funktion F: B — C schreiben.
(Hinweis: Zeigen Sie, dass die Funktion B — C, x+iy — u,(x, y)—iu,(x, y)
holomorph ist und iiberlegen Sie sich, dass diese eine Stammfunktion be-
sitzt.)
(¢) Fiir alle Punkte (x,,y,) € G und r < 0 mit B(x, +iy,, 1) C G ist

1
u(xg, ¥o) = f u(xqy+ rcos(2mt), y, + rsin(2mt))dt.
0

(Hinweis: Korollar 3.1.)

(d) u nimmt dann und nur dann ein globales Maximum auf G an, wenn u
konstant ist.
(Hinweis: Zeigen Sie, dass { (x,y) € G : u(x, y) = supu(G) } abgeschlossen
und offen zugleich ist.)

(@) us: G\ f1({0}) = R, (x,y) — log(|f (x +1iy)[?), ist harmonisch.

(f) Es gilt I?&xlf ()| < irelgl)glf(z)l fiir jede kompakte Menge K C G.

5.4. (Maximumprinzip am konkreten Fall)
Betrachten Sie die ganze Funktion f = exp o exp, das Rechteck R, := {x +iy €
C:|x|<aund|y| <m/2} (mit a > 0), sowie den Streifen S =R :

-
51
R R A,
N N s . Y, Ve
LN S
LSS S S AT Ny e e v A S S S %
IS SN SIS SIS SIS NS SIS SIS SIS PG
WIII i eI
LSS SN ///////////////I//////
przipzizay  mylivaiiiaiiiy
2

(a) Bestimmen Sie das Maximum von |f | auf R,. Wo wird dieses angenommen?
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(b) Zeigen Sie sup,os|f (2)| < sup,s|f (2)].
(c) Weshalb steht Teil (b) nicht im Widerspruch zu Aufgabe 5.3 (f)?

6. Ubung

6.1. (Lemma von Schwarz—Pick) (4 Punkte)
f,g: D — D seien zwei holomorphe Selbstabbildungen der Einheitskreisscheibe
D = B(0,1). Ferner sei f(0) = 0. Zeigen Sie:

(@) |f(2)| < |z| fir alle z € D und |f’(0)] < 1.
(Hinweis: Heben Sie die isolierte Singularitit von h: D \ {0} — C, z —
f(2)/z, und benutzen Sie Korollar 3.14 mit K =rD und r ' 1.)

(b) Gilt |f (20)] = |2,] fiir ein g, € D\ {0} oder |f’(0)| =1, so ist f eine Drehung
(d.h. esist f = (z — &z) fiir ein geeignetes & € ID).

(c) Fiir n € D bildet die Mobius-Transformation T, z2— =
kreisscheibe biholomorph auf sich ab. nz—1

(d) Fiir z,,2, €D gilt

die Einheits-

217 % 1g'(2)] < 1

1—|g@)P ~ 1—|z*

<

' g(z1) — g(25)
1—g(21) g(22)

1—22,

(Hinweis: Wahlen Sie geeignete Mobius-Transformationen T, und T, sodass
Sie Teil (a) auf T, o go T, anwenden konnen.)
6.2. (Ganz und Eins auf dem Einheitskreisrand) (4 Punkte)

(a) Essei f holomorph auf einer offenen Umgebung von D und es gelte |f (2)| =
1 fiir alle z € dD. Zeigen Sie, dass f entweder konstant ist oder mindestens
eine Nullstelle auf D besitzt.

(b) Bestimmen Sie alle ganzen Funktionen f: C — C, die |f(z)| = 1 fiir alle
z € dD erfiillen.

(Hinweis: Betrachten Sie Singularitdten von z — 1/f(1/z). Was hat das
mit f zu tun?)
6.3. (Vermischtes)

(a) Essei f: C — C eine ganze Funktion mit f (i/n) = f(1+i/n) fiir alle n € N.
Zeigen Sie, dass f 1-periodisch ist (d.h. es gilt f(z) = f(z + 1) fiir alle
z € C).

(b) Gibt es eine nullstellenfreie ganze Funktion f: C — C mit f(0) = 11 und
|f (z)| = 2020 fiir alle z € dD? (Falls ja, geben Sie eine solche an, falls
nicht, beweisen Sie dies.)

(c) Es sei g meromorph auf C mit g(z) = g(z+2) = g(z—1+1i) fiir alle z € C.
Zeigen Sie, dass g entweder konstant ist oder mindestens einen Pol in C
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besitzt.
S S SN S S S S NS S S S SN S S S S
XSS S S SN S S S SN S S S SN S S S S
NN I NS
LS SNS S S N0 { S S S S S S S S S 2
KR T,
IR L X
(SN oSS S S NS S S S S
NS SN S S S s T NS TSNS S S S S
NSNS SIS NS

///////

/////////////

///////////////

6.4. (Eine Instanz des Phragmén-Lindel6f-Prinzips)
EsseiS={x+iy € C:|y| < 5} der Streifen aus Aufgabe 5.4 und U bezeichne

7.1. (Konforme Automorphismen von C)

7.2.

sein Inneres.

E]

i v
SIS S SAT T 2 R/ ////S ,
S A s Ra ),
A A2y s
LSS S N0\ 44000000000 S S S S
N N G
y
W A A & /
S S SN A S S S S
o PALGGIPPPPR SR GAPPPPIIIIIIIPS
2

(a) Ferner sei f: S — C stetig auf S und holomorph auf U und es mogen
Konstanten a € (0,1) und A € (0, o0) existieren derart, dass

|f (x +iy)| < exp(Aexp(alx|))

fiir alle x +iy € S gelte. Ferner sei f auf dS im Betrage durch 1 beschrénkt.

Zeigen Sie dann,

dass f auf ganz S im Betrage durch 1 beschrankt ist.

(Anleitung: Betrachten Sie fiir 8 € (a, 1) und € > 0 die schnell abfallende

Hilfsfunktion h,

:S — C, z — exp(—e(exp(Bz) + exp(—pz))), zeigen Sie

|h(z)] < 1 auf S und wenden Sie dann Korollar 3.14 auf fh, und eine
geeignete kompakte Teilmenge von S an.)
(b) Bleibt die Aussage von Teil (a) richtig, wenn man a = 1 zulasst?

7. Ubung
(4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die biholomorphen Abbildungen C — C genau die affin-linearen
Abbildungen z — az + b (a,b € C, a # 0) sind.

(Hinweis: Betrachten Sie zu gegebenem biholomorphen f: C — C die holomor-
phe Funktion g: C\ {0} — C, 2 — f(1/2), und zeigen Sie, dass g bei 0 einen
Pol erster Ordnung besitzt.)

(Laurentreihen)

Es sei f die meromorphe Funktion auf C, welche durch z —

gegeben ist.

9(z+1)
(z—1)2(z+2)
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(a) Entwickeln Sie f auf den folgenden Kreisringen jeweils in eine dort kon-
vergente Laurentreihe:

LSS 7SS .
LSS S S S S S S S

{zeC:0<|z] <1}, {zeC:1<|z| <2}, {zeC:2<|z|}.

(b) In (a) haben Sie fiir verschiedene Kreisringe (hoffentlich) jeweils eine
verschiedene Laurententwicklung von f erhalten. Weshalb steht dies nicht
im Widerspruch zu Lemma 3.17, welches ja zu behaupten scheint, dass die
Laurentkoeffizienten eindeutig seien?

(Der étalé-Raum) (4 Punkte)
Beweisen Sie Satz 4.1 aus der Vorlesung: Es sei X =), 7 der étalé-Raum
mit der Topologie, welche durch die Mengen N(f,U) = {[(f,U)], : 2 € U} (mit
U C C offen, f € #(U)) erzeugt wird. Ferner sei n: X — C, [(f,U)], — 2, die
bekannte Projektion. Dann gilt:

(a) Jeder stetige Schnitt' s: U — (), ##, iiber offenem U € C kommt von
einer holomorphen Funktion, d.h. fiir jedes solche s gibt es ein f € #(U)
mit s =s;.

(b) Die auf X eingefiihrte Topologie ist die feinste Topologie derart, dass al-
le lokalen Schnitte s;: U — X fiir alle offenen Mengen U € C und alle
holomorphen Funktionen f € s#(U) stetig sind.

(¢) X ist ein Hausdorff-Raum.

(d) m ist ein lokaler Hom&omorphismus.

(Stetige und unstetige Schnitte)
Die folgende Abbildung zeigt zwei lokale Schnitte s (—) und § (=---) {iber einer
offenen Menge U C C:

m N
J{ ST i§
C: € 3
b4
H/—/
U

IMit »Schnitt” sei hier gemeint, dass 7w os = id; gilt.
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Zeigen Sie, dass mindestens einer dieser beiden Schnitte unstetig ist.
(Hinweis: Hier ist es natiirlich Teil der Aufgabe, sinnvoll zu interpretieren, welche
Voraussetzungen an s und § einem die Abbildung liefert.)

8. Ubung

(Schwarzsches Spiegelungsprinzip) (4 Punkte)
Sei U eine in der Teilraumtopologie der abgeschlossenen oberen Halbebene
{2z € C:Imz > 0} offene Menge. Wir setzen

U={z€U:Imz>0} und U={z:z2€U}={x—iy:x+iyeU},

wobei - hier die komplexe Konjugation bezeichne (und nicht etwa das Abschlie-
Ren einer Menge in einer Topologie). Ferner sei f: U — C eine auf U stetige
Funktion, die in U° holomorph ist und auf U N R reellwertig ist. Dann l&sst sich
f durch wie folgt zu einer auf U U U holomorphen Funktion f: UUU — C

fortsetzen:
@ @ U
Z, /

vuU

SN f(z) firzeU, 7
f(z) = {@ fiir Eﬁ, ]Inkl. x ----- --------- ---* R

8.2.

8.3.

v e

(Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Morera (Satz 3.6).)

(Fortsetzen funktioniert nicht immer) (4 Punkte)
Es sei U C C eine beliebige offene Menge, die den Einheitskreisscheibe D, sowie
einen Punkt { € dD enthélt. Dann besitzt die holomorphe Funktion f: D — C,
gegeben durch z — Z:io z", keine Fortsetzung zu einer auf U holomorphen
Funktion; d.h. es gibt keine holomorphe Funktion U — C, welche das folgende
Diagramm kommutativ macht:

Inkl.
{ Z:} U ﬂ (holomorph)

[Inkl, Inkl.] //\

oD D ————C.

f

(Hinweis: Betrachten Sie f (r exp(27ix)) flirx € Qund r /' 1.)

(Garbe von Halmen stetiger Funktionen)

Fiir eine offene Teilmenge U C R sei ¥ (U) die Menge aller stetigen Funktionen
f: U — R. Zwei Funktionselemente (f;, U;) und (f,, U,) mit x € U; N U, sollen
bei x dquivalent heilen (in Zeichen: (f;,U;) ~, (f,, U,)), wenn f; und f, auf
einer offenen Umgebung V C U, N U, von x iibereinstimmen. Wir definieren %,
als {(f,U) : U CR offen, x € U, f € ¥(U)} modulo dieser Aquivalenzrelation
und betrachten € := () .z 6,. Analog zur Diskussion von -),_. 5 aus der
Vorlesung stattet man % nun mit der feinsten Topologie aus, beziiglich der alle
Schnitte s;: U — 6, x — [(f, U)],, mit allen offenen U € R und allen f € € (U)
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stetig sind.

Zeigen Sie, dass 6 kein Hausdorffraum ist (d.h. finden Sie zwei Punkte [(f;, U;)],,
und [(f3, Uy)]y, in 6, fiir die es keine zwei offenen Umgebungen V;,V, € 6 der
jeweiligen Punkt gibt mit V; NV, = 0).

8.4. (Fortsetzen funktioniert trivialerweise, wenn man schon eine Fortsetzung hat)
Es sei U C C ein Gebiet, f € #(U) und 2, € U. X bezeichne die Menge aller
Keime 2; = [(f;, U;)],, derart, dass es einen Weg y: [0,1] — U in U gibt, sodass
%; durch analytische Fortsetzung von [(f, U)],, entlang y entsteht. Zeigen Sie:

(a) X ist offen in (), . 7.

) X={[(f,U)],:2€U}. (Hinweis: Hier muss man ein wenig Tiifteln.)

(c) Die bekannte Projektion 7: |-), . #, — C ist eingeschrénkt auf X injektiv.

(d) Zu jedem Weg y: [0,1] — U gibt es eine Hochhebung 7 beziiglich 7|y,
also eine stetige Abbildung 7: [0,1] — X, welche das folgende Diagramm
kommutativ macht:

9. Ubung

9.1. (Beispiele fiir Uberlagerungen) (4 Punkte)
Beweisen Sie die in Beispiel 4.6 gemachten Aussagen, d.h. zeigen Sie:
(@) f: R2 >R, (x,y)— x, ist keine Uberlagerung.
(b) g: Rx{1,2} > R, (x,y) — x, ist eine Uberlagerung.
© hRx{IPDU({xeR:x>0}x{2}) >R, (x,y) — x, ist keine Uberlage-
rung.
(d) exp: C — C \ {0} ist eine Uberlagerung (vgl. Abbildung 7 in Kapitel 1).
(@) pr: C\ {0} = C\ {0}, 2z~ 2*, ist fiir k € N eine Uberlagerung (vgl. Abbil-
dung 14 in Kapitel 3).

JSS S S S S S S S S S
LSS S —
S S S S S S
S S S S S S S S S
LSS TS S S
LSS S
I Js [
9.2. (Uberlagert der étalé-Raum die komplexen Zahlen?) (4 Punkte)
Handelt es sich bei der Projektion 7: UZGC 6, — C um eine Uberlagerung?

(Hinweis: Selbstverstandlich ist auch eine stichhaltige Begriindung gefordert.)
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(Ableitungsiiberlagerung)
Beweisen Sie Lemma 4.8:

d: )7 -7, [0, -[F,U)L.,

z€C z€C

ist eine Uberlagerung.
(Holomorphe Logarithmen)
Es sei U C C ein einfach zusammenhéingendes Gebiet und f: U — C \ {0}
eine nullstellenfreie holomorphe Funktion. Zeigen Sie, dass es eine holomorphe
Logarithmusfunktion zu f gibt, d.h. es gibt eine Funktion L;: U — C, welche
das folgende Diagramm kommutativ macht:

C

7 Jow

U — C\{0}.

10. Ubung

. (Integration mittels analytischer Fortsetzung) (4 Punkte)
Es sei y: [0,1] — C )\ {0} ein geschlossener Weg in C \ {0} mit z, := y(0) € R
und z, > 0. Zu k € N sei [(v/-,U)],, derjenige Keim, der zu einer in einer
Umgebung U von gz, definierten holomorphen k-te-Wurzel-Funktion 4/ gehore,
wobei {/Z, reell und positiv sei. Bestimmen Sie dann das Integral

J Vads = f [V 0)1,,

in Abhéngigkeit von k, z, und der Windungszahl Ind, (0) von y um O.
(Hinweis: k-te Wurzeln kann man ja mittels Logarithmen ausdriicken und der
Logarithmus ist irgendwie mit der Windungszahl verwandt.)

(Anwendung des Residuensatzes, I) (4 Punkte)
Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Betrachten Sie die auf C meromorphe
Funktion f gegeben durch z — 1/(1 +2") (wo der Nenner nicht Null ist).

(a) Berechnen Sie Res;(z,) fiir alle z, € C. (Hinweis: fast immer Null.)

(b) Bestimmen Sie das Integral _f Ooo f(x)dx, indem Sie den Residuensatz
auf den folgenden Weg yr anwenden und den Grenziibergang R — 00
durchfiihren:

R{é

0l = ex.p‘(.n‘i»/n)
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10.3. (Anwendung des Residuensatzes, II)
Es sei # C C eine endliche Menge und f: C\ & — C holomorph mit Polstellen
in jedem Punkt z, € &. Ferner sei z — z?f(z) sei beschrénkt fiir alle z € C
aullerhalb einer kompakten Menge. Zeigen Sie:

(a) Nlim f (z)m cot(nz) dz = O; hier bezeichne vy, die Parametrisierung
N eN_>+010/2 TN
eines geschlossenen, quadratischen Weges mit Endpunkten £N £iN (siehe
unten).

(Hinweis: Hier braucht man keine grof3e Theorie, sondern im Wesentlichen
nur die M-L-Abschitzung und die Definition des Cotangens cot(z) =

cos(z)/ sin(z).)
(b) Z f(Tl) =- Z Reszef(z)ﬂcot(nz)(zo)'
nez\» 20EP

21 2
© 2=

_N+iNo ON +iN
o °
| Pole von f
[ ]
—O0——O0—|—0—&—— o—|—o0 o—
1 2 3 4
¢ YN

—N—iN O ON —iN

10.4. ( f Wege ~» f Polygonziige)
Beweisen Sie Lemma 5.3: Es sei I" eine beliebige Kette in einer offenen Menge
U CCund f: U — C sei holomorph. Dann gibt es eine Kette I, = Ay, +...+
A,v, derart, dass alle A, (k = 1,...,n) Polygonziige sind und die folgende

Gleichung gilt:
f f(z)dz = f f(z)dz.
r L
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Hinweis:
[ \oZ
/AN
S S S S TTT L
11. Ubung
11.1. (Integrale iiber [0, o0) und Pacman) (4 Punkte)

Es sei R € C(Z) eine rationale Funktion ohne Polstellen auf R., und z —
|2%R(2)| sei beschrinkt fiir alle z aulRerhalb einer geeigneten kompakten Menge.
Ferner bezeichne L: C\R,, — & () die Umkehrfunktion von exp|y(,: & () —
C\Ryo.

(a) Integrieren Sie z — R(z)L(z) entlang des unten skizzierten Weges . ,,
um mittels des Residuensatzes eine Formel fiir f Ooo R(x)dx herzuleiten.
(Hinweis: Fiir a N\, 0 kann man auch einfach mittels analytischer Fortset-
zung integrieren 1£d sich so einige Abschdtzungen sparen.)

(b) Berechnen Sie ;2 dx durch Anwendung Ihrer Formel aus

o XP—x2+
Teil (a).
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T

eexp(ia)

Winkel a \{ 0,
innerer Radius € \ 0,
dullerer Radius r / oo. ‘

11.2. (Integrale mit Sinus und Kosinus iiber [0,27]) (4 Punkte)
EsseiR € C(X,Y) eine rationale Funktion in zwei Variablen, die keine Polstellen
auf {(x,y) € R*: x?+ y? = 1} besitzt.

(a) Geben Sie eine auf C meromorphe Funktion f an, welche fiir alle t € R
der Gleichung f (exp(it))iexp(it) = R(cos(t),sin(t)) geniigt.
(b) Wenden Sie den Residuensatz geeignet auf das Integral

27
f R(cos(t),sin(t))dt
0

an, um dieses als Summe von Residuen zu schreiben.
(c) Benutzen Sie die Resultate der vorherigen Teilaufgaben, um das Integral

Jzn sin(t) cos(t)
0

cos(t)? —sin(t)? —2isin(t) cos(t) —4

zu berechnen.
11.3. (Anwendung des Residuensatzes, III)
Es sei R € C(Z) eine rationale Funktion ohne Polstellen auf R und der Grad
des auftretenden Nenners sei gleich der Zahlergrad plus Eins.
(a) Leiten Sie aus dem Residuensatz eine Formel fiir den folgenden Grenzwert
her:

N
Nh_)rgo f R(x)dx.
-N

(Hinweis: Integrieren Sie iiber den unten skizzierten Weg yy.)
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oo

(b) Existiert auch stets das uneigentliche Integral J R(x)dx?

—0Q

t

Was passiert auf dem
Halbkreis?

—N \ N

11.4. (Anwendungen vom Satz von Rouché)

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen des Polynoms Z8 —92Z°>—2Z +1
innerhalb der Einheitskreisscheibe D.

(b) Benutzen Sie den Satz von Rouché, um (abermals) den Fundamentalsatz
der Algebra (Satz 1.2) zu beweisen.

(c) Essei U C C eine offene Umgebung von D und f: U — C sei holomorph
und erfiille max{ |f (z)| : 2 € D} < 1. Zeigen Sie, dass es dann genau ein
2o € D mit f(z,) = 2, gibt.

12. Ubung

12.1. (Satz von Hurwitz) (4 Punkte)
Beweisen Sie Satz 6.3: Es sei (f,),, eine kompakt konvergente Folge holomor-
pher Funktionen f,,: U — C auf einem Gebiet U C C. AulBerdem seien a € C
und m € N gegeben und fiir jedes f, sei die mit Vielfachheiten gezédhlte An-
zahl von a-Stellen von f hochstens m. Dann ist die Anzahl der a-Stellen der
Grenzfunktion f entweder auch hochstens m oder f ist konstant a.

12.2. (GleichmélSige Konvergenz) (4 Punkte)
Es sei (f,,), eine Folge ganzer Funktionen, die auf C gleichmé&Rig gegen eine
Grenzfunktion f: C — C konvergiere. Zeigen Sie dann, dass fiir alle hinrei-
chend grofen n die Funktionen f, — f jeweils konstant sind.

(Bemerkung: Diese Aufgabe mag als Erkldarung dafiir dienen, weshalb man in
der komplexen Analysis lieber mit lokal gleichméfiger (Aquivalent: kompakter)
Konvergenz arbeitet.)

12.3. (Die Gammafunktion)

Wir betrachten die rechte Halbebene H = {2z € C : Re(z) > 0 }. Im Folgenden
schreiben wir t* := exp(log(t)z) fiir reelle, positive t, wobei log(t) den {iblichen
reellen Logarithmus von t bezeichne. Beweisen Sie:

1 oo
. _ =" 1
Es gilt —t)t* 1 dt = fiir all H.
(a) Es gi JO exp(—t) HZOI i ir alle z €

(Hinweis: Potenzreihendarste_llung und [ > =>7[)
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(b) Die durch
I"H—-C, z— f exp(—t)t*tdt
0

definierte Funktion ist holomorph.
(c) T lasst sich zu einer auf ganz C\ (Z \ N) holomorphen Funktion fortsetzen.
(d) EsgiltT'(z+ 1) =2I(z) fiirallez € Hund I'(1) = 1.
Bei allen hier auftretenden Integralen sollten Sie sich auch kurz iiberlegen,
weshalb diese existieren.
12.4. (Die Riemannsche Zetafunktion)
Potenzen und die Gamma-Funktion I' seien wie in Aufgabe 12.3 definiert. Fiir
s € C mit Re(s) > 1 und reelle t > 0 definiere

— 1
l(s) = Z — und 9(t)= Zexp(—nnzt).
n=1 n nez
Zeigen Sie:
(@) {: {s€C:Re(s)>1} — C ist holomorph,

(b) f exp(—rn?t)t/P1dt = n=/T(s/2)n"%,
0

© 7'5_5/2F(s/2)§(s)=% £6/271(9(£) — 1) dt.

Bemerkung: Zusammen mi‘? der Formel 9(t) = tV/29(1/t) (die man mit Hilfe
der Poissonschen Summenformel und Beispiel 2.13 beweisen kann) lasst sich
nachweisen, dass die rechte Seite der Gleichung in Teil (c) invariant unter
der Ersetzung s — 1 —s ist. Damit kann man sich dann iiberlegen, dass sich
{:{s € C : Re(s) > 1} — C analytisch zu einer Funktion {: C\ {1} —» C
fortsetzen lasst. Diese Funktion und die Mysterien ihrer Nullstellenverteilung
im sogenannten kritischen Streifen {z € C : 0 < Re(z) < 1} spielen eine
fundamentale Rolle in der analytischen Zahlentheorie. Mehr dazu erfahrt man
in einschldgigen Spezialvorlesungen im Master-Studium.

13. Ubung

13.1. (Riemannscher Abbildungssatz, Eindeutigkeitsteil) (4 Punkte)
(a) Zeigen Sie

{¢:D—>]D)biholomorph}:{z'—>§_z_n '568]1]),7)6]1)}.

mz—1"
(Hinweis: Aufgabe 6.1.)

(b) Essei U C C ein einfach zusammenhédngendes Gebiet und z, € U beliebig.
Zeigen Sie, dass es dann genau eine biholomorphe Abbildung f: U — D
mit f(z,) = 0 gibt derart, dass f'(z,) reell und positiv ist.

(Hinweis: Die Existenz wurde schon in der Vorlesung gezeigt. Zum Beweis
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der Eindeutigkeit kann man einen Widerspruchsbeweis fiihren. Dabei hilft
Teil (a).)

13.2. (Biholomorphe Abbildungen, I) (4 Punkte)
Es bezeichne H = {z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene und fir0< a < m
sei S, = {2z € C\ R, : |Im(Log(z))| < a} ein Kreissektor. Bestimmen Sie

(a) eine biholomorphe Abbildung f: H — D mit f (i) = 0 und f'(i) € R.,,
(b) eine biholomorphe Abbildung g,: S, — D.
(Hinweis: Mit Mobius-Transformationen und Wurzeln kommt man zum Ziel.
Zur Losung von Teil (a) hilft es vielleicht, zuerst eine beliebige Mobius-Trans-
formation zu bestimmen, die H biholomorph auf D abbildet.)

SSS S S S S NS S S S S S S

SIS SN g T
SIS LN f a 7/
s WA AN ~ <
R IS Aas , TN
SIS SN , Tosas
SIS LN
///////’//////i ///S S/ /i
‘ 70077777
22
S
LSS S

13.3. (Biholomorphe Abbildungen, II)
Bestimmen Sie eine biholomorphe Abbildung ¢: U — D von U = B(1,1) \
B(0, 1) auf die Einheitskreisscheibe D = B(0, 1).

! 00

NN ANNNNN

7/
/
/
/

%
D
/
7/
/
/
/

(Hinweis: Betrachten Sie das Bild von U unter der Mobius-Transformation
z — (z —2,)"'. Falls man sich hier alle Details iiberlegen méchte, wird es ggf.
aufwéndig.)
13.4. (Randverhalten biholomorpher Abbildungen)

Es sei U C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f: U — D biholo-
morph. Ferner sei (2,), eine Folge in U, die gegen einen Punkt auf dem Rand
dU von U konvergiert.

(a) Zeigen Sie nlirgolf(zn)l =1.

(b) Geben Sie ein Beispiel an, welches belegt, dass (f(z,)), i.Allg. nicht zu

konvergieren braucht. (Hinweis: Aufgabe 13.2 (b) mit a = 7t.)
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T1.1.

T1.2.

T1.3.

A. UBUNGSAUFGABEN
1. Tutorium

(Zusammenhang)
Ein topologischer Raum X heil3t bekanntlich zusammenhdngend, falls sich dieser

nicht als Vereinigung zweier nichtleerer, disjunkter, offener Teilmengen seiner
selbst schreiben lasst. Ein topologischer Raum X heil3t wegzusammenhdngend,
falls sich je zwei Punkte x,,x; € X durch einen Weg verbinden lassen, d.h.
falls es eine stetige Abbildung y: [0,1] — X mit y(0) = x, und y(1) = x, gibt.
Zeigen Sie:

(a) Jeder wegzusammenhiangende topologische Raum ist zusammenhéngend.

(b) Jede zusammenhéngende offene Menge X C C ist wegzusammenhidngend
und die verbindenden Wege konnen sogar als Parametrisierungen von
Polygonziigen gewahlt werden.

(c) B(0,1)={z <€ C:|z| <1} ist zusammenhingend.

(Spuren von Wegen und deren Komplemente)

Es sei y: [0,1] — C ein Weg und z € C \ v([0,1]) ein Punkt, der nicht im

Bild von y enthalten ist. Zeigen Sie, dass z, positiven Abstand zu y([0,1])

hat, d.h. es gibt eine Kreisscheibe B(z,, r) um g, mit positivem Radius r und

B(zy,r)Ny([0,1]) = 0.

(Kompakte Ausschépfung)

Essei U C C offen. Zeigen Sie, dass es eine Ausschopfung von U durch kompakte

Mengen gibt, also eine Folge (K,,),, von kompakten Mengen K,, derart, dass fiir
jedes n € N die Menge K,, im topologischen Inneren von K,,,; enthalten ist und
U=J-, K, gilt.

LSS S TS

2. Tutorium

T2.1. Bestimmen Sie fiir die folgenden Aussagen jeweils, ob diese wahr oder falsch

sind und begriinden Sie Ihre Entscheidung durch einen Beweis oder Angabe
eines Gegenbeispiels. Im Folgenden sei f: C \ {0} — C holomorph.
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(a) Die komplexe Konjugation C — C, z — 3%, ist in jedem Punkt g # 0
komplex-differenzierbar.

(b) Es gibt eine holomorphe Funktion g: C — C mit g(D) = R.

(c) Gilt f(exp(2mix)) = exp(—6mix) fiir alle x € Q, so hat f in 0 einen Pol
der Ordnung 3.

(d) Fiirjeden Integrationswegy: [0,1] — C\{0}, t — exp(2mit), gilt fyf(z) dz #
0.

T2.2. Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung von
5
z>—1
:B(3+14,1)—C, 2> —7—1,
f:B( ) z2+3z—4

im Entwicklungspunkt 3 +i.
(Hinweis: Dieser ist grofer als 1; Thr Ergebnis sollen Sie selbstverstdndlich
begriinden.)

T2.3. Es sei £ € R\ {0}. Zeigen Sie

T exp(£2) 4y [2m falls€>0,
1 Z 0 falls £ < 0.

(Hinweis: Integrieren Sie je nach £ > 0 oder £ < O tiber einen geschlossenen
Weg, der sich entweder um 0 oder doch nicht um 0 windet.)

lim
T—o0 )
—iT
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