4. Ijbungsblatt Funktionalanalysis — 26.11.2009

Eine Norm || || auf einem Banachraum X heifit
(a) strikt konvex, wenn fiir alle z,y € X gilt

[zl =lyl =1Allz+yl =2 = ==y
(b) gleichmiBig konvex, wenn fiir alle Folgen z,,,y, € X mit ||z, , |lya] <1 gilt

0+l —— 2 = I — gull — 0

Ubung 30. Zeige, daB die Norm
WA= W lloe + NN 220,

auf dem Raum C10, 1] der stetigen Funktionen strikt konvex und zur iiblichen Norm || ||
dquivalent ist, und daf die Norm || ||, alleine nicht strikt konvex ist.

Ubung 31. Zeige, daB in einem Banachraum X mit gleichméBig konvexer Norm jede
abgeschlossene konvexe Menge einen eindeutigen Punkt mit minimaler Norm besitzt.

I'_'Tbung 32. Zeige, dafl jede absteigende Folge M, abgeschlossener, beschrankter und
konvexer Mengen in einem Hilbertraum H (oder Banachraum mit gleichmafig konvexer
Norm) nichtleeren Durchschnitt hat.

Lineare Operatoren.

Ubung 33. Sei k : [0,1] x [0,1] durch
h(s.t) {\5 —t|7, furs#t

0, sonst

gegeben. Zeige, daf§ fiir 0 < av < 1 das Integraloperator T}, : C|0, 1] — C]0, 1] mit

1
(Trz)(s) = / k(s,t)x(t)dt
0
stetig ist.
Ubung 34. Sei f € LY(R) und Ty : L'(R) — L'(R) mit g — f * g, d.h

1

(Ty9)(s) = (F)(s) = [ fs = tig(eyi

0
Zeige daf Trg beschréankt ist und bestimme || Tg]|.
Hilbert Raume.
Ubung 35. Sei (X, ]| ||) ein normierter Raum, der die Parallelogrammgleichung
lz +ylI* + Il — ylI* = 2(lll* + [ly]*)

erfillt. Zeige, dafl

1 : . : :

(.y) = Z(le + ol = llo =l + o +ay]* — i llz — iyll")

ein Skalarprodukt definiert und daher X ein Pra-Hilbertraum ist.
Wegweiser: Zeige nacheinander fiir z,y,z € X



(

(,y) = (y,2)

(x+y,2z) =2(x, 2/2) + 2(y, 2/2)
(Ax,y) = Nax,y) fir A € {1, —1,4, —i}.
<.Z'+y,2>—|—<l'—y,2> = <2.I,Z>
(+y,z2) = (2,2) +(y,2)
(Ax,y) = Mz, y) fir A € Q.
(Ax,y) = Max,y) fir A € C.

w

6. Zeige, daf} fiir eine Projektion P auf einem Hilbertraum H und z,y € H gilt
(Px,y) = (z, Py) = (Pz, Py)
Ubung 37. Sei ¢ € L?([0,1]) eine Funktion mit der Eigenschaft, da8
et)+e(t+1/2)=0  Vte|0,1/2]
Deren periodische Fortsetzung mit Periode 1 auf R bezeichnen wir ebenfalls mit ¢.
Zeige daf die Folge
on(t) = p(2"), n=20,1,2,...
orthogonal in L?([0, 1]) ist.



