6. Ijbungsblatt Funktionalanalysis — 14.01.2010

(6.1) Definition. Seien X und Y normierte Rdume, D C X sei ein Untervektorraum,
T : D — Y sei eine lineare Abbildung. Dann heift T" abgeschlossen, falls gilt:

Konvergiert die Folge (z,,),z, € D, gegen x € X und konvergiert
(T'z,), etwa gegen y € Y, so folgt x € D und Tx = y.

Ubung 46. Seien jetzt X = Y = L?[-1,1], D = C'[-1,1], und T : D — Y durch
Tx = ' definiert. Zeige dass T nicht abgeschlossen ist.

Ubung 47. Sei X ein Vektorraum und || ||,, || ||, zwei Normen, sodaB X sowohl beziiglich
| |l; als auch || ||, vollsténdig ist und auBlerdem gilt 3o > 0: || ||; < a|| ||, Zeige

>0: 1, <Al

Ubung 48. Sei M ein Unterraum eines Hilbertraums H und f ein beschrénktes lineares
Funktional auf M. Zeige, dafl f eine eindeutige Fortsetzung f auf H besitzt und dafl

f~|MJ-: O

I"Jbung 49. Ein Banachraum X heifit injektiv wenn fiir jeden Banachraum Y gilt: Jeder
beschréankte lineare Operator T': Z — X auf einem Unterraum Z C Y 148t sich zu einem
Operator T': Y — X fortsetzen und zwar so, daf§ |T'|| = ||T||. Zeige, dal £>° injektiv ist.

Ubung 50. Zeige, daB ¢ = ('

I'_'Tbung 51. Finde ein Funktional F' € ¢, das seine Norm nicht annimmt, d.h.,
Vo € ¢ \ {0}« [F(x)] < [[F]| =]

Folgerung: ¢y ist nicht reflexiv (Hahn-Banach).

I"Jbung 52. Zeige, dafl Eindeutigkeit der Hahn-Banach Fortsetzung im L' nicht gegeben
ist.
Hinweis: Betrachte das Funktional

1/2
P(f) = /0 f

auf dem Unterraum

Ez{feﬂ([o,m:/O fdx =0} C L'(0.1))



