Formelsammlung zur Vorlesungspriifung
Mathematik 11, M

Determinanten
det (an a12 _ a1l a2 — 11099 — Q12021
a1 a2 a1 a22
a11 aiz2 ai3
G21 Q22 QG23| = G11022033 + 012023031 + Q13021032
a31 as2 ass3 —a11G23032 — 012021033 — 413422431

Entwicklung nach einer Zeile/Spalte: Fiir jedes j ist

n

det(A) = Z(—l)j+kajk det(A;)

k=1
= Z(—l)j+kakj det(Akj).
k=1

Aj, entspricht hierbei A ohne j-te Zeile und k-te Spalte.
Invertierbarkeitskriterium: A ist genau dann invertier-
bar, wenn det(A) # 0.
Cramersche Regel: Ist A eine invertierbare Matrix, dann
hat das Gleichungssystem AZ = b die Losung
1

——(det(A;), ..., det(A,))T,

Tor et (). det(4,)
wobei 4; aus A entsteht, indem man die i-te Spalte durch
b ersetzt.
Inverse von 2 x 2 Matrizen:

P by 1 d —b
c d det(A) \-¢ a )’
Basen und Koordinatentransformation
Vektoren by,...,b, bilden eine Basis des R", falls die
Matrix B = (b1, ..., b,) Rang n hat, also det(B) # 0.
Transformationsmatriz: Die Transformationsmatrix von
einer Basis B zu einer Basis C ist die Matrix
T =(B'0).
Hat ein Punkt die Koordinaten ¥ zur Basis B und v¢
zur Basis C, dann gilt
o = (T") '9p = C™'Bip.

Kegelschnitte und Hauptachsentransformation

ax% + 2bx1xo + cx% +dri+exo+ f=0
beschreibt einen Kegelschnitt. Aquivalent ist

FAT+FT+ =0 mitA_(g i) und = <Z)

Fall det(A) # 0:
e Berechne ¢= —1A"'fund C = 1p'q+ f.
e Die Substitution & = i + ¢ liefert die Gleichung
§'AG+C =0.

e Bestimme die Eigenwerte A; und Ao von A sowie
je einen normierten Eigenvektor v, v5. Wéhle dabei
die Vektoren so, dass in der Matrix S = (¥, ¥2) die
Gleichung s15 = —s91 gilt.

e Bestimme den Winkel ¢, fiir den gilt

_ (cos(p) —sin(p)
- (sm«o) cos() ) '

e Die Substitution 3 = SZ. liefert die Gleichung
)\12’% + )\225 + C=0.
e Fiir die Losungsmenge fiir 7’ gilt
Koeffizienten
C =0 und )\17 )\2
gleiches Vorzeichen
C =0und A\, A\ zwel Geraden
unterschiedliche Vorzeichen |durch den Ursprung
Alle Werte < 0 oder alle > 0 )
A1, A2 gleiches Vorzeichen,

Losungsmenge

{0}

C anderes Vorzeichen Ellipse
C 7’5 0 und /\17 )\2
unterschiedliche Vorzeichen Hyperbel

Die Losungsmenge fiir & ist die Losungsmenge fiir Z um
 gedreht und um ¢ verschoben.

Fall det(A) = 0: Falls A = 0, ist die Losungsmenge
eine Gerade. Ansonsten:

e Ein Eigenwert von A ist 0, berechne den anderen
Eigenwert A\; und Eigenvektoren ¢} zu A; und v
zum Eigenwert 0. Wihle dabei 97, v so, dass in der
Matrix S = (¥, ¥2) die Gleichung s12 = —s91 gilt.

e Berechne

n) =P
e Bestimme den Drehwinkel ¢ wie im Fall det(A) # 0.
e Die Substitution & = Sy. liefert die Gleichung

Myt + gy +hys + =0
e Falls h = 0, dann gilt fiir die Losungsmenge fiir ¢/

Koeffizienten Losungsmenge

g2 —4fA <0 [}

g? —4f)\; = 0| eine senkrechte Gerade
g% — 4f)\; > 0|zwei senkrechte Geraden

e Falls h # 0, dann ist die Losungsmenge fiir / eine

¢
Parabel mit Scheitelpunkt (f ﬁ, % — %) .

Die Losungsmenge fiir Z ist die Losungsmenge fiir ¢ um
¢ gedreht.

Lineare Differentialgleichungen
Die allgemeine Losung einer homogenen DGL
a(z)y(z) + b(z)y' (x) =0 ist
a(z)

yu(x) = C - exp (_/b(x)d”’)’ C eR.

Eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL
a(z)y(@) + b(x)y (x) = f(z) st

Charakteristisches Polynom: Zu einer DGL
any™ 4+ ary +apy =0



gibt es das charakteristische Polynom
ap\" + -+ a1 A+ ag.

Allgemeine Lisung einer homogenen DGL: Ein Funda-
mentalsystem einer homogenen DGL ist gegeben durch
die folgenden Funktionen:

e Fiir jede reelle Nullstelle A des charakteristischen
Polynoms die Funktionen e** ze ®, ... aF~lel®
wobei k die Vielfachheit der Nullstelle ist, sowie

e Fiir jedes Paar komplexer Nullstellen o + i

des charakteristischen Polynoms die Funktionen
e®® sin(Bx), re2® sin(Bx), . .., ¥ 1e®® sin(Bz) und
e cos(Bx), xe®® cos(Bx), . . ., ¥ 1e*® cos(Bz), wo-

bei k die Vielfachheit der Nullstellen ist.

Variation der Konstanten bei DGL zweiter Ordnung: Ist
yr(z) = c1y1(x) + coya(z) die allgemeine Losung der
homogenen DGL

azy” +ary’ + aoy = 0,

(@) +c2(z)y2

dann ist y;(x) = c1(x)y1 (z) eine Losung der

inhomogenen DGL

azy” + a1y’ + agy = f(x), wobei
o (2)y:(x) .
““*‘(/m<mx> @@ ™
. f@)w () .
2(v) /yu> @) — @)

Spezielle Ansitze:

Storfunktion Ansatz fiir y;(z)
P(a) Q)
P () & Q)
sin(ax)
cos(ax) csin(ax) + dcos(ax)
asin(ax) + bcos(ax)
P(z)sin(ax)
P(x) cos(ax) R(z) sin(ax) + S(x) cos(aux)
P(x) sm(ax) + ?(1’; cos(ax)
M cos(ax) e* (csin(ax) + d cos(ax))
e* (a sin(am) + bcos(ax))

Hierbei sind a,b,¢,d, A, @ Konstanten und P(z), Q(x),
R(z), S(z) Polynome vom Grad m.

Ist A, ai oder \ 4+ «i eine k-fache Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms, muss der Ansatz mit z* multipli-
ziert werden.

Systeme von Differentialgleichungen
Homogene Systeme: Hat die n x n Matrix A ausschlief3-
lich Eigenwerte der Vielfachheiten 1 und 2, dann ist die
allgemeine Losung des homogenen Systems
T =A%
die Summe von
e c;e’ity; fiir jeden einfachen Eigenwert \; mit Eigen-
vektor v,
o e*it(a;T; + byw;) fiir jeden doppelten Eigenwert \;
mit zwei linear unabhingigen Eigenvektoren v, ;,

o cNit(¢;tv; +0;) fiir jeden doppelten Eigenwert ); mit
nur einem Eigenvektor v;. Dabei bezeichnet w; die
allgemeine Losung von

(A - )\zIn) - _’2
Inhomogene Systeme: Bilden Z1,...,4#, ein Fundamen-

talsystem des homogenen Systems

T = Az,
dann ist .
Zr(t) = Xel(t)
eine Losung des inhom_ogenen Systems
= Ar+5s,
wobei X die Matrix (Z1,...,%,) ist und &(¢) durch
¢= X—lg'
bestimmt wird.
Ebene Kurven
Kartesische Parameter-
Koordinaten (d?rst%lung( )
. . 2 o po| x(t) = Rcos(t
Kreis, Radius R|2° +y~ = R y(t) = Rsin(t)
. 22, o2 _ 4 | ©(t) = acos(t)
Ellipse, Halbachsen a,b| &z + 3z =1 y(t) = bsin(t)
EN x(t) = acosh(t)
Hyperbel, H.achsen a,b| &% — 4z =1 y(t) = bsinh(t)

N z(t)
Tangente: v(t) = | .
Singuldrer Punkt ist Punkt ¢(t) mit 0(¢) = 0.
Bogenlinge: s = f:f Va2 + y2dt
In Polarkoordinaten: s = :;2 7(p)? + 7(p)%dt

Kriimmung:
Parameterdarstellung Falls y :/;/z/(x)
iy o
— .5 on3 - 3
(&2 +97)? 1+ )2

Kriimmungskreis: Kreis mit Radius ﬁ und Mittel-
punkt (£,7) beriihrt Kurve in P und hat Kriimmung k.
&__W+fw (@* +9%)d
T E - ay i — &y

in Parameterdarstellung. Falls y = y(z), dann
_ 0+ 1+ (y')?
§=0— — -

Y Y

und n=y+

und n=y+

Evolute: Menge der Mittelpunkte der Kriimmungskreise
Uberstrichener Flicheninhalt:

Parameterdarstellung Polarkoordinaten
=1 ft (xy — Ty) dt A=1 ;012 r(p)2de
Raumkurven
Bogenliinge: s = j;tf Vit + &3 + @3dt
- dZ i
Tangentenvektor t = @ _ i
ds |Z|
dt’ A L Ry
dt — (& - -
Hauptnormalvektor 1 = Z; = x (x 3 =bxt
o Z—(Z- t‘ﬂ
Exi o
Binormalvektor b = — =txn
X T




dt R
Kriimmung: kK = |—| = \x 7l
ds |Z)3
db S dii  (Ex D) T
Torsion: T———-ﬁ:b-—n: (ac x) w
ds s |7 x 7|2

Differentialrechnung in mehreren Variablen
Tangentialebene von f(x,y) im Punkt (zg,yo) hat die
Gleichung z = f(xo, o) + fz (%0, y0)(z — o) + £ (¥ — Yo)
fz(x0,Y0)

fy(%0,y0)

—1
Richtungsableitung von f in Richtung # (mit |#] = 1) ist
V f-7. Die Richtung des Gradienten ist die Richtung des
grofiten Anstiegs.

und den Normalenvektor 77 =

P(x,y)

Divergenz: Fiir ¥(x,y) = (Q(x, Y) ist dive = %—I; + 99,
P(z,y,z) o )

Fir 6(z,y,2) = | Q(a.y,2) | ist dive = 57+ 52 + 5F.
R(x? y7 Z)

Ein Punkt mit positiver Divergenz heifit Quelle von v,
ein Punkt mit negativer Divergenz Senke. Das Feld heifit
quellenfrei, wenn die Divergenz iiberall 0 ist.

P(x,y,2)
Rotation: Fiir ¥(x,y,2) = | Q(z,y,2) | ist die Rotation
R(z,y,z2)
on _ 09
% 2
rotv = | 22 — %—Ij . Das Feld heif3t wirbelfrei, falls die
352 _bP
dy

Rotation uberall dem Nullvektor entspricht.

Implizite Funktionen

Eine Gleichung f(z,y) = 0 gibt eine Kurve in impli-
ziter Form an. Ein Punkt (xg,yo) auf der Kurve heifit
singuldr, falls fz(xo,y0) = fy(zo,%0) = 0. Die Tangen-
te an einem nicht singuldren Punkt verlduft horizontal,
falls fz(zo,%0) = 0, und vertikal, falls f,(zo,y0) = 0. Die
Tangentengleichung ist

M(m falls f,(zo,y0) # 0

falls fy(l’o,yo) =0.

Y=1yo— — Zo),

T = Zo,

Taylorpolynom Das Taylorpolynom vom Grad n der
Funktion f(z,y) um den Entwicklungspunkt (zg, yo) ist

To(z,y) = f(xo,v0)
+ fe(®0,y0) (7 — 20) + £ (0, Y0) (¥ — ¥o)

+ %(fxx($o7yo)(x — l‘o)Q
+ 2 fuy (0, yo) (@ — 20) (¥ — Yo)
+ fyy(@0,y0)(y — y0)2) 4

0" f (20, o)
n'z<z) Oxn—i0yt (2~

20)" " (y — yo)"-

Extremwertaufgaben

Die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen einer Funkti-
on heiflt positiv definit, falls alle Eigenwerte positiv sind,
negativ definit, falls alle Eigenwerte negativ sind, und in-
definit, falls sie positive und negative Eigenwerte hat.
Ein Hauptminor Ay von H ist die Determinante der lin-
ken oberen k x k Teilmatrix.

Kriterium fiir Definitheit: H ist genau dann positiv de-
finit, wenn alle Hauptminoren positiv sind. Sie ist genau
dann negativ definit, wenn A; > 0 fiir gerades & und
Ay < 0 fiir ungerades k.

Notwendige Bedingung fiir Extrema: An Extremstellen
im Inneren des Definitionsbereichs ist der Gradient Null.
Hinreichende Bedingung fiir Extrema: Eine Stelle mit
Gradient Null ist ein Maximum, falls die Hesse-Matrix
negativ definit ist, ein Minimum, falls H positiv definit
ist, und ein Sattelpunkt, falls H; indefinit ist.
Randeztrema:

o Ist (zg,yo) ein Maximum von f auf dem Rand des
Gebietes G, so ist (zg, yo) genau dann ein Maximum
auf G, falls (z9,yo) eine Ecke von G ist oder der
Gradient bei (xg,y9) von G weg zeigt.

e Ist (z9,y0) ein Minimum von f auf dem Rand des
Gebietes G, so ist (g, yo) genau dann ein Minimum
auf G, falls (zg,y0) eine Ecke von G ist oder der
Gradient bei (zg,yo) in G hinein zeigt.

Ein Gebiet heiffit kompakt, falls es beschrénkt ist und je-
den seiner Randpunkte enthélt.

Eine stetige Funktion hat auf einem kompakten Gebiet
stets ein globales Maximum und ein globales Minimum.

Methode der kleinsten Fehlerquadrate
Sind (z1,91), .-, (Tn,yn) gegeben und azx + b eine Ge-
rade, so wird >, _; (yx — (azy, + bx))? minimiert durch

DoTkYk DL Tk in > TkYk
. 2 Yk nlad b STk DYk
2 Th Tk DTh Tk
ap n x n

Extrema unter Nebenbedingungen
Ein Extremum von f(z,y) unter der Bedingung g(x,y) =
0 erfiillt fiir F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(x,y) stets VF = 0.

Gewohnliche Differentialgleichungen
Bernoullische DGL: y' + f(x)y+g(z)y® = 0 mit a # 0, 1

@ und substituiere z = y!=°.

i T f(@)z = —g(2).
1
e Losung der urspriinglichen DGL ist y = 27« und
fiir positives a auch y = 0.

e Multipliziere mit ¢y~
e Bestimme die Losung von

Riccatische DGL: y' + f(z)y + g(x)y? = h(z)
e Finde eine partikuldre Losung y, (z.B. durch Ansatz
y = az’ oder y = ae’®) und substituiere y = z + y,.
e Bestimme die Losung von 2’ + (f(z) + 2g(x)yp)z +
g(x)2% = 0 und setze dies in y = z + y, ein.



Ezakte DGL: P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 heiit exakt, falls
P, = Q.. Es gibt dann eine Funktion F(z,y), so dass
die allgemeine Losung durch die Gleichung F(x,y) = ¢
beschrieben wird. Man findet F' wie folgt.

e Setze F' = [ Pdx + ®(y) und berechne ® aus der

Bedingung F, = @ oder
e setze F = dey + U(x) und berechne ¥ aus der

Bedingung F, = P.

Integrierender Faktor: Ist P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 nicht
exakt, suche eine Funktion M (z) oder M (y) mit

M- (Py—Qz) =M,Q bzw. M- -(P,—Q,)=—M,P.

Die DGL M P(z,y) + MQ(z,y)y’ = 0 ist dann exakt.
Clairautsche DGL: y = xy' + h(y’) hat die Losungen
y = cx + h(c) fiir ¢ € R. Einhiillende der Lésungen ist
die Kurve (z,y) = ( — W' (z), —=h'(2)z + h(2)).
DGL zweiter Ordnung:

o )" = [(e) = y = [ (] f(2)da) do +erz+oo

o y' = f(x, y’) ~ substituiere z = y

e v = f(y,y’) ~ Lose die DGL 2’ - z = f(y, 2).

dann die DGL ¢/ = z(y).

Lose

Eulersche DGL: a 23y + asx®y” + a1y’ + apy = 0.
Substituiere x = e und v(t) = y(e*). Dann ist
Y (@) =e"-0(t),
y'(x) = e (U(t) —

und y"(x) = e (V(t) — (t) +20(t)) .

Mehrfachintegrale

Normalbereich: Ein Bereich der Form
B={(z,y)|a<z<bg(x) <y <h(z)}

heifit Normalbereich beziiglich der y-Achse. Das Integral

einer Funktion f(z,y) iiber B ist dann

[

Fiir einen Normalbereich beziiglich der x-Achse

B={(z,y)[a<y<bgly) <z<h(y)}
ist das Intergal entsprechend

/b (/:()y) f(at,y)da:) dy.
a \Jaly

Masse und Schwerpunkt: Eine Fliache B in der x,y Ebene
mit Dichtefunktion p(x,y) hat

M://B p(z,y)dzdy

Stat. Moment zur x-Achse M, = // y - plx,y)dzdy
B

(z,y)dy | dz.

Gesamtmasse

Stat. Moment zur y-Achse M, = // x - p(z,y)dzdy
B

M, M,
==Y 2
(5 37)
Oberflicheninhalt: Die Fliche, die eine Funktion f(x,y)
iiber einem Bereich B definiert, hat den Inhalt

O://B,/l+f§+f§dxdy.

Schwerpunkt

Masse und Schwerpunkt: Ein Bereich B im Raum mit
Dichtefunktion p(z,y, z) hat

Gesamtmasse M = /// p(z,y, z)dxdydz
B
T
° - pla, y, 2)dxdyd
Schwerpunkt | ys Ty = fffo p(x,y, z)dzdydz
M
ZS
_ fffB y - p(z,y, z)dedydz
Ys = I
_ fffB z-p(x,y, z)drdydz
2s =
M
Tragheitsmoment:

bzgl. x-Achse

B/
Iy:///(x2+22)
—/// 22+ 4?)

p(@,y, z)dedydz
p(z,y, z)dxdydz  bzgl. y-Achse

p(x,y, z)dedydz  bzgl. z-Achse

Polarkoordinaten: Fiir x(r gp) = rcos(ga) y(r,p) =
rsin(p) und g(r,¢) = f(z(r r,p)) gilt
//fxydxdy—//rgrapdrdgo
Kugelkoordinaten: Fir xz(r,p,0) = rcos(p)sin(f),
( cp,&) = rsin(gp)sin(@) (r ©,0) = rcos(fd) und
g(r,0.0) = f((r,0,0),y(r, ¢,0), 2 rsﬁﬁ)) gilt
// fz,y, 2)dzdydz = /// r<sin(0)-g(r, ¢, 0)drdpdd.
Zylinderkoordinaten: Fir x(r, ¢,z ) = rcos(yp),
y(r w, z) = rsin(p), z(r, % ) = z und g(r,¢,2) =
(r,,2),y(r, ¢, 2), 2(r, ¢, 2)) gilt

// flz,y, 2z dxdydz—///r g(r, p, z)drdedz.

Kurvenintegrale: Das Integral iiber ein Vektorfeld
P(’,I:’ y’ Z)

Q('r’ y’ Z)

R(z,y,z2)

entlang einer Kurve Z(t) ist definiert als

/K t)dt.

Oberflichenintegrale: Ist K ein Vektorfeld und F' ein
Flachenstiick, dann ist das Integral von K auf F

//Bf?(%y,f(x,y)) : _f;

wenn F' in der Form z = f(z,y) mit (z,y) € B gegeben

ist und //

wenn F' in Parameterform Z(u,v) gegeben ist.

I?(:r,y,z) =

dxdy,

(Zy X Zy)dudv,



