Tutorium Mathematik II, M

Losungen™
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* Aufgabe 1. Bestimmen Sie alle Losungen von

1 20 =1\ /= 2
1 -1 2 2| [=]| |4
2 33 0oflas]| |7
0 21 -1/ \a, 1

Losung: Beim Gauf’schen Eliminationsverfahren bringen wir zunachst die
Zeile nach oben, mit welcher wir in den anderen Zeilen den ersten Eintrag
auf 0 bringen wollen. Dazu eignet sich im Allgemeinen die Zeile am besten,
deren erster Eintrag der betragméBig kleinste (aber nicht 0) ist. Insbesondere
ein Eintrag 1 ist hierfiir von Vorteil.

In diesem Fall steht bereits eine 1 links oben, wir vertauschen also nicht.
Mit der ersten Zeile bringen wir die ersten Eintrage in der zweiten und der
dritten Zeile auf 0, dazu subtrahieren wir die erste Zeile von der zweiten und
das Doppelte der ersten Zeile von der dritten:

1 20 —-1]2 1 20 —-1]2
1 -1 2 24 z2=21 0 -3 2 3|2
2 33 0|7 23—221 0 -1 3 2|3
0 21 —-1|1 0 21 —-1|1

In der zweiten Spalte steht der betragméafig kleinste Eintrag in der dritten
Zeile, wir vertauschen daher die zweite und dritte Zeile:

1 20 —-1]2 1 20 —-1]2
0 -3 2 3|2 -1 3 2|3
0 -1 3 2|3 0 -3 2 3|2
0 21 —-1]1 0 21 —-1]1

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



Jetzt bringen wir die nachsten Eintrage auf 0, indem wir das Dreifache der
zweiten Zeile von der dritten subtrahieren und das Doppelte der zweiten Zeile
zur vierten addieren:

1 2 0 —1]2 1 2 0 —1 2
0 -1 3 2|3 o -1 3 2| 3
0 =3 2 3|2 z3—322 0O 0 =7 =3|-7
0 21 —-1]1 244222 0 0 7 3 7

Zuletzt addieren wir noch die dritte Zeile zur vierten:

1 2 0 —-1| 2 12 0 —-1| 2
o -1 3 2 3 0o -1 3 2| 3
0o 0 -7 =3|-—-7 0o 0 =7 =3|-7
0 0 7 3 7 z4+23 0 0 0 0 0

Da der Rang der Matrix und der um den Storvektor erweiterten Matrix iden-
tisch ist, besitzt das Gleichungssystem eine Losung. Beim Riickwartseinsetzen
betrachten wir zuerst die dritte Gleichung —7x3 — 3x4 = —7. Da wir zwei
Unbekannte in einer Gleichung haben, setzen wir eine der beiden als Variable
an, etwa xry = s. Daraus ergibt sich z3 =1 — %s. In die zweite Gleichung
eingesetzt, erhalten wir —xs + 3(1 — %s) +2s =3, also xy = %s. Nun setzen
wir noch in die erste Gleichung ein und erhalten z; 4 2 - %s —s = 2, also
ry=2— %3. Losung des Gleichungssystems sind also alle Vektoren
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*Aufgabe 2. Bestimmen Sie das Inverse der Matrix

2 15
A=11 -1 3
2 3 4

Lésung: Beim Bestimmen des Inversen einer Matrix gehen wir zunéchst nach
dem Gaufy’schen Eliminationsverfahren vor. Danach bringen wir aber noch
alle Diagonalelemente auf den Wert 1 und alle anderen Eintrage auf 0. Wir
beginnen mit dem Schema

2 1 5|1 00
1 -1 3{0 1 0
2 3 4/0 01



Der beste Eintrag in der ersten Spalte liegt in der zweiten Zeile, wir ver-
tauschen daher die ersten beiden Zeilen:

2 15100 1 -1 3|/0 10
1 -1 3/]01 0)——1(2 1 5|1 00
2 3410 01 2 3410 01

Nun subtrahieren wir das Doppelte der ersten Zeile von der zweiten und der
dritten Zeile:

1 -1 3|0 1 0 1 -1 3/0 10
2 15/100)——=[0 3 -1/1 =20
2 3 4/00 1) 250 \0 5 —-2/0 -2 1

Jetzt subtrahieren wir das Funffache der zweiten Zeile vom Dreifachen der
dritten Zeile:

1 -1 3{0 10 1 -1 3 0 10
o 3 -1/11 -20)]—1(0 3 —-1] 1 =20
0 5 =210 =2 1/ 38s-52 \0 0 —-1|-5 4 3

Nachdem wir die Zeilenstufenform erreicht haben, gehen wir nun von unten
nach oben vor. Zuerst multiplizieren wir die letzte Zeile mit —1:

1 -1 3] 0 10 1 -1 3(0 1 0
o 3 -1, 1 -20—10 3 —-1|1 =2 O
0 0 —-1|-5 4 3 —23 0 0 1|5 -4 -3

Die dritte Zeile ist nun im gewiinschten Zustand. Jetzt addieren wir die
dritte Zeile zur zweiten und dividieren diese danach durch 3:

1 -1 3o 1 0\ . (1 -13/0 1 0
0 3 -1/1 -2 0] ——=(0 30[6 -6 -3
0 0 1|5 —4 -3 0 0 1/5 —4 -3
s 1 -13]0 1 0

— |0 1 0[2 -2 -1

0 0 1/5 —4 -3

Auch die zweite Zeile hat den gewtlinschten Zustand erreicht. Jetzt addieren
wir zur ersten Zeile noch die zweite und subtrahieren das Dreifache der drit-
ten Zeile:

1 =1 3|0 1 0\ &at=3s /1 0 0|-13 11 8
o 102 -2 -1] —— [0 1 O 2 -2 —1
0O 0 1|5 —4 -3 0 01 5 —4 -3



Das Inverse der Matrix A ist also

—13 11 8
Al = 2 —2 —1
5 —4 -3

Aufgabe 3. Bestimmen Sie alle Losungen von

-2 1
1 -1
1 -4
2 0
-2 1
1 -1
1 —4
2 0

-2 =2 T -3
1 2| (x| | 1
2 5| x| | -2
1 3 Ty 0
und
-2 =2 T -3
1 2| (=] [ 1
2 5| x| | -2
1 3 Ty 4

Losung: Da es sich bei beiden Gleichungssystemen um die gleiche Matrix
handelt, konnen wir sie simultan 16sen. Wir stellen also ein Schema fiir beide

Systeme auf:
—2
1
1
2

Wir vertauschen die ersten
bekommen. Dann addieren
Zeilen:

-2 1 -2 =-2|-3
1 -1 1 2 1
1 -4 2 5|2
2 0 1 3| 0

1 -2 -2]-3 -3
-1 1 2/ 1 1
-4 2 5|-2 =2

o 1 3] 0 4

beiden Zeilen, um eine 1 nach links oben zu
wir Vielfache der ersten Zeile zu den anderen

-3 1 -1 1 2 1 1
1 -2 1 -2 =2|-3 -3
—2 1 -4 2 5|-2 =2
4 2 0 1 3, 0 4

1 -1 1 2 1 1

24221 0 -1 0 2|-1 -1

z3—21 0 -3 1 3|-3 -3

24—221 0o 2 -1 —-1|-2 2



In der zweiten Spalte ist bereits die optimale Zeile an der zweiten Position,
wir miissen daher nicht vertauschen.

1 -1 1 2 1 1 —1 1 2 1 1
0 —1 0 2|-1 -1 —1 0 2|-1 -1
0o -3 1 3|-3 -3 23—322 0o 1 =3, 0 0
0 2 -1 —1|-2 2 24+222 0 —1 3 4 0
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Wir sehen nun, dass die Matrix Rang 3 hat. Fiir das erste Gleichungssystem
hat die erweiterte Matrix

1 -1 1 2| 1
0 -1 0 2 -1
0O 01 =3|] 0
0O 00 0| 4

Rang 4, das System ist also nicht losbar. Fiir das zweite Gleichungssystem
hat die erweiterte Matrix

1 -1 1 2 1
0O -1 0 2|-—

0 01 =3|] 0
0 00 0 O

Rang 3, dieses System ist also 1osbar. Wir setzen riickwarts ein. Die letzte
Zeile entspricht der Gleichung 0 = 0 und liefert uns keine Aussage iiber
die gesuchten x;. Die dritte Gleichung ist x3 — 3z4 = 0 oder x3 = 3z4.
Hier haben wir zwei Unbekannte, wir miissen also eine durch eine Variable
ersetzen. Setzen wir x4 = s, dann ist x3 = 3s. Die zweite Gleichung ist
dann —x9 + 224 = —1, also 29 = 1 4+ 224 = 1 + 2s. Die erste Gleichung ist
r1—xotx3+2z4 = 1, also 1 = 1+x9—23—214 = 14+(1+25)—35—25 = 2—3s.
Die Losungen des Gleichungssystems sind somit die Vektoren der Form

2—3s

1+ 2s
3s

S



Aufgabe 4. Bestimmen Sie die Inverse der Matrizen

2 -3 =3 0o 1 2
A=11 0 -2 und B=|-3 2 3
3 =1 —6 2 -1 -1

Lésung: Wir gehen wie in Aufgabe 2 vor. Zuerst stellen wir fiir A das fol-
gende Schema auf:

2 =3 =3|1 0 0

1 0 —2(0 1 0

3 -1 —6/0 0 1

Wir vertauschen die ersten beiden Zeilen und addieren danach Vielfache der
ersten Zeile zu den beiden anderen.

2 =3 =3[1 0 0 1 0 —2/0 10
1 0 -2/01 0] ——1[2 -3 =3[100
3 -1 —6/0 0 1 3 -1 —6/0 0 1
1 0 —2/0 10

—— (0 =3 1|1 -2 0

250 \0 -1 0|0 -3 1

Jetzt vertauschen wir die letzten beiden Zeilen und subtrahieren das Dreifache
der zweiten Zeile von der dritten.

10 =2j0 10 1 0 =2j0 10
o -3 1|11 -2 0)]———1(0 -1 O0]0 =3 1
0 -1 0/0 =3 1 0 -3 1|1 -2 0
1 0 -=2/0 1 0

— (0 -1 0|0 =3 1

23—322 0 0 111 7 —3

Die dritte Zeile ist bereits in der gewiinschten Form. Zuletzt bringen wir
noch die ersten beiden Zeilen auf diese Form, indem wir die zweite Zeile mit
—1 multiplizieren und zur ersten Zeile das Doppelte der dritten addieren.

1 0 —-2/0 1 0y ™2 /100|215 -6
0 -1 0/0 -3 1|———1(010/0 3 —1
0o 0 1|1 7 -3 00 1|1 7 =3
Somit ist
2 15 —6
Al=10 3 -1
1 7 -3



Fiir B gehen wir entsprechend vor. Zuerst stellen wir das Schema autf:

N W O

1 2|1 00
2 3|0 10
-1 —-1{0 0 1

Wir vertauschen die erste und dritte Zeile und addieren dann das Dreifache
der ersten Zeile zum Doppelten der zweiten:

0 1 2100 2 -1 -1]0 0 1
-3 2 3|01 0] —— (-3 2 3010
2 -1 -1]0 0 1 0O 1 2100

omtsn (2 —1 —1]0 01

— (0 1 3|0 2 3

0O 1 2100

Jetzt subtrahieren wir noch die zweite Zeile von der dritten und haben Zeilen-
stufenform erreicht:

2 -1 -1/0 0 1 2 -1 -1/0 0 1
o 1 3/0 23] — {0 1 3|0 2 3
0 1 2|1 00 z3—22 0O 0 —-1|1 -2 -3

Wir multiplizieren die dritte Zeile mit —1 und addieren danach Vielfache von
ihr zur zweiten und dritten Zeile.

2 -1 -1/0 0 1 2 -1 -1 0 01
o 1 3/0 2 3]——(f0 1 3] 023
0 0 -1|1 -2 =3/ -= \0 0 1|-12 3
Mmoo (2 -1 0l-1 2 4

— (0 10| 3 -4 -6

0o 01/-1 2 3

Die letzten beiden Zeilen sind nun in der gewiinschten Form. Die erste Zeile
bringen wir in die gewiinschte Form, indem wir die zweite Zeile addieren und
danach durch 2 dividieren.

2 -1 0]-1 2 4 20 0] 2 —2 —2
0 10| 3 -4 —6]—=f010| 3 -4 56
o o0 1/-1 2 3/ 7 \oo1|-1 2 3
e /100l 1 -1 —1

"y lo1 0| 3 -4 -6

001/ -1 2 3




Das Inverse von B ist also



