Tutorium Mathematik II, M

Losungen™
14. Juni 2013

*Aufgabe 1. Sei f(x,y) = xy — 1 und B der durch die Kurven
r=—1, r =1, y=z und y=2-—2°

beschrénkte Bereich. Berechnen Sie das Integral von f auf B in beiden Inte-
grationsreihenfolgen.

Losung: Um die Integrationsgrenzen zu bestimmen, fertigen wir zunéchst
eine Skizze von B an:

y=2—x?

Die Schnittpunkte der Kurven sind (—1,—1), (=1,1) und (1,1). Somit
lduft x von —1 bis 1. Die untere Begrenzung fiir y ist die Gerade y = z,
die obere ist die Parabel y = 2 — x2. Also liduft y von x bis 2 — 2. Das zu

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



berechnende Integral ist somit
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Fiir die andere Integrationsreihenfolge miissen wir die Grenzen neu be-
trachten. Leicht zu sehen ist, dass y von —1 bis 2 lduft. Die untere (linke)
Grenze fiir « ist dabei zuerst die Gerade x = —1 (fiir —1 < y < 1) und spéter
(fir 1 <y < 2) die linke Hélfte der Parabel y = 2 — 2%, Die obere (rechte)
Grenze ist zuerst die Gerade y = x und dann die rechte Halfte der Parabel
y = 2 — 2. Somit lduft = zuerst von —1 bis y und spiter von —/2 — y bis
V2 — vy, denn dies ist die Umkehrfunktion von y = 2 — 2?. Wir miissen das
Integral also aufteilen und erhalten
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Aufgabe 2. Berechnen Sie jeweils das Integral von f auf B in beiden Inte-
grationsreihenfolgen.

(a) flz,y) =y
B beschrénkt durch y =z, xry =4 und z =4

(b) f(z,y)=a*+y
B beschriinkt durch y = 2%, y = /r,z =0und z = 1

(c) f(z,y) =2y
B beschrinkt durch x = y? — 4 und y-Achse
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(d) f(z,y) == +sin(y)
B beschréankt durch x = —1, z = 1, y = 7 - || und die z-Achse.

Lésung:  (a) Um die Integrationsgrenzen zu bestimmen, beginnen wir wie-
der mit einer Skizze von B:

Die Schnittpunkte der Kurven sind (2,2), (4,1) und (4,4), also lauft =
von 2 bis 4. Dabei ist die Kurve xy = 4 (also y = %) die untere Grenze
von y und die Gerade y = x die obere Grenze, also lauft y von ﬁ bis x.
Das Integral lautet somit
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Fiir die andere Integrationsreihenfolge lduft y von 1 bis 4. Dabei ist die
untere Grenze von z fiir 1 <y < 2 die Kurve zy = 4 (also z = ) und
fiir 2 < y < 4 die Gerade y = x. Die obere Grenze ist die Gerade z = 4,
also lauft x zuerst von % bis 4 und spéter von y bis 4. Das Integral muss



somit aufgeteilt werden und lautet
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(b) Zuerst wieder eine Skizze von B:

rz=0 r=1

Die Schnittpunkte der Kurven sind (0,0) und (1, 1) Also lauft x von 0
bis 1 und dabei ist y von unten durch die Parabel y = 2 und von oben
durch die Kurve y = /x begrenzt. Das Integral lautet also
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Fiir die andere Integrationsreihenfolge lauft y von 0 bis 1. Dabei ist «
von links durch y* (Umkehrfunktion von y/z) und von rechts durch \/y



(Umkehrfunktion von z?) begrenzt. Das Integral lautet also
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(¢) Zuerst wieder eine Skizze von B:

Die Schnittpunkte der beiden Kurven sind (0, —2) und (0, 2), also lduft
x von —4 bis 0. Dabei ist y von unten und oben durch die Parabel
r = y*> — 4 begrenzt und lduft daher von —/z + 4 bis vz +4 (Um-
kehrfunktion von y? — 4). Das Integral lautet also
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Fiir die andere Integrationsreihenfolge lauft y von —2 bis 2. Dabei ist
x von links durch die Parabel = y? — 4 und von rechts durch die



y-Achse begrenzt, liuft also von y? — 4 bis 0. Das Integral lautet somit
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(d) Zuerst wieder eine Skizze von B:

Also lduft x von —1 bis 1, wobei y von unten durch die xz-Achse und
von oben durch die Funktion y = |z| begrenzt ist. Also lduft y von 0
bis || und das Integral lautet
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Dabei haben wir sowohl cos(—x) = cos(z) als auch sin(—z) = — sin(z)
ausgenutzt.



Fiir die andere Integrationsreihenfolge 1auft y von 0 bis 1. Dabei durch-
lauft x zwei Intervalle: Einmal von —1 bis —y (linke Hélfte der Kurve
y = |z|) und einmal von y (rechte Hilfte von y = |x|) bis 1. Das Integral
lautet also
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= —2cos(1) +2+2cos(l) — [2 Sin(y)]é =2 — 2sin(1).



