Tutorium Mathematik II, M

Losungen™
19. April 2013

* Aufgabe 1. Bestimmen Sie eine Losung von

y(4)+4y'"+6y"+4y’+y= (IQ—FQJ)@x

mit Hilfe eines speziellen Ansatzes.

Losung: Zunéchst geben wir noch einmal die Liste der speziellen Ansétze an.

Storfunktion Ansatz fiir y,(x)
P(x) Q(x)
e P(z) e Q(x)
sin(ax)
cos(ax) csin(aw) + d cos(ax)
asin(ax) + bcos(ax)

ae’ sin(ar)

ae*® cos(ar)
e (asin(az) + beos(ax))

e (esin(ax) + d cos(ax))

P(z) sin(ax)
P(z) cos(ar)
P(z)sin(az) + Q(x) cos(ax)

R(z)sin(ax) + S(z) cos(ax)

Hierbei sind a, b, ¢, d, A\, « Konstanten und
P(z),Q(z), R(z), S(z) Polynome vom Grad m.

Unser Kandidat fiir einen speziellen Ansatz ist y; = (az® 4+ bz + ¢)e”. Da
A = 1 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms A +4X34+6\2 +4X+1
ist, konnen wir diesen Ansatz verwenden. Die Ableitungen von y; sehen wie

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden prisentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



folgt aus:

2ax + b)e” + (ax® + br + c)e”

az® + (2a + b)x + (b + ¢))e”

2ax + (2a + b))e” + (az® + (2a + b)x + (b + ¢))e”
+ (da+b)z + (2a +2b + ¢))e”
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Yy = (an + (4a + b))e® + (ax® + (4a + b)x + (2a + 2b + ¢))e”

= (az® + (6a + b)x + (6a + 3b + c))e”

(Zax + (

= (az” +(

axr

6a + b))e” + (ax® + (6a + b)x + (6a + 3b + c))e”
8a + b)x + (12a + 4b + ¢))e”

Setzen wir dies in die linke Seite der Differentialgleichung ein, erhalten wir

(az® + (8a + b)x + (12a + 4b + ¢))e”

+ (4az® + (24a + 4b)x + (24a + 12b + 4c))e”

+ (6az® + (24a + 6b)z + (12a + 12b + 6¢))e”

+ (4az® + (8a + 4b)x + (4b + 4c))e” + (ax® + bx + c)e”
= (16az”* + (64a + 16b)x + (48a + 32b + 16¢))e”

Da dies (22 + x)e® entsprechen soll, haben wir die Gleichungen

16a =1,
64a + 16b = 1,
48a + 32b + 16¢ = 0.

Wir berechnen a = 1=, b = (1 — 64a) = —= und ¢ = :(—48a — 32b) =
—3a —2b= 13—6. Eine Losung der Differentialgleichung ist somit
! —(2? — 3z + 3)e” O
Yyr = 16 x x

Aufgabe 2. Bestimmen Sie fiir die folgenden Differentialgleichungen jeweils
eine Losung mit Hilfe eines speziellen Ansatzes.

(a) 3" — 3y" + 2y = 14sin(2z) — 18 cos(2x)
(b) " + 3y — 10y = 6e**
(c) ¥ — 2y + by = 252% + 12
)

(d) y" — 2y — 3y = 64xe™"



()

y" — 2y +y = 10e” + 2sin(z)

Lésung: (a) Der Kandidat fiir einen speziellen Ansatz ist y; = asin(2z) +

bcos(2x). Da ai = 2i keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
A2 — 3\ + 2 ist, konnen wir diesen Ansatz verwenden. Die Ableitungen
von y; sind

y; = 2acos(2x) — 2bsin(2x),
y; = —4asin(2z) — 4bcos(2z).

In die linke Seite der Differentialgleichung eingesetzt erhalten wir

—4asin(2z) — 4b cos(2z) — 6a cos(2x)
+6bsin(2x) + 2asin(2zx) + 2bcos(2z) = (—2a + 6b) sin(2x)
+ (—6a — 2b) cos(2x).

Dies soll 14 sin(2x) — 18 cos(2z) entsprechen, also
(—2a+6b) =14 und (—6a — 2b) = —18.

Wenn wir diese beiden Gleichungen l6sen, erhalten wir ¢ = 2 und b = 3.
Eine Losung der Differentialgleichung ist daher

yr = 2sin(2z) + 3 cos(2x).

Der Kandidat fiir einen speziellen Ansatz ist y; = ae**. Da A = 4 keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms A2 + 3\ — 10 ist, kénnen wir
diesen Ansatz verwenden. Die Ableitungen von y; sind

Yy = 4ae® und 1y = 16ae".
In die linke Seite der Differentialgleichung eingesetzt erhalten wir
16ae*® + 12ae*™ — 10ae*® = 18ae™™.
Dies soll 6e'* entsprechen, also
18a =6
und somit a = % Eine Losung der Differentialgleichung ist daher
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Der Kandidat fiir einen speziellen Ansatz ist y; = az?® + bx + c¢. Da
A = 0 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms A% — 2\ + 5 ist,
konnen wir diesen Ansatz verwenden. Die Ableitungen von y; sind

yr=2ax+b und y]=2a.
In die linke Seite der Differentialgleichung eingesetzt erhalten wir
2a — 4ax — 2b+ 5ax® + 5bx + 5¢ = Sax® + (—4a +5b)x + (2a — 2b + 5¢).
Dies soll 2522 4 12 entsprechen, also

ba = 25,
—4a + 5b =0,
2a — 2b+ e = 12.

(12 — 2a + 2b) = 2. Eine

[

Wir berechnen a = 5, b = %a =4 und ¢ =
Losung der Differentialgleichung ist daher

yr = bz + 4z + 2.

Der Kandidat fiir einen speziellen Ansatz ist y; = (ax + b)e™™. Aller-
dings ist A = —1 eine (einfache) Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms A\? — 2)\ — 3. Also verwenden wir den Ansatz y; = (az? + bx)e™®.
Die Ableitungen von y; sind

Yy = (2ax +b)e ™ — (ax® +bx)e " = (—az® + (2a — b)x + b)e™®,
Y] = (—2ax + (2a — b))e™* — (—az® + (2a — b)x + b)e
= (ax® + (—4a + b)x + (2a — 2b))e™*.
In die linke Seite der Differentialgleichung eingesetzt erhalten wir
(az® 4+ (—4a + b)x + (2a — 2b))e™ "
+(2ax® + (—4a + 2b)x — 2b)e™ "
+(—3ar® — 3bx)e " = —8ave " + (2a — 4b)e™".
Dies soll 64xe™* entsprechen, also

—8a =64 und 2a—4b=0.

Wir erhalten ¢ = —8 und b = %a = —4. Eine Losung der Differential-
gleichung ist daher
yr = (—8z% — dx)e ™.



()

Der Kandidat fiir einen speziellen Ansatz ist y; = ae® + bsin(z) +
ccos(x). Allerdings ist A = 1 eine doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms A\? — 2\ + 1. Also miissen wir den ersten Summanden
mit 22 multiplizieren und erhalten y; = ax?e® + bsin(z) + c cos(z). Weil
at = 1 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, konnen wir
diesen Ansatz verwenden. Die Ableitungen von y; sind

Yy = (az® + 2ax)e” + beos(z) — csin(x),

Yy = (ax® + 4az + 2a)e” — bsin(x) — ccos(x).
In die linke Seite der Differentialgleichung eingesetzt erhalten wir
(az® + 4ax + 2a)e” — bsin(z) — ccos(r)
—(2a2* + 4ax)e® — 2bcos(x) + 2csin(z)

taz’e® + bsin(x) + ccos(x) = 2ae” + 2csin(x) — 2b cos(x).

Dies soll 10e” + 2sin(z) entsprechen, also ist @ = 5, b = 0 und ¢ = 1.
Eine Losung der Differentialgleichung ist daher

yr = br’e” + cos(z).

]

Aufgabe 3. Geben Sie die speziellen Ansétze fiir die Losung der folgenden
Differentialgleichungen an.

(a)
(b)
()
(d)

y(4) _ 4y/// + Gy// o 4y/ +y= (1,2 +:p)ew
y' — 2y +y = bxsin(2x) + 2%”
y" =3y +2y =e"(3 —4x)

y" — 2y + 2y = 8" sin(x)

Lisung:  (a) Der Kandidat fiir den Ansatz aus der Liste ist y; = (ax®+bx+

c)e”. Allerdings ist A = 1 eine vierfache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms A\*—4\3+6\2—4\+1, wir miissen daher mit z* multiplizieren.
Der Ansatz lautet also y; = (ax® + bz® + cz?)e®.

Die Storfunktion ist Summe von Funktionen aus der Liste, der Kandi-
dat fiir den Ansatz ist daher y; = (ax + b) sin(2x) + (cx + d) cos(2x) +
(ex? + fx + g)e®. Allerdings ist A\ = 1 eine doppelte Nullstelle des
charakteristischen Polynoms A\? — 2\ + 1, wir miissen deshalb den letz-
ten Summanden mit z? multiplizieren. Da «i = 2i keine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist, konnen die anderen Summanden ver-
bleiben. Der Ansatz lautet also y; = (ax+0b) sin(2x) + (cx+d) cos(2z) +
(ex* + fa® + gz?)e”.



()

Der Kandidat fiir den Ansatz aus der Liste ist y; = (ax + b)e®. Aller-
dings ist A = 1 eine (einfache) Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms A% — 3\ + 2, wir miissen daher mit z multiplizieren. Der Ansatz
lautet also y; = (az? + bx)e”.

Der Kandidat fiir den Ansatz aus der Liste ist y; = e*(asin(z) +
bcos(z)). Allerdings ist A + ai = 1 + i eine (einfache) Nullstelle des
charakteristischen Polynoms A\? — 2\ + 2, wir miissen daher mit z mul-
tiplizieren. Der Ansatz lautet also y; = ze®(asin(z) + bcos(x)). O



