Formelsammlung, Klausur 2
Mathematik II, M, Ubungen

Wichtige Ableitungen und Integrale

f(z) f(x) f(z) f(@)
g(x)dz | g(x) (z)dz| g(z)
7% (a #0)] ax®? e’ e’
. 1
a® a® -In(a) || In(x) -
T
sin(x) cos(x) cos(z) | —sin(x)
tan(x) ! cot(z) .
cos?(x) sin’(x)
. 1 -1
arcsin(z) | —— || arccos(x) | ———
@) | = — @) | = —
arctan(x) Pl arccot(x) 562%_1
sinh(z) | cosh(z) || cosh(z) | sinh(z)
1 -1
tanh(z) 5 coth(zx) 5
cosh1 (x) bmh1 (x)
arsinh(x) | ———— || arcosh(z
(@) V14 a? (@) 22 —1
tanh(z) _1 th(z) 1
artanh(x T || areoth(z)| 73
(=l < 1) (lz| > 1)
Ebene Kurven
Kartesische Parameter-
Koordinaten (dslrst%lung()
. . 2 o po| x(t cos(t
Kreis, Radius R|x* +y° = R y(t) = Rsin(t)
. ENE x(t) = acos(t)
Ellipse, Halbachsen a,b| 2z + 3z =1 y(t) = bsin(t)
R x(t) = acosh(t)
Hyperbel, H.achsen a,b| &5 — 3z =1 y(t) = bsinh({)

-, :I:(t))
Tangente: v(t) = | .
g ( ) (y(t)
Singuldrer Punkt ist Punkt ¥(t) mit 9(¢) = 0.
Bogenlinge: s = fttf Va2 + g2dt
In Polarkoordinaten: s = f;pf V()2 +r(p)2dt

Krimmung:
Parameterdarstellung Falls y :/;J(UU)
i — i oy
= S B k= 3
(@2 +92)2 (1+()?)?
Krimmungskreis: Kreis mit Radius ﬁ und Mittel-

punkt (&,7) berithrt Kurve in P und hat Kriimmung .

(@ + %)
@jj — iy

(2> + 9%y
if — &y

E=x— und n=y+

in Parameterdarstellung. Falls y = y(z), dann

1+ (y)?
y// :

1+ N2\,,!
E:xfi( (yl///))y und n=y+

Evolute: Menge der Mittelpunkte der Kriitmmungskreise

Uberstrichener Flicheninhalt:
Parameterdarstellung

*2ft (xy — 2y) dt

Polarkoordinaten

=3 [, r(p)’dy

Raumkurven
Bogenliinge: s = f:f Vit + @3 + @3dt
L odi ¥
Tangentenvektor t = @w_
ds 7|

Hauptnormalvektor i = TS T s g bxt
N ENEN
EXT R
Binormalvektor b = =txn
EX T
dt EXT
Kriimmung: Kk = |—| = | :
ds |Z|3
. db . - odit  (@xT)-F
Torsion: T=—— M =0b-— = ( - l
S S |Z x Z|?

Differentialrechnung in mehreren Variablen
Tangentialebene von f(z,y) im Punkt (z¢,yo) hat die
Gleichung z = f(z0,0) + fz(20, y0)(z — x0) + fy(y — yo)
b w(on, yo)

fy(w0,0)
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Richtungsableitung von f in Richtung 7 (mit |#] = 1) ist
V f 7. Die Richtung des Gradienten ist die Richtung des
grofiten Anstiegs.

und den Normalenvektor 77 =

Divergenz: Fiir v(x,y) = <ggi: Z%) ist dive = % + %.
P(z,y,z)

Fiir v(x,y,2) = | Q(z,y,2) | ist dive = 03—1; + %—3 + %—f’.
R(z,y,z)

FEin Punkt mit positiver Divergenz heifit Quelle von v,
ein Punkt mit negativer Divergenz Senke. Das Feld heif3t
quellenfrei, wenn die Divergenz iiberall 0 ist.
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Rotation uberall dem Nullvektor entspricht.

Implizite Funktionen

Eine Gleichung f(x,y) = 0 gibt eine Kurve in impli-
ziter Form an. Ein Punkt (x,yo) auf der Kurve heift
singuldr, falls fi(xo,y0) = fy(x0,y0) = 0. Die Tangen-
te an einem nicht singuldren Punkt verlduft horizontal,
falls fz(zo,y0) = 0, und vertikal, falls f,(zo,yo) = 0. Die
Tangentengleichung ist

Y= o — fa(@o, o)
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T = Zo,

falls f, (o, o) # 0

falls fy(zo,y0) = 0.
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Taylorpolynom Das Taylorpolynom vom Grad n der
Funktion f(z,y) um den Entwicklungspunkt (zg,yo) ist
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Extremwertaufgaben

Die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen einer Funkti-
on heiflt positiv definit, falls alle Eigenwerte positiv sind,
negativ definit, falls alle Eigenwerte negativ sind, und in-
definit, falls sie positive und negative Eigenwerte hat.
Ein Hauptminor Ay von H ist die Determinante der lin-
ken oberen k x k Teilmatrix.

Kriterium fiir Definitheit: H ist genau dann positiv de-
finit, wenn alle Hauptminoren positiv sind. Sie ist genau
dann negativ definit, wenn Ay > 0 fiir gerades k& und
Ay < 0 fiir ungerades k.

Notwendige Bedingung fiir Extrema: An Extremstellen
im Inneren des Definitionsbereichs ist der Gradient Null.
Hinreichende Bedingung fiir Extrema: Eine Stelle mit
Gradient Null ist ein Maximum, falls die Hesse-Matrix
negativ definit ist, ein Minimum, falls H; positiv definit
ist, und ein Sattelpunkt, falls H; indefinit ist.
Randeztrema:

e Ist (20,y0) ein Maximum von f auf dem Rand des
Gebietes G, so ist (z9, yo) genau dann ein Maximum
auf G, falls (zg,y0) eine Ecke von G ist oder der
Gradient bei (zg,yo) von G weg zeigt.

e Ist (zg,y0) ein Minimum von f auf dem Rand des
Gebietes G, so ist (zg,yo) genau dann ein Minimum
auf G, falls (zg,yo) eine Ecke von G ist oder der
Gradient bei (zg,yo) in G hinein zeigt.

Ein Gebiet heifit kompakt, falls es beschréinkt ist und je-
den seiner Randpunkte enthélt.

Eine stetige Funktion hat auf einem kompakten Gebiet
stets ein globales Maximum und ein globales Minimum.

Methode der kleinsten Fehlerquadrate
Sind (1,91), .-, (Tn,Yn) gegeben und az + b eine Gera-
de, so wird >, _, (yx — (azy, + by))? minimiert durch
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Extrema unter Nebenbedingungen
Ein Extremum von f(z,y) unter der Bedingung g(z,y) =
0 erfiillt fiir F(z,y,\) = f(x,y) + Ag(x,y) stets VF = 0.

Gewdhnliche Differentialgleichungen
Bernoullische DGL: y' + f(x)y+g(z)y® = 0 mit a # 0, 1

und substituiere z = y!=2.

s + @)z = —g(x).

e Losung der urspriinglichen DGL ist y = 2% und
fiir positives a auch y = 0.

e Multipliziere mit y—¢

e Bestimme die Losung von

Riccatische DGL: y' + f(x)y + g(x)y? = h(x)

e Finde eine partikuldre Losung y, (z.B. durch Ansatz
y = ax® oder y = ae®®) und substituiere y = z + Yp-

e Bestimme die Losung von 2’ + (f(z) + 2g(x)y,)z +
g(z)z? = 0 und setze dies in y = z + y, ein.

Ezakte DGL: P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 heiit exakt, falls
P, = Q. Es gibt dann eine Funktion F(z,y), so dass
die allgemeine Losung durch die Gleichung F(z,y) = ¢
beschrieben wird. Man findet F' wie folgt.

e Setze F = [ Pdx + ®(y) und berechne ® aus der
Bedingung F,, = @ oder

e setze F' = [Qdy + ¥(x) und berechne ¥ aus der
Bedingung F, = P.

Integrierender Faktor: Ist P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 nicht
exakt, suche eine Funktion M (z) oder M (y) mit

M- (Py—Qy) =M,Q bzw. M-(P,—Q;)=—M,P.
Die DGL MP(x,y) + MQ(x,y)y’ = 0 ist dann exakt.
Clairautsche DGL: y = xy' + h(y’) hat die Losungen
y = cx + h(c) fiir ¢ € R. Einhiillende der Losungen ist
die Kurve (z,y) = (= h/(2), =1/ (2)z + h(z)).

DGL zweiter Ordnung:

oy =f(z) = y=[([flx)dz)dz+crz+c
o ' = f(x,y’) ~ substituiere z = ¢/
e y' = f(y,y") ~ Lose die DGL 2’ - z = f(y, ). Lose

dann die DGL ¢’ = z(y).

Eulersche DGL: azx3y" + axz?y” + a1y’ + apy = 0.
Substituiere x = e’ und v(t) = y(e'). Dann ist



