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1. Bestimmen Sie die allgemeine Lésung des Gleichungssystems

1 -2 3 4 5
2 -4 7 6. |1
3 =6 5 27|11
1 2 -6 2 -8

Lésung: Wir 16sen das Gleichungssystem mit dem Gaufi’schen Eliminati-
onsverfahren:

1 -2 3 4 5 1 -2 3 4 5
2 —4 7 6| 11 0 0 1 -2 1
3 —6 5 20| 11 0 0 —4 8| —4
-1 2 -6 2|-8 0 0 -3 6| —3

1 -2 3 415

. 0 01 -2|1

0 0 0 00

0 0 0 00

Der Rang von A und (Alb) ist identisch, also gibt es Losungen. Da der
Rang um 2 kleiner als die Anzahl der Variablen ist, konnen wir zwei Va-
riablen frei wahlen. Setzt man etwa xo = s und z4 = ¢, erhélt man durch
Riickwértseinsetzen die allgemeine Losung

24 2s—10t
S s
v 1+2t
t
Andere Darstellungen der Losung sind ebenfalls moéglich. O

2. Ermitteln Sie zu dem Kegelschnitt
x%—4x1m2+4x§—2x1 +4294+1=0

den Typ der Losungsmenge sowie Drehwinkel und (falls existent) den Ver-
schiebungsvektor.

Losung: Die Vektorschreibweise des Kegelschnittes ist

it (_12 _42> i+ (-2 49)z+1=0.



Die Determinante der Matrix A ist Null, daher berechnet man gleich die
Eigenwerte und -vektoren. Das charakteristische Polynom von A ist A2 —
5A = A(A—=5), also sind die Eigenwerte 5 und 0. Die Eigenvektoren erhalten
wir als Losung der Gleichungen (A — A)Z = 0
-4 =210
(=2 =10)

1-5  —2[0)

2 4-5]0
q 1-0  —2[0)y (1 =20
un —2 4-010 —2 410

Ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert 5 ist also %(1, —2)t, zum Ei-

genwert 0 haben wir f(2 1)t. Die Drehmatrix ist somit

= (5 1)

Der Drehwinkel ¢ erfiillt cos(y) = f’ also ¢ = £63.4349°. Da auch
sin(yp) = % gelten muss, ist ¢ = —63.4349°.

Nun berechnet man

9\ _gtz L (1 =2\ (-2\ _(-2V5

n)=PP= s\ 1)\a)" o )
Wir befinden uns also im Fall A = 0. Da g? —4f\; = (2v/5)? —4-1-5 =0,
ist die Losung eine senkrechte Gerade, gedreht um den Winkel . O

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" + 4y’ + by = 39sin(z)e”

Lésung: Die homogene Differentialgleichung hat das charakteristische Po-
lynom A? 4 4X\ 4+ 5 mit den Nullstellen —2 4 i und daher besteht das
Fundamentalsystem aus e~2% sin(x) und e~2* cos(z).

Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir durch
einen speziellen Ansatz. (Variation der Konstanten ist ebenfalls moglich,
ergibt aber komplizierte Rechnungen.)

Der spezielle Ansatz lautet nach Tabelle y, = e”(asin(x) + bcos(z)). Da
1+ (in der Storfunktion ist sowohl der Faktor in der Exponentialfunktion
als auch der im Sinus 1) keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
ist, konnen wir diesen Ansatz verwenden. Seine Ableitungen sind

x

e’ (asin(z) + bcos(x)) + e€”(acos(z) — bsin(x))

(a (
((a = b)sin(z) + (a + b) cos(x))

*((a — b)sin(x) + (a + b) cos(x))
e (
(-

x

€
(&

und

+ €e”((a — b) cos(x) — (a + b) sin(z))

x

e®(—2bsin(x) + 2a cos(x)).



Eingesetzt in die DGL ergibt dies

39e”sin(z) =y, + 4y, + 5y,
= ¢”((9a — 6b) sin(x) + (6a + 9b) cos(x)),

also 9a — 6b = 39 und 6a + 90 = 0. Aus der zweiten Gleichung folgt
a= —%b. Setzt man dies in die erste Gleichung ein, ergibt sich —3—29b =39,
also b = —2. Hieraus folgt a = 3.

Die allgemeine Losung der DGL ist also

y = e 2(cy sin(x) + ¢z cos(z)) + e*(3sin(z) — 2 cos(z)).

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

. 5 0 0 0
Ft)=| -6 2 0|Z#) + |e*
-15 0 2 e3t

Losung: Das charakteristische Polynom der Matrix ist

5—A 0 0
6 2-X 0 |=(B-MN2-N2-A)+0+0-0-0-0
~15 0 2-2X

=-(A=5(\-2)>~%

Fiir den Eigenwert 5 bestimmen wir den Eigenvektor:

0 0 010 0 0 0|0 1
-6 -3 0|0 — (2 1 0|0 —th=c|—-2
—15 0 =310 5 0 1]0 )

Die Eigenvektoren zum Eigenwert 2 kénnen wir ebenso bestimmen, aller-
dings sind die Eigenvektoren (0,1,0)" und (0,0, 1) auch direkt zu sehen.
Das homogene System hat also das Fundamentalsystem

1 0 0
fl = €5t -2 y if"g = 62t 1 s fg = €2t 0
=5 0 1

und die allgemeine Losung ¢1Z1 + coZs + ¢c323.

Nun suchen wir eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems. Dafiir
stellen wir die Matrix X = (&1, Z2,Z3) auf und bestimmen ihr Inverses:

et 0 0]1 00 et 0 011 00
2% ¢ 0|10 1 0] — |0 €* 02 1 0
—5¢5% 0 2|0 0 1 0 e*|5 0 1

1 0 0] e 0 0
— (0 1 0]2e 2 2 0
0 0 1|52 0 e



Nun bestimmen wir ¢ als eine Losung von ¢ = X !5, wobei sich letzteres
zu

e 5t 0 0 0 0
2e72 72 el =11
Be-2t (g e-2t) \ 3t ot

ergibt. Also ist &= (0,t,e!)! eine Losung und
0

f[ = Xc= t€2t
6375

eine partikuldre Losung. Die allgemeine Losung ist

1 0 0 0
T=c1e® | =2 +e2e® [ 1] +e3e® [0 + | te?t
-5 0 1 edt



