Formelsammlung, Klausur 2
Mathematik II, M, Ubungen

Ebene Kurven _
Kartesische

Koordinat Parameterdarstellung
oordinaten
s s o x(t) = Rcos(t)
Kreis|z*+y“ =R y(t) = Rsin(t)
. N x(t) = acos(t)
Ellipse| &5 + 3z =1 y(t) = bsin(t)
N () +a cosh(t)
Hyperbel| &5 — &= = y(t) = bsinh(?)
Tangente: 17(t) = (585) Singuldrer Punkt: Tangente 0.

Bogenlinge: s = fttf Va2 + g2dt
In Polarkoordinaten: s = f;pf 7(p)? + r(p)%dt

Krimmung:
Parameterdarstellung Falls y :Ny(x)
@iy o
= Y = 3
(2 +47)2 (1+(y)?)

Krimmungskreis: Kreis mit Radius ﬁ und Mittel-

punkt (£, 7n) beriihrt Kurve in P und hat Kriimmung .

m'2 + 02 j,‘2 + °2 T
PP ke /O R e .
Ty — & Ty — &y
in Parameter?arst(ellung Falls y = y(x), dann( y:
1+ (y 1+ (y
&= ——— und n=y+——.
) Y

Evolute: Menge der Mittelpunkte der Krimmungskreise
Uberstrichener Fldicheninhalt:
Parameterdarstellung

—2ft (xy — dy) dt

Raumkurven
Bogenlinge: s = fttf \/mdt
L di 7
Tangentenvektor t = — = —
ds |z

Polarkoordinaten

A=3 [Jr(e)?dy

Hauptnormalvektor i = = ’7?

Binormalvektor b =

dt

ds

' dg = L dni <f X T, :L'>

Torsion: T=—( —, 1 ) =(b,— ) = ~—7——
ds ds |7 x |2

Differentialrechnung in mehreren Variablen
Tangentialebene von f(z,y) im Punkt (x,yo):
z= f(20,y0) + fa(z0,y0)(@ — x0) + fy(T0,Y0) (¥ — ¥o)-
Richtungsableitung in Richtung 7 (mit |7] = 1): (Vf, 7).
P(z,y)
Q(z,y)
P(z,y,2)
Q(x,y,2)
z)

R(z,y, 2

Kriimmung: k =

Divergenz: Fir 9(x,y) = ( ) ist divy = % + %%

st Jivig— 0P 4 9Q | OR
ist divd = 5 + + 55

Fiir v(z,y,2) = o

(x,y, 2) ist Quelle, falls div ¥(z,y, z) > 0, und Senke, falls
div ¥(z,y, z) < 0. Keine Quellen oder Senken: quellenfrei.

OR _ 9Q
8% 0z
Rotation: rot v = — g—f . Das Feld heif3t wirbelfrei,
5’5 _ o
dy

falls die Rotation uberall dem Nullvektor entspricht.

Implizite Funktionen
Kurve in impliziter Form: K = {(z,y) | f(z,y) = 0}.
Singuldrer Punkt auf K: f.(xo,y0) = fy(zo,y0) = 0.
Tangente horizontal: f,(zo,%0) = 0 und f,(zo,yo) # 0.
Tangente vertikal: fy(zo,%0) = 0 und f(xo, yo) # 0.
Tangentengleichung allgemein:
fr(x()» yO) (I . mO)

Jy(xo,y0) falls fy(wo,y0) # 0

falls fy(zo,v0) = 0.

Yy="Yo —

T = Xo,

Extremwertaufgaben

Hesse-Matrix Hy positiv definit, falls alle Eigenwerte po-
sitiv, negativ definit, falls alle Eigenwerte negativ, inde-
finit, falls positive und negative Eigenwerte.
Hauptminor Ay, von Hy: Determinante der linken oberen
k x k Teilmatrix.

Kriterium fiir Definitheit: H; positiv definit < alle
Hauptminoren positiv. Hy negativ definit & Ap > 0
fiir gerades k und Ay < 0 fiir ungerades k.

Notwendige Bedingung fiir Extrema: An Extremstellen
im Inneren des Definitionsbereichs ist der Gradient Null.
Hinreichende Bedingung fiir Extrema: Eine Stelle mit
Gradient Null ist ein Maximum, falls die Hesse-Matrix
negativ definit ist, ein Minimum, falls H positiv definit
ist, und ein Sattelpunkt, falls H; indefinit ist.
Randextrema:

e Ist (zg,yo) ein Maximum von f auf dem Rand des
Gebietes G, so ist (g, yo) genau dann ein Maximum
auf G, falls der Gradient bei (xq, yo) von G weg zeigt.

e Ist (zo,yo) ein Minimum von f auf dem Rand von
G, so ist (xg,y0) genau dann ein Minimum auf G,
falls der Gradient bei (xg,yo) nach G hinein zeigt.

Ein Gebiet heifit kompakt, falls es beschrankt ist und je-
den seiner Randpunkte enthélt.

Eine stetige Funktion hat auf einem kompakten Gebiet
stets ein globales Maximum und ein globales Minimum.

Extrema unter Nebenbedingungen
Ein Extremum von f(z,y) unter der Bedingung g(x,y) =
0 erfiillt fiir F(z,y,\) = f(x,y) + Ag(x,y) stets VF = 0.

Gewdhnliche Differentialgleichungen
Bernoullische DGL: y' + f(z)y+g(z)y®* = 0 mit « # 0,1
e Multipliziere mit ¢y~ -,

e Bestimme die Losung von

“ und substituiere z = y!

s+ f@)z = —g(@).

e Losung der urspriinglichen DGL ist y = 2T und
fiir positives a auch y = 0.




Riccatische DGL: y' + f(z)y + g(z)y* = h(z)
e Finde eine partikulére Losung v, (z.B. durch Ansatz
y = az’, y = ae®® oder y = ax + b) und substituiere
y=2z+yp
o Bestimme die Lésung von 2’ + (f(x) + 2g9(x)yp)z +
g(x)2? = 0 und setze dies in y = z + y, ein.

Ezakte DGL: P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 heiit exakt, falls
P, = Q.. Es gibt dann eine Funktion F(z,y), so dass
die allgemeine Losung durch die Gleichung F(z,y) = ¢
beschrieben wird. Man findet F' wie folgt.

e Setze F = [ Pdx + ®(y) und berechne ® aus der

Bedingung F, = @ oder
e setze ' = dey + U(z) und berechne ¥ aus der

Bedingung F, = P.

Integrierender Faktor: Ist P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 nicht
exakt, suche eine Funktion M (z) oder M (y) mit

M- (P, —Q.) = M,Q bzw. M-(P,—Q,)=—M,P.

Die DGL M - P(z,y)+ M - Q(z,y)y’ = 0 ist dann exakt.
Clairautsche DGL: y = xy' + h(y’) hat die Losungen
y = cx + h(c) fiir ¢ € R. Einhiillende der Losungen ist
die Kurve (z,y) = ( — W (z), —=h'(2)z + h(2)).
DGL zweiter Ordnung:

oy = f(x) :>y_f(ff dx)dx+clx+c2

e y' = f(x,y’) ~ substituiere z = y
e y' = f(y,y’) ~ Lose die DGL 2’ - z = f(y, z). Lose

dann die DGL ¢ = z(y).

Eulersche DGL: asx®y" + a xzy” + arzy’ + agy = 0.
Substituiere x = e’ und vt( ) = y(e'). Dann ist

y/(l') =c - U(t 5
y'(x) = e - (8(t) = 0(t)),
und y"(x) = e (U (t) — 30(t) + 20(t)).
Mehrfachintegrale

Normalbereich: Ein Bereich der Form
B={(z,y)|a<z<bg(x)<y<h(z)}
heifit Normalbereich beziiglich der y-Achse. Das Integral

einer Funktion f(z,y) iiber B ist dann

l[ Ajﬁuww)m.

Fiir elnen Normalbereich beziiglich der x-Achse
B={(z,y)[a<y<bgly) <z<hy)}
ist das Intergal entS(rechend

b h(y)
/ / f(z,y)dx | dy.
a g(y)

Masse und Schwerpunkt: Eine Fliche B in der x,y Ebene
mit Dichtefunktion p(z,y) hat

Gesamtmasse M = / plx,y)dxdy
B
Stat. Moment zur x-Achse M, = // y - plx,y)dzdy
B
Stat. Moment zur y-Achse M, = // x - p(z,y)dzdy
B

M, M,
Schwerpunkt S = <J\/_fy’ M)

Oberflicheninhalt: Die Fliche, die eine Funktion f(z,y)
iiber einem Bereich B definiert, hat den Inhalt

0://3 \/mdxdy.

Masse und Schwerpunkt: Ein Bereich B im Raum mit

Dichtefunktion p(z,y, z) hat
Gesamtmasse M = / / / (z,y, z)dzdydz
T
’ - p(x,y, 2)dzdyd
Schwerpunkt | s Ty = fffBa? p(z,y, z)dxdydz
M
Zs
_ Iy - oy, 2)dedydz
Ys I
b = Iz p(x,y, 2)dedydz
’ M
Tragheitsmoment:

bzgl. x-Achse

Ixz///B(yQJer)
@:/[L@?+f)
Izz///B(wQerQ)

Polarkoordinaten: Fir x(r,¢) = rcos(p),
rsin(p) und g(r, @) = f(2(r, @), y(r,¢)) gilt

f(z,y)dxdy = - g(r, p)drde.
B B

p(x,y, z)drdydz

p(x,y, z)dxdydz bzgl. y-Achse

p(x,y, z)dxdydz  bzgl. z-Achse

y(r,p) =

Kugelkoordinaten: Fiir xz(r,p,0) = rcos(p)sin(6),
y(r,p,0) = rsin(p)sin(d), z(r,¢,0) = rcos(f) und
g(?", 'z 9) = f($(7’, 2 0)7 y(r, 2 9)) Z(T, 2 0)) gilt

///B f(w,y, 2)dwdydz = / / /B r2sin(6)-g(r, @, 0)drdgpdd.

Zylinderkoordinaten: Fiwr z(r, o,z ) = rcos(yp),
y(r tp, z) = rsin(w), (T % ) = z und g(r,p,2) =
f ]" r,e,z 7 ) T P,z gllt

// fxy, dxdydz—///r g(ry o, z)drdedz.

Kurvenintegrale: Das Integral iiber ein Vektorfeld
P(z,y,z)
Qz,y,2)

R(x,y, 2)
entlang einer Kurve Z(t) ist definiert als

/ f?(f(t)),f(t)> dt.

Oberfliachenintegrale: Ist K ein Vektorfeld und F' ein
Fléachenstiick, dann ist das Integral von K auf F

.y, f(x,9)), :g dxdy,
f], (= )

wenn F' in der Form z = f(z,y) mit (z,y) € B gegeben

ist und
//<ﬁzu
B

wenn F' in Parameterform Z(u, v) gegeben ist.

K(z,y,2) =

v)) , Ty X fq,> dudv,



