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* Aufgabe 1. Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen!
(a) y’—lzy,wobeix>0
x

r Y T
(b) y+—=e
Losung: In der Vorlesung wurde ein Losungsprinzip fiir Differentialgleichun-
gen vorgestellt, die von der Form ¢ = f(z)-g(y) sind. Andersartige Differenti-
algleichungen kann man nicht immer direkt l6sen, aber unter Umstédnden auf
diese losbare Form zuriick fithren. Wie bei Integralen kann man auch in Dif-
ferentialgleichungen substituieren. Eine Substitution, die in einigen Féllen
zum Erfolg fiihrt, ist y = z - z. Aber auch andere Varianten wie y = 2,
y = zy/x oder y = \/ig konnen niitzlich sein. Wir stellen hier an den Bei-
spielen eine Moglichkeit vor, wie man entscheiden kann, welche Substitution
zu wahlen ist. Dieses Verfahren wird immer dann funktionieren, wenn die
Differentialgleichung von der Form

y' = f(x)y + g(x)h(y)
1st.

(a) Zunichst bringen wir die Differentialgleichung auf die iibliche Form,
bei der ¢ links steht und alles andere rechts. Die Differentialgleichung

entspricht dann
y =1+ Yy
x
Wir koénnen die rechte Seite nicht als Produkt einer Funktion in x und
einer Funktion in y schreiben, also versuchen wir zuerst eine Substituti-

on. Da wir aber im Vorhinein nicht wissen, welche der oben genannten

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



Substitutionen helfen wird (oder ob wir gar eine ganz andere brau-
chen), setzen wir zunéchst y = z - u an, wobei sowohl z als auch u
Funktionen sind. Dann versuchen wir, u so zu wéahlen, dass sich die
Differentialgleichung vereinfacht. Es ist

y = Zu+ 2

und somit dndert sich unsere Differentialgleichung in

2u
Ju+ =1+ —.
x
Die Differentialgleichung wird offensichtlich einfacher, wenn sich alle
Terme mit einem Faktor z wegheben. Dafiir muss v’ = % gelten. Dies
ist eine weitere Differentialgleichung, die wir aber leicht 16sen konnen,
denn
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(Die Konstante beim Integrieren kénnen wir in diesem Fall weglassen,
weil wir fiir  nur eine Losung brauchen und nicht alle.) Setzen wir also
u = x oben ein, bekommen wir
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Um y zu erhalten, miissen wir zuriick substituieren. Es war y = zu =
zx, also sind die Losungen der Differentialgleichung von der Form

y=zn(z) + Cx.

Wieder stellen wir die Differentialgleichung zuerst um und erhalten

Y = e — ¥y
x
Wieder konnen wir die rechte Seite nicht nach z und y aufteilen, also
versuchen wir wieder den Ansatz y = zu. Dann ergibt sich
2u
Zu+ 2 =e" — —.
x

Erneut sehen wir, dass die Differentialgleichung einfacher wird, falls

sich die Terme mit Faktor z wegheben, was genau fiir ' = —* der Fall
ist. Diese neue Differentialgleichung 16sen wir nun.
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Wir setzen also oben u = % ein und erhalten
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Dabei haben wir zum Bestimmen von [ ze®dz partielle Integration be-
nutzt. Nun substituieren wir zuriick: y = 2u = 2, also
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Aufgabe 2. Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen!

by b
(2) ¥ =~ %

(b) y=ay +y
(¢) 3y =22y +2=0
(d) =y — 4y = 2%y’

Lésung:  (a) Diese Differentialgleichung ist bereits in der iiblichen Form.
Wir konnen nicht nach x und y trennen, also verwenden wir wieder
den Ansatz y = zu. Dadurch bekommen wir

Zu+zu = S L
2r  2zu

Die Terme mit Faktor z fallen weg, wenn u’ = 5= gilt.
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Wir setzen u = y/x oben ein und bekommen
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Zuletzt substituieren wir noch zuriick: y = zu = z4/z, also
y = ++/Ciz — zln(z).

(b) Wir sortieren um und erhalten
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Um das linke Integral zu 16sen, brauchen wir die Partialbruchzerlegung
des Integranden, also A, B mit




Mit y — y? multipliziert ergibt sich daraus
1=A(1—y)—By=A—-(A+ B)y,

also A=1und B = —1.

Wir haben somit
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(c) Wir stellen wieder um:
2 1 1
Yy =gry—ge=gr(2y—1)
Wir kénnen direkt 1osen.
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(d) Wir stellen um und erhalten

4
y =yt + =2
x

Dies kénnen wir nicht nach z und y trennen, also setzen wir wieder

Yy = zu an.

4zu
Ju+ 2 = a2l + ==
x

Die Terme mit Faktor z heben sich weg, falls v’ = % gilt.
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Dies setzen wir wieder oben ein und bekommen
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Zuletzt setzen wir noch y = zu = za* ein:
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