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* Aufgabe 1. Zeigen Sie
n+1 n n
=( )+
(o) =) ()

Lésung: Mit der Darstellung des Binomialkoeffizienten durch Fakultédten er-
halten wir

(Z) - (k | 1) - k;!(nni DIRRCE 1)!(:;!— 1)

Um die beiden Briiche auf den gleichen Nenner zu bringen, erweitern wir den
ersten mit k£ + 1 und den zweiten mit n — k. Dies gibt uns

n n\ _ nl(k+1) nl(n — k)
(k) i (k: 4 1) RN CED ]
_ nl((k+1)+(m—k)  nl(n+1)

(k+1)!(n —k)! (k+ 1) n — k)!
o (D (n—l—l)
C(k+DIn—k)! \k+1)

Man kann diese Aufgabe auch ohne Rechnen l6sen: (k +1> entspricht der
Anzahl der Moglichkeiten, aus n + 1 Objekten k + 1 auszuwéhlen. Betrach-
tet man ein bestimmtes der n + 1 Objekte, dann kann die Auswahl dieses
Objekt entweder enthalten oder nicht. Enthélt sie das bestimmte Objekt,
dann enthélt sie k der restlichen n Objekte. Enthélt sie das bestimmte Ob-

jekt nicht, dann enthélt sie k£ + 1 der restlichen n Objekte. Von den in (ZE)

firn > k+1.

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden prisentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



gezihlten Auswahlmoglichkeiten zahlt (Z) also genau diejenigen, die das be-
stimmte Objekt enthalten, wahrend (kil) genau diejenigen zéhlt, die es nicht
enthalten. Also gilt

n+1\ [(n L n
k+1)  \k k+1
wie gewiinscht. O

*Aufgabe 2. Gegeben sind die Punkte

3 p
A=(o ]|, B=[-1
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(a) Geben Sie die durch A, B, C' definierte Ebene £ in parameterfreier Form
an.

(b) Welchen Abstand hat der Punkt D von der Ebene £7

(¢) Wir betrachten die Gerade

In welchem Punkt schneidet g die Ebene £7 In welchem Winkel?

Lésung:  (a) Um die parameterfreie Form der Ebene zu erhalten, berechnen

wir zuerst den Normalenvektor 7. Dieser ergibt sich als Kreuzprodukt
von B— A und C — A:
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Fiir die parameterfreie Darstellung ist nur die Richtung von 7 entschei-
dend. Wir kénnen 7 also um den Faktor —2 kiirzen und erhalten fiir die



1
Ebene eine Gleichung der Form | 1 | - =2+ y— 2z = const. Um die
—1
fehlende Konstante zu berechnen, setzen wir einen der drei gegebenen
Punkte ein, sagen wir A, und erhalten const. = 3+ 0 — (—1) = 4. Die
parameterfreie Form von & lautet also

r+y—z=4.

(b) Fiir die Berechnung des Abstandes von D zu £ gibt es mehrere Wege.
Man kann die Gerade ¥ = D + sn betrachten, durch Einsetzen in die
obige Gleichung der Ebene den Schnittpunkt herausfinden (wie es fiir
cine andere Gerade im néichsten Aufgabenteil der Fall sein wird) und
seinen Abstand zu D berechnen.

Wir wéhlen einen alternativen Weg. Wir wissen, dass
(D—A)-n
|D — Al - 7]
wobei o den Winkel zwischen den beiden Vektoren D— A und 7 bezeich-

net. Nun ist ||D — Al cos()| die Léinge der Projektion von D — A auf
17, was genau dem Abstand von D zu & entspricht, siehe Abbildung 1.

= cos(a),

Abbildung 1: Abstand von D zu &.

Der gesuchte Abstand ist also
(D—A)-n

7]

2. (=2)+2-(=2)+1-2
V(=27 + (-2 + 22

1D Alcos(e)] =




(c) Setzen wir die Geradengleichung von ¢ in die Ebenengleichung von &
ein, erhalten wir

5+s)+(2+2s)—(0+s)=4

& 2s+7=4
3
& s=—3
Die Gerade g schneidet £ also im Punkt
1 5 1 u
p-3(a)={2]=3(2) =2
2 \1 o/ 2\1 3

Fiir den Winkel zwischen g und £ berechnen wir zunéchst den Winkel

1 -2
o zwischen | 2| und 7= | —2
1 2
1 -2
2 -2
1 2 1-(=2)+2-(=2 1-2
cos(a) = 1 (=2)+2-(=2) +
1 —2 V6 - V12
2 -2
1 2
44 V2
V72 6v/2 3

also o = arccos (—\/Ti) = 118.1255°. Da 7 senkrecht auf £ steht, schnei-

det g daher £ im Winkel av — 90° = 28.1255°.

()= (5)

Lésung: Mit der Darstellung des Binomialkoeffizienten durch Fakultédten er-
halten wir

O
Aufgabe 3. Zeigen Sie

fir n > k.

n n! n!
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Auch hier kann man ohne Rechnen argumentieren: Wahlt man aus n
Objekten zunéchst ein einzelnes Objekt aus und wéhlt dann k& — 1 weitere
Objekte aus den verbleibenden n — 1 Objekten, dann hat man fiir die erste
Wahl n Moglichkeiten und fiir die zweite Wahl (Zj) Moglichkeiten, insge-
samt also n(Zj) Auf diese Weise wihlt man & Objekte aus n Objekten
aus. Allerdings erhélt man jede Auswahl von k Objekten auf k verschiedene
Weisen, denn es gibt & Moglichkeiten, welches der £ Objekte man im ersten
Schritt gewahlt hat. Wir haben also jede der (Z) Auswahlmoglichkeiten k

mal gezdhlt und somit
I ny n n—1
k) \k-1

wie gewiinscht. O
Aufgabe 4. Gegeben sind die Punkte
—1 2 —1 6
A=1 2 |, B=13], cC=1-1], D=10
5 1 5 4
(a) Geben Sie die durch A, B, C' definierte Ebene £ in parameterfreier Form
an.

(b) Welchen Abstand hat der Punkt D von der Ebene £7

(¢) Wir betrachten die Gerade

4
g r=D+s |5
3

In welchem Punkt schneidet g die Ebene £7 In welchem Winkel?

(d) Berechnen Sie das Volumen der Dreieckspyramide mit Eckpunkten A, B, C, D.

Losung:  (a) Wie bei Aufgabe 2 berechnen wir zuerst den Normalenvektor
7 als Kreuzprodukt von B — A und C' — A:

2 —1 -1 -1
n = 31— 2 X 1] -1 2
1 5 5
3 0 1-0—(—=4)-(-3)
=1 ]|x|-3]|= —4-0-3-0
—4 0 3.(=3)=1-0
—12
= 0
-9




Erneut ist nur die Richtung von 7 entscheidend. Wir kénnen 7 also

um den Faktor —4 kiirzen und erhalten fiir die Ebene eine Gleichung
4
der Form | 0| - ¥ = 42 + 32 = const. Um die fehlende Konstante zu
3
berechnen, setzen wir einen der drei gegebenen Punkte ein, sagen wir
A, und erhalten const. = 4-(—1) +3-5 = 11. Die parameterfreie Form
von & lautet also
dor + 3z = 11.

Wie in Aufgabe 2 berechnen wir den Abstand als

7-(=12) 4+ (=2) -0+ (=1) - (-9)
V(=12)2 + 02 + (=9)?

(D—A) -7
7]

1D — Al cos(a)| = ‘

—75
=|—| =05
‘ 15
Setzen wir die Geradengleichung von ¢ in die Ebenengleichung von £

ein, erhalten wir

46 +4s)+3(4+3s) =11
& 255 +36 =11
& s=—1

Die Gerade g schneidet £ also im Punkt

4 6 4 2
D—1|5|=|0|—-1|5|=]|-5
3 4 3 1
Fiir den Winkel zwischen g und € berechnen wir zunéchst den Winkel
4 —12
a zwischen | 5| und = | O
3 -9
4 —12
5 0
3 -9 4-(=12)+5-04+3-(-9)
cos(ar) = =
4 —12 V50 - /225
511 - 0
3 -9



also o = arccos <—\/L§> = 135°. Da 7 senkrecht auf £ steht, schneidet

g daher £ im Winkel o — 90° = 45°.

Das Volumen einer Pyramide entspricht einem Drittel des Produktes
ihrer Grundfliche mit ihrer Hohe. Die Fliache des Dreiecks ABC' ent-
spricht der Hiélfte des Betrages von 72, also 135 Die Hohe ist der Abstand
von D zu &, welchen wir bereits als 5 berechnet haben. Das Volumen
der Pyramide ist also % . % -5 = 22—5

]



