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*Aufgabe 1. Gegeben sind die Funktionen

z® + 3z + 2
f<x)_:c2+2x—8
Pt —3r41
and g<x>:x+x T+

23 — 222 —5x+6

Bestimmen Sie alle Stellen z € R, an denen die Funktionen nicht definiert
sind. An welchen dieser Stellen sind sie hebbar stetig?

Losung: Nicht definiert sind die Funktionen an den Nullstellen des Nenners.
Nach der Formel fiir die Nullstellen eines quadratischen Polynoms liegen
diese fiir f bei x = —1£+1/1+8 = —1 43, also bei z; = 2 und zy = —4.
Beide Werte sind keine Nullstellen des Zéhlers, weshalb die Funktionswerte
fiir x — x; oder x — x5 gegen oo gehen. Daher ist f an beiden Stellen
nicht hebbar stetig.

Fiir g ist das Finden von Nullstellen schwieriger. Eine Nullstelle findet
man aber schnell durch Ausprobieren: Es ist f(1) = 0. Daher kénnen wir den
Nenner als Produkt von # — 1 mit einem quadratischen Polynom schreiben.
Dieses quadratische Polynom ermittelt man durch Polynomdivision: Man
teilt 22 — 222 — 5246 durch  — 1. Im Folgenden zeigen wir eine Moglichkeit,
wie man dabei vorgehen kann. Gesucht ist ein Polynom az? + bz + ¢, welches
mit x — 1 multipliziert 2® — 222 — 52 + 6 ergibt. Es soll also

2% =222 — 52+ 6 = (v — 1)(az® + br +¢) =az’ + (b—a)x* + (c—b) — ¢

sein. Vergleichen wir die Koeffizienten vor den einzelnen Potenzen von z,
erhalten wir (von links nach rechts) a = 1, b — 1 = —2 und somit b = —1,

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



sowie ¢ — (—1) = —5 und somit ¢ = —6. (Man beachte, dass ¢ = —6 auch fiir
den konstanten Anteil korrekt ist.) Wir haben also

2 — 22 — 52 +6 = (v — 1)(2* —x — 6).

Fiir 22 — 2 — 6 konnen wir die Nullstellen wieder wie zuvor ausrechnen und
bekommen z? —z — 6 = (x — 3)(z + 2). Insgesamt haben wir den Nenner also
in (x — 1)(z — 3)(x + 2) zerlegt und gezeigt, dass g genau an den Stellen 1,
3 und —2 nicht definiert ist.

Setzen wir die Nullstellen des Nenners in den Zéahler ein, sehen wir, dass
1 auch eine Nullstelle des Zghlers ist. Analog zum Vorgehen beim Nenner
konnen wir den Zihler in (z — 1)(z? + 2z — 1) zerlegen. Wir haben also

4+ —3r+1 (e—1)(2*+22-1)
23— 222 —br+6  (v—1)(z—3)(z+2)

g(r) =

Fir z € R\ {1, 3, —2} kénnen wir mit  — 1 kiirzen und erhalten

2?2+ 22 —1
r—3)(z+2)

g(z) = (

Diese Funktion ist an der Stelle 1 definiert und hat dort den Wert —%. Somit
ist g hebbar stetig in xg = 1. An den anderen beiden Stellen ist es nicht hebbar
stetig, da diese Nullstellen des Nenners aber nicht des Zéahlers sind. O

Aufgabe 2. Gegeben sind die Funktionen

2 4+x—2
3 2 _4r —4
and g(x)—x+$ x

234322 —62—8
Bestimmen Sie alle Stellen z € R, an denen die Funktionen nicht definiert

sind. An welchen dieser Stellen sind sie hebbar stetig?

Lésung: Die Nullstellen des Nenners (diese berechnen sich wie oben) von f
sind 3 und —2, genau dort ist f nicht definiert. Die Nullstellen des Zéhlers
sind 1 und —2. Also haben wir

(x —1)(z+2)
(x —3)(x+2)

fz) =

Fiir jeden Wert x im Definitionsbereich von f sind alle Faktoren im Nenner
dieses Bruchs ungleich Null, somit kénnen wir mit x + 2 kiirzen und erhalten

2



f(xz) = £=1. Diese Darstellung von f ist auch im Punkt 2 = —2 definiert und
somit ist f in —2 hebbar stetig. (Den dazugehérigen Funktionswert erhalten
wir durch Einsetzen von —2 als %) An der Stelle 3 hingegen ist f nicht hebbar
stetig, da 3 eine Nullstelle des Nenners aber nicht des Zahlers ist.

Fiir g miissen wir wieder zuerst eine Nullstelle des Nenners durch Aus-
probieren finden. Zum Beispiel ist —1 eine Nullstelle. Als néchstes versuchen
wir wieder, den Nenner als (x + 1)(ax? + bz + ¢) zu schreiben. Hierfiir muss

2% 4+ 32% — 6z —8 =az’ + (a+b)a* + (b+ )z + ¢

gelten. Durch Vergleich der einzelnen Koeffizienten ergibt sich a = 1, b = 2
und ¢ = —8, also ist der Nenner (z + 1)(2* + 2z — 8). Die Nullstellen von
22 + 2x — 8 findet man wieder durch die iibliche Formel: Es sind 2 und —4.
Insgesamt haben wir den Nenner damit zu (x + 1)(z — 2)(z + 4) zerlegt. Auf
die gleiche Art und Weise kénnen wir den Zahler in (z + 1)(z — 2)(z + 2)
zerlegen.

Nicht definiert ist g also in den Punkten —1, 2 und —4. Die ersten beiden
dieser Punkte sind aber auch Nullstellen des Zihlers und somit ist g dort
hebbar stetig.

Anmerkung: Es kommt bei der hebbaren Stetigkeit dieser Art von Funk-
tionen nicht nur darauf an, ob eine Nullstelle xq des Nenners auch Nullstelle
des Zahlers ist, sondern auch auf die Vielfachheit der Nullstelle (dies ist die
Anzahl der Faktoren x — xg bei der obigen Zerlegung). Die Funktion ist ge-
nau dann in xg hebbar stetig, wenn xy mindestens ebenso oft Nullstelle des
Zahlers wie des Nenners ist. O



