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* Aufgabe 1. Wie weit kann man bei optimalen Sichtverhéltnissen von einem
100 Meter hohen Turm aus sehen? Hierfiir nehmen wir als Naherung die Erde
als perfekte Kugel mit 6367 Kilometern Radius an.

Losung: Da die Sichtweite unabhéngig von der Blickrichtung ist, geniigt es
einen Querschnitt der Erde zu betrachten. Diesen legen wir so in ein Koordi-
natensystem, dass der Erdmittelpunkt im Koordinatenursprung liegt und der
Turm auf der y-Achse verlauft. Liange 1 im Koordinatensystem entspreche
1 Kilometer. Die Erdoberfldche entspricht im Koordinatensystem also einem
Kreis vom Radius 6367, das sind alle Punkte (z,y) mit 22 + y? = 63672. Die
Spitze des Turms liegt im Punkt P = (0,6367.1). Die Situation ist in der
folgenden (nicht mafistabsgerechten) Abbildung skizziert.

P

Wir suchen nun eine Tangente an den Kreis, welche durch P verlauft.
Diese Tangente kann den Kreis nur im oberen Halbkreis beriihren und dieser
Halbkreis wird durch die Funktion y = k(x) = +/6367> — 22 beschrieben.

Anhand der Ableitung dieser Funktion kénnen wir die Tangentengleichung in

*Die mit * markierten Aufgaben wurden vom Vortragenden présentiert, die restlichen
Aufgaben waren von den Studierenden zu bearbeiten.



jedem Punkt berechnen. Die Ableitung von /z ist 5 \f, nach der Kettenregel
haben wir also

1 —2
K (z) = x x

2763672 — 22 2V63672 — 22 63672 — 22

Die Tangente des Kreises im Punkt (zo, k(o)) wird daher durch die Glei-
chung

(6367* — 2%)" =

I’O ZL‘—I’O

/63672 — 22

Yy = /{Z([L'()) + l{? (ZL’O l’ - IL’O 63672 — 0

beschrieben.
Da wir eine Tangente finden wollen, die durch P verliduft, soll die Gerade
am x-Wert 0 den y-Wert 6367.1 haben. Wir suchen also ein x, so dass

Joser — gz — 200 =20 ga6r g
/63672 — 22

gilt. Diese Gleichung kénnen wir nach xy auflosen:

6367.1 = /63672 — 22 + \/W
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Der weiteste Punkt, den man vom Turm aus sehen kann, ist also der Punkt
(35.684, k(35.684)) ~ (35.684,6366.9). Wir miissen nun nur noch die Entfer-
nung zum Turm berechnen. Die Entfernung ist Luftlinie

\/35.6842 + (6367 — 6366.9)% ~ 35.68445

zum Fufl des Turmes, beziehungsweise

\/35.684% + (6367.1 — 6366.9) ~ 35.68487
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zur Spitze des Turmes. Definieren wir ,,Entfernung” hingegen als Lange auf
der Erdoberfléche (also als Lénge des Kreisbogens), dann entspricht & dem

Sinus des Winkels des Kreisbogens und die Entfernung somit

35.684
: in | ——— | &~ 35.684497.
6367 arcsm( 6367 ) 35.684497

(Diese Werte liegen sehr nah beieinander, weil z sehr klein im Verhéltnis zum
Radius des Kreises ist, weshalb sich die Lénge des Kreisbogens kaum von der
direkten Lénge unterscheidet.) O

Aufgabe 2. Berechnen Sie die folgenden Ableitungen

W (n(557)

(f) (¢z)', indem Sie /z als \/\/z betrachten.

(2) \4/5)/, indem Sie /7 als Umkehrfunktion von x* betrachten.

(e) ( In a:)l
(
(

Lésung: (a) Die Ableitung von Inz ist % und die Ableitung von i—ﬁ ist
zJ“(;(f);l) =G fl)Q. Nach der Kettenregel ist daher

r—1\) 1 2 2 2
<ln(x+1)):i—‘l'(:c+1)2_(rv—1)(w+1) 2’ =1

+1
Alternativ kann man auch In(2=) = In(z — 1) — In(z 4 1) schreiben
und erhalt
z—1\) 1 1
1 ( ) — (In(z — 1)) — (1 1)) = .
r+1—(x—1) 2
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(b)

()

(d)

Bevor wir die Ableitung berechnen kénnen, miissen wir die Funktion
erst umschreiben:

x T zlnax
x(;r ) — v Inz _ €€ lnac'

Die Kettenregel liefert uns nun
!/
(:L,(x“”))/ _ <ee””1“zlna:> _ eezlnzlnx (exlnx In IE),

. 1 1
= 2= <ex1”(lnx +z-—)lnz+ e“n"”—)
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= (@) g® ((ln z)? +Inx+ 1) :
x

Hier kénnen wir einfach die Kettenregel anwenden und erhalten
(6(362))/ — 2z,

Fiir z > 0 entspricht die Funktion 22 und hat daher die Ableitung 2x.
Fiir z < 0 entspricht sie —z? und hat die Ableitung —2z. Fiir z = 0
miissen wir den Differenzenquotienten betrachten:

. -0
limi =lim|e]| =0
e—0 £ e—0

Die Ableitung ist also —2x fiir x < 0, 0 fiir z = 0 und 2z fiir z > 0.
Dies konnen wir kiirzer als

(2 - [=)" = 2|=|
schreiben.

Auch hier kénnen wir die Ableitung mit der Kettenregel berechnen:

! 1 1
( lnx) = R
2vVlnz

Alternativ kénnen wir vInz auch als Umkehrfunktion von €@ be-
trachten. (Genauer, als Umkehrfunktion der Einschrinkung von el
auf den Bereich [0, 00).) Dann bekommen wir

(\/E)’:z 1 _ 1

InzeVin)?  20+/Inx




(f) Betrachten wir /= als \/+/z, dann miissen wir die Kettenregel verwen-
den. Diese liefert uns

(V) -

1 1

' 1 1 1
(W) ToVE Wr 4V VB AR

Dies entspricht auch der Ableitung, die man auf dem {iblichen Weg

erhilt, denn /z = 21 und somit (¢/z) = 1A

W

(g) Betrachten wir /= nun als Umkehrfunktion von x?, ergibt sich direkt

U — 0



