Formelsammlung, Priifungen
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Komplexe Zahlen

(a4 bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
a+bi ac+bd bc—ad,
c+di  E+d2 cQ—I—dzl

Z=a—b

=a+bi =
zZ=a 7 {|z= ﬁa2+b2=\/§
Polarkoordinaten:

z = r(cos(p) + isin(p)) = re'®

Wurzeln: Die n-ten Wurzeln von r(cos(p) + isin(y)) sind

2 2
2 = W(cos (tp +kw> + isin <<p —Hfﬁ))
n n n n

fuir k=0,1,...,n—1.
Vektorrechnung
7] = m zweidimensional
|\ V22 + 22 + 22 dreidimensional
7 ) T1Y1 + T2Yy2 zweidimensional
z,Y) = - .
Y x1Y1 + T2y + x3ys dreidimensional
z,
Winkel zwischen Z,7: cos(yp) = <_, @_,
2] - 9]
L2Y3 — T3Y2
Kreuzprodukt: EXYy=|z3y1 — T1Y3

T1Ys — X
Geradengleichungen im R2: LYz 21

=P+t (;1) Parameterform
2
(i, &) = (fi, P) mit 7 = ( Ti ) Normalform
-1
FEbenengleichungen im R3:
T=P+sqd+tr Parameterform
(M, Z) = (M, P) mit 1 =g X7 Normalform

Abstand Q zu (ii, ) = (i, P) (Gerade in R? /Ebene in R3):
(7, Q) — (7, P)|
|7
Fldche des von & und i aufgespannten Parallelogramms:

B
Volumen des von &, 4, Z aufgespannten Parallelepipeds:
(%, % )]
Folgen
Geometrische Folge:
0 fir |g) <1
lim ¢" =41 firg=1
n— o0
divergent sonst
Harmonische Folge: .
lim — =0
n—o0o N

Majorantenkriterium: Konvergiert (an)nen gegen a und gilt
|by, — a| < |ay, — a fiir alle n, dann konvergiert auch (b,,)nen
gegen a.

Einschliefungskriterium: Konvergieren sowohl (ay)nen als
auch (¢, )nen gegen a und gilt fiir jedes n € N
an < by <cp,
dann konvergiert auch (by,)ncn gegen a.
Lineare Rekursionen: Hat das Polynom
=1 CQ$t72 — =G 1T — Ct

, B¢, dann hat die

' —cz
lauter verschiedene Nullstellen S, ...
Losung der linearen Rekursion

Ap = C1Ap—1 + C2Gp—_2 + ...+ CtQp_y Tlirn >t

die Form
ap = a1B7 + oy + -+ o,

wobei die Konstanten ag,...,a; durch die Anfangswerte

ai,...,a; bestimmt werden.
Reihen
konvergent ‘ divergent
o0
Zq ; fir la <1 > g fiir g > 1
n=0
o0
1 w2
Zg=g >
n=1

Notwendige Bedingung: Eine Reihe kann nur konvergieren,
wenn die Folge ihrer Summanden eine Nullfolge ist.
Magjorantenkriterium: Besitzt Y. - 1.0n eine konvergente
Majorante, dann konvergiert auch Z —q On-
Minorantenkriterium: Besitzt Y | a, eine divergente Mi-
norante, dann divergiert auch Zzozl a

Wurzelkriterium: Ist limsup,,_,. ¥/|an| < 1, dann konver-
giert die Reihe ZZO=1 ap. Ist ¥/|a,| > 1 fiir unendlich viele
n, SO divergiert sie.

< g fiir ein ¢ < 1 und alle n

1 @ Insbesondere
>1ab

ab einem Index N, dann konverglert S
< 1. Ist

einem Index N, dann divergiert die Reihe.
Leibniz-Kriterium: Ist (an)neny eine monotone Nullfolge,
dann konvergiert die Reihe Y 7 | (—1)"ay.

An+1 an +1

konvergiert sie, falls lim, o |

Funktionen
etV =e%eY, =1, €= lim (1 + z
n—oQ n
cos(z + 2m) = cos(x)

sin(z + 27) = sin(x),

. U 77 .
sin (z + 5) = cos(x), cos (JC + 5) = —sin(z)

sin(—x) = — sm( ), cos(—z) = cos(x)

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x) cos(x)

tan(z) = cos(z)’ cot(x) = sin(z)

tan(x + m) = tan(z), cot(z + 7) = cot(x)

tan(—z) = —tan(z), cot(—x) = —cot(x)



Hyperbolische Funktionen

sinh(z) = % cosh(z) = mch
S
Ableitungsregeln . ,
(f9)' = f'9+fg' <'§> = fgg;zfg
(Ha@)) = Fla@)'@) (7@ = ey

Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
Notwendige Bedingung fiir Extrema: An Extremstellen im
Inneren des Definitionsbereichs ist die Ableitung 0.
Hinreichende Bedingung fir Extrema: Gilt f'(x) = 0 und
f"(z) < 0, dann ist x eine Maximalstelle von f. Ist f'(z) =0
und f”(x) > 0, liegt eine Minimalstelle vor.

Monotonie: Sei f auf [a,b] stetig. Gilt f'(z) > 0 auf (a,b),
dann ist f auf [a,b] monoton steigend. Gilt stattdessen
f'(x) <0, dann ist f monoton fallend. Gilt sogar f'(x) > 0
oder f'(x) < 0, dann ist f streng monoton steigend/fallend.
Krimmung: Eine differenzierbare Funktion ist (streng) kon-
vex, falls ihre Ableitung (streng) monoton steigt. Sie ist
(streng) konkav, falls die Ableitung (streng) monoton fillt.
Ein Wendepunkt ist ein Punkt, an dem die Kriimmung von
konvex zu konkav (oder umgekehrt) wechselt.

Senkrechte Asymptoten: Konvergiert f(z) fur + — x; und
fir + — xf gegen oo oder —oo, dann hat f bei zy eine
senkrechte Asymptote.

Schiefe Asymptoten: Konvergiert fiir £ — oo und x — —oo
der Bruch f(x)/z gegen a € R und auflerdem f(z) — ax
gegen b € R, dann ist ax + b eine Asymptote von f.

Regel von I’Hospital

Konvergieren f und g fiir z — a beide gegen 0 oder beide
gegen oo, dann gilt lim,_., % = limy,_,q %.
Taylorreihen und -polynome
Taylorpolynom vom Grad n um xq:

— %) (x0)
Po(z,20) =Y e z0)"
k=0
Taylorreihe um xq:

2 £(0) (1
Tyao(e) = 3 L 00)

n!
n=0
Konvergenzradius: Y -, an(x — x9)™ konvergiert fiir alle =

T — mo)n

mit |z — zo] < R = lim, 00 . Fir | — 29| = R muss

Ay, +1
man die Konvergenz separat iiberpriifen.

Integrationsregeln
Partielle Integmtz'on

[ #@gwris = stz >g<x> - / f(2)g (2)ds

Substitution: Setzen wir x = g(u), dann ist
/ e i
. f'(x)
Insbesondere ist /7d =In|f(x)| +C.
e = /()

Standardsubstitution bei trigonometrischen Funktionen:

u = tan (E) dx = 72 du
2 1+ u?
2u 1—u?
1+ u? 1+ u?
Partialbruchzerlegung: Ein Partialbruch ist von der Form
c ar+b
(z — N)? 22+ar+p’
wobei 22 + ax + 3 keine reellen Nullstellen hat.

Ist % eine rationale Funktion mit grad(P) < grad(Q),
(z)

dann besteht eine Partialbruchzerlegung darin, g(z)
Summe von Partialbriichen zu schreiben, deren Nenner Tei-
ler von Q(x) sind.

Wichtige Ableitungen und Integrale

sin(x) = cos(z) =

mit 7 € N oder der Form

als

f(x) f'(z) f(x) f'(z)
[owiz | g | [o@ir| g
tan(x) 1 + tan(z)? cot(x) —1 — cot(x)
_ 1 -1
. cols(a:) o sgll(:z:)
arcsin(z 7\/11_7 arccos(z 7\/1__17
arctan(x) o arccot(x) o
tanh(z) | 1 —tanh(x)? || coth(z) | 1 — coth(x)?
1 -1
- cosh(z)? - sinh(x)?2
arsinh(z) 1 arcosh(z) 1
V1+ a2 Vaz—1
1 1
artanh(z) =2 arcoth(x) -2
(lz[ <1) (lz[ > 1)

Bestimmte Integrale

b c b
/f(l‘)da?:/ f(x)da:—i—/ fl@)dr fira<c<b

/abf(x)dx = _/ba f(z)dx

Ist F' eine Stammfunktion von f und beide Funktionen auf
dem Intervall [a, b] definiert, dann ist

/f

Ist f in a oder b nicht definiert, dann ist
b

f(z)dx

F(b) - F(a).

b
fl@)dx = hrn

y—)a y

/f )da = T af()

Hat f eine Polstelle im Punkt ¢ € (a, b), dann ist
b

f(x)d

Y

beziehungsweise

y
f(z)dx + lim

y—ct

b
f(z)dx = lim

Yy—c— a

Substitution: Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ist



