Mehrfachintegrale

Wir interessieren uns fiir das Volumen zwischen der zy-
Ebene und einer Fléache, die durch die Funktion z =
f(x,y) beschrieben wird, auf einem rechteckigen Bereich

B =la,b] x [c,d| ={(x,y) : a<zx<b c<y<d}
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Ahnlich wie fiir einfache Integrale zerlegen wir den Be-
reich in kleinere Teile und approximieren das Volumen
durch “Séaulen”. Wir wahlen dazu Zwischenpunkte
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a=T)< T <X2<---<xTNy=D>,

c=yYo < <ypp<--<yu=d
und zerlegen den Bereich in Rechtecke der Form |x;, x;,1] X
[yja yj+1]-
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Fiir die Hohe der zugehorigen Séule wahlen wir den
Funktionswert in einem Punkt (&;, ;) des Rechtecks. Die
Lange und Breite sind

Ar;=wip1r —x; und  Ay; =y — Y-

Wir erhalten somit die folgende Approximation fiir das

Volumen:
N—1M-1

>N (& m)AnAy;,
i=0 §=0
eine Riemannsche Summe in zwei Dimensionen. Las-
sen wir nun die Feinheit
L = max(Az;, Ay;)
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der Zerlegung gegen 0 gehen, dann erhalten wir als Grenz-
wert das sogenannte Doppelintegral

/ /B F(z,y) da dy.



Satz. Ist die Funktion stiickweise stetig im Bereich B,
dann existiert der Grenzwert, genannt das bestimmte
Integral iiber dem Bereich B. Es gilt

//Bf(x,y)d:cdy = /ydc (/xbaf@,y)da:) dy
([ ) as

Genau gleich kann man auch fiir Funktionen in drei Va-
riablen vorgehen, um das Dreifachintegral iiber ei-
nem quaderformigen Bereich

B={(z,y,2) :a<x<bc<y<dp<z<gq}

zu definieren: der Bereich wird nun in kleine Quader zer-
legt. Es gilt ganz analog

/Z;ﬂ%yyﬂdx@ﬂh'[Tp([fc(Afaﬂxﬂh@d%>dé>dz
:/:a </qu (/ydcf(%y,z)dy) dz) da



